Chapitre 2

Limites de suite

2.1 Limite finie d’une suite

Définition Soit (u,) une suite et ! un nombre réel.
La suite (u,) admet pour limite ! en +oo signifie que tout intervalle ouvert I de centre ! contient tous les
termes de la suite pour n suffisemment grand.
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On note lim wu, =1
n—-+o0o
Limites de suites de référence lim % =0; lim % =0; lim % =0
n——+o0o n——+o00 n—+oo VT
Pour tout entier p > 1, lim n—lp =0

n—+oo

2.2 Limite infinie d’une suite

Définition Soit (u,) une suite.
La suite (uy,) a pour limite 400 en +oo signifie que pour tout réel A, 'intervalle ]A4; +o0o[ contient tous les
termes de la suite pour n suffisemment grand.
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Sin > N alors u, > A.
On note Er}rl = +00

Limites de suites de référence lim n = +oo; lim n?=4o0; lim /n = +co
n——+oo n——+4oo n—-+4oo

Vocabulaire
e Une suite est dite convergente lorsqu’elle a une limite finie 1 (I € R).
e Une suite qui n’est pas convergente est divergente.
e Une suite est divergente lorsque :
¢ Elle a une limite infinie. Exemple : u,, = n?
e Elle n’a pas de limite. Exemple : u,, = (—1)"



2.3 Opérations et limites de suites
2.3.1 Limite d’une somme
Soit | et I’ des réels.
lim U, l [ l 400 | —00 +o00
n—-+oo
lim V, U 400 | —00 | +00 | —00 —00
n—-+oo
lirf Un+ Vo) [ 14T | 400 | —00 | 400 | —00 Forme
n——+0o0o
indéterminée
Exemple U, =2n?;V, = —n?
lim 2n® =+4ococet lim —n?=—-c0
n—+oo n—-+oo
Uy, +V, =2n? —n?2 =n?
lim (U, +V,) =4
n—-+oo
2.3.2 Limite d’un produit
Soit I et I’ des réels.
lim U, I [1>0]|1l<0]l>0|1l<0]| 400|400 | —0 0
n—-+oo
lim V, '] +00 | 400 | —00 | —00 | 400 | —00 | —00 | +00 ou — 00
n—-+oo
lim (U, xV,) |l' | +00 | —00 | =00 | 400 | 400 | —00 | 400 Forme
n—-+o0o
indéterminée
Exemple
1. U, =n? etVn:#
lim U,=4cet lim V,=0
n—-+oo n—+oo
or Uy x V, =n?x 55 =1
lim U, x V, =1
n——+00
2. Up=n?et V, ==
lim U, =+4occet lim V,=0
n—-+oo n—-+oo
or U, xV, = %2 =n
lim U, xV, =400
n—-+oo
2.3.3 Limite d’un quotient
leR,I'eR
* D V70
lirf_l U, l l 400 | 400 —00 —00 | 00 0ou — o0
n——+00
lirf Vi '#0| 4o0oou —oo |[I">0 | <0|I'>0]I'<0]|+00o0ou —oo
n——+00
[
lim (U, x V,) — 0 +o00 | —o0 | —o0 | 400 Forme
n—-+oo l/
indéterminée

lim Vn=20

n—-+oo




lim U, lou +00ou — o0 [#0o0ou +00ou —oo 0
n—-+o0o

lim V, Oavec%>0 Oavec%<0 0
n—-+oo n n

a partir d’un certain rang | a partir d’un certain rang

lim (U, xV,,) +00 —00 Forme

n——+o0o
indéterminée
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2.3.4 Exemples
2.3.5 Lever une indétermination
1. U, = P(n) ol P est polynome.

Méthode On met le terme de plus haut dégré en facteur.

Exemple U, =2n?>-n+3
Pour tout n # 0, U, =n?(2 - * + ).

n n2

lim n? =400 lim (=1 =0) lim 3 =0
n——+o0o n—+oo M n—+oo ™
Donc lim 2—14 3 =2

n—-+oo n n

Par produit lim U, = +o0
n—-+oo

2. U, = Q(n) ou Q est une fonction rationelle.

Méthode On met en facteur le terme de plus haut degré au numérateur et au dénominateur.

2
n“+n+1
xemple U, n+% o o
PourtoutneN,Un:n(l—i_—E—fﬁ):anﬁ#
n(1+ﬁ) ]‘+E

im =0 lim 5= i 14 1y - 1y =
nll,rfoon Ongrfoong Odoncnll)rfw(l—i—n—i—ng) 1etnll>rfoo(1+n) 1

1+14+ %
Dou lim n___n?

——"==1et lim n=+oodonc lim U, = +oco
n—+o00 1+ o n—+o0 n—+o0o0

3. Avec des racines carrées.

Méthode On multiplie et on divise par I’expression conjuguée.

Exemple U,=+n+1-+n

U _(Wn+1—-yn)(Vn+1++/n)

" Vn+1+yn

U — n+l-n 1
YoVn+l4+vn Vntl+yn
lim v/n+1=+oo et ll)rf Vn = +oo

n—4oo

Donc nﬂrfoc(‘/n +1++/n) =400 dou nllgloo U,=0




2.4 Limite et comparaison

2.4.1 Théoréme

On considére deux suites numériques (U, ) et (V)

1. Si pour tout n € N, a partir d’un rang N, U, <V, et
lim U, = +oco alors lim V, =400
n—-+o0o

n—-+oo
2. Si pour tout n € N a partir d’un rang N, U,, <V, et
lim V, = —oc alors lim U, = —o0
n— 0o n—-+oo

Exemple U, =n+ (-1)"
Pour tout neN,n—-1<U,<n+1

Or lim (n—1) = +o0, donc par théoréme de comparaison : lim U, = +oo.
n—+00 n—+o00

Démonstration lim V,, = +oo signifie que pour tout réel A, il existe un entier ng tel que n > ny =

n—-+oo
Vo> A
Soit n; = max(ng, N)
Sin>ny >ng V,>A .. o
Etn>n, >N U, >V, donc U,, > A On a prouvé nEI—&I-loo U, = +o0.



