Chapitre 12

Fonction logarithme népérien

12.1 La fonction In

La fonction exp est continue et strictement croissante sur R.
lim exp(x) =0
r—r—00

ngoo exp(z) = +o0

Pour tout réel a strictement positif, d’aprés le TVI, ’équation exp(z) = a admet une solution unique, le
logarithme népérien de a, noté In(a).

12.1.1 Définition

La fonction logarithme népérien, notée In, est la fonction définie sur ]0; +-o00[, qui & tout réel x strictement
positif associe 'unique solution y de I’équation [Y = x.

10; +o0[— R
In
_>
eV =2z L Y= Inx
exp
Exemple :
= y =
o In(1) ©er=1 donc In(1) =0
Sy=0
= y =
o In(e) & ev=e donc In(e) =1
Sy=1
= 2 J——
y=In(e) e “" donc In(e?) =2
Sy=2
= In(% y —=—1
o In(z) e donc In(1) = —1
S Y= —1 e

12.1.2 Premieres propriétés
Propriétés

1. L’ensemble de définition de In est ]0; +00[
. Pour tout réel y, In(e¥) =y
. Pour tout x €]0; +oo, e =z
. In(1) =0 et In(e) =

=W N




Dans un repere orthonormé, Cy, est I'image de Ceyp par la symétrie d’axe de la droite A : y = z.

12.2 Propriétés algébriques

12.2.1 Propriété fondamentale

Pour tous réels strictement positifs a et b,
In(a xb) =lna+1Inb

Démonstration
6ln(ab) = ab 6ln(ab) — elna+lnbd
et elmatlnd — eglna s elnb — g [ = In(ab) =Ina+1Inb

Exemple In6=In2+1n3

Pour tout z > 0, In(22) =In2 4+ Inx
et In(z?) =lnz +Inx =2Inz
Pourtoutx>0,xx%:1

donc In(z x 1) =In(1)
Inz+1In(1)=0

donc In(1) = —Inz

12.2.2 Conséquences

10; +o00[— R x>0, ") =g
x +— In(z) y€R, In(e¥) =y
1—0

e 1

a>0,b>0 In(ab) =lna+1Inb

Pour tous réels strictement positifs a et b,
1. In(3) = —In(b)
2. In(§) =lna—Inbd

3. Pour tout entier n > 0, In(a™) =nlna

Démonstration
1
1. bx + =1 donc In(b x 5) =lInl
—— 0
In b+1n%
d’'ou In(}) = —In(b)
In($) =In(ax 4)
2. =Ina+In(3)
=Ina—Inb
3. Par récurrence :
en=1 In(a!) = 11lna vérifié pour n = 1
e Siln(a™) =nln(a)
In(a"tt) =In(a™ x a)
alors = In(a™) + In(a)

=nln(a) + In(a)
d’ott In(a" ) = In(a) x (n+ 1)
e Conclusion : Pour tout n > 1, In(a™) = aln(a)



1. I((va)?) = In(a)
d’ott 21In(y/a) =1n
=3ln

Soit In(v/a) = 3

(a)
(a) Va=a

Nl

Exemple

1. L’ensemble de définition de f :
f(x) =In(1 — 2?)
f(z) est défini lorsque 1 — 22 >0
1 — 22 est un polynéme du 2°¢ degré qui a 2 racines : —1 et 1

x —00 -1 1 +00

1—a? - 0 + 0 -

Dy =] - 1;1]

2. f(zx) =1n(3 —2z)
f(x) est définie lorsque 3 — 2z > 0 < 2z < 3
& x <3 Dy =]—o0;3]

12.3 Etude de la fonction In

12.3.1 Equations — Inéquations

Propriété Pour tous réels strictements positifs a et b :
1. hna=Inb&sa=0
2. lna>Inb<sa>b

En effet
1. na=lnbs et =etd o g =p
2. na<lnbe e <t o g <b

Exemples

1. Résoudre dans R : Inz = In(z + 1)
In z est définie pour z €]0; 00|
et In(x + 1) est définie pour : z + 1 > 0 soit x €] — 1; +00[ = a pour ensemble de validité |0; +oo|
Inz =1In(z+1)
Sr=z+1
< 0z =1 : pas de solution S = (
2. Résoudre dans R : In2z = In(x — 1)
In 2z est définie pour : 2z > 0 soit x €]0; +oo|
In(x — 1) est définie pour : z — 1 > 0 soit x €]1; 00|
Ensemble de validité : |1; +o0o[

12.3.2 Dérivée de In

La fonction In est dérivable sur |0; +o00[ et pour tout x > 0, Ina = %



On admet que In est dérivable sur ]0; +oo]
g(l‘) —_ elna: _ eu(x) =
ou u(z) = In(z)
g (x) =In'(z) x e® =1

In’(z) +

In(z)

Pour tout x > 0, % >0

La fonction est strictement croissante sur ]0; +o0].

12.3.4 Limites en 0 et +00

Propriété lim Inx =+ocoet limlnz =—oc0
T—+00 :z:~>(())
x>

Démonstration Soit M € R% Inz > M < e > M

sz >eM
Siz>eMalorslnz > M

Soit z >0
Inx = — ln(%)
lim L = 400
z—0 7T
x>0
Donc limlnz = lim —InX = -o0
x—0 X—+oco
x>0
T 0 1 +00
+o00
In(z) o/
/
—00

Une limite & connaitre In est dérivable en 1 et In’(1) =1
In(1+h)—Inl

li -1
done Jim (—————)

lig AR

h—0 h



12.3.5 Représentation graphique
Tangente T au point d’abscisse 1.
y=r Mz -1)+ f(1) fay=1
=0

y=1z-1)+0 f(1)
y=z—1

Sur |0; 400 2 >0
1—2>0lorsque z < 1
h(1)=In1-0=0

h(z) =In(z) — (z - 1)

D’apres le tableau de variation : h(x) < 0 sur ]0; +oo|

< Inzx <z —1sur ]0;+oo]
C, est en dessous de T sur ]0; +00.

12.3.6 Croissance comparée

Propriété lim 1z =0
z—+oo T
limxlnz =0
x—0
z>0

Démonstration Siz >0, e™? =z

Inz _ Inz _ X N —
& T ohne —ETOUX—h’lJ}




. : 1 donc lim Bz =
et lim X = lim —& =0 z+oo T
X400 € X—+o00 £

Interprétation géométrique Soit M (z;Inz) sur Cyy.
Le coefficient directement de (OM)



