Chapitre 8

Nombres complexes

8.1 L’ensemble des nombres complexes

8.1.1 Ecriture algébrique d’un nombre complexe

Théoreme et définition On admet qu’il existe un ensemble C, ensemble des nombres complexes contenant
R, tel que :

e C possede un élément i tel que 32 = —1

e Tout élément de C s’écrit de maniére unique : a + b (a € R, b € R)

e C est muni d'une addition et d'une multiplication qui prolonge celles de R et ont les mémes propriétés

Vocabulaire Tout nombre complexe s’écrit de maniére unique sous la forme z = a +ib (a € R, b € R)

Cas particuliers
e Sib=0,z=a,a € R z est un nombre réel
e Sia=0,z=1bbe€ R z est un imaginaire pur

/

Propriété a,b,a’,b’ sont des réels a +ib = a’ + i’ <— { Zf;

8.1.2 Opérations dans C

z=a+ib,oua €Ret beR
Z=d +ib,ond ERetd €R

e Somme : 2+ 2 = (a+ad)+i(b+1)

e Produit : 2 x 2/ = (a +4b)(a’ +ib)
= ad’ + ait! +iba’ + bV
= (aa’ —bb') +i(ab + ba')

Exemple

z=2+4+3

/

Z=-=5+1

z+2'=(2-5)+i(3+1)
=-3+4i

—10+4+2¢ — 152 -3
=—-13-13:

!
Zz

2* = (24 3i)°
=214 9i% + 12
= —5+12i



8.1.3 Le plan complexe

e Pour tout nombre complexe z =z + iy, ou x € Ret y € R,
on peut lui associer le point M (x,y) dans un repére orthonormé. On dit que M est I’image de z dans
le plan complexe.

e Tout point M(x,y) dans un repére orthonormé est I'image d’un unique nombre complexe z = x + iy
z est ’affixe du point M.
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e Le point A d’affixe 1 a pour coordonnées (1;0)

e Le point B d’affixe —1 a pour coordonnées (—1;0)

e Le point C' d’affixe 1,5 a pour coordonnées (1, 5;0)
e Le point D d’affixe ¢ a pour coordonnées (0; 1)

e Le point F d’affixe 1 — 2i a pour coordonnées (1;2)

8.2 Conjugué d’un nombre complexe

8.2.1 Définition

Pour tout nombre complexe z = = + iy (x € R, y € R), le conjugué de z noté z est le nombre complexe
Z=x—1y

Remarque Si M est le point d’affixe z, le point d’affixe Z est le symétrique de M par rapport a Paxe (O, 7)

8.2.2 Propriétés
Pour tous complexes z et z
1. z2+2 =242
2. 22/ =z x 2
3. SineNx:zh=7z"

Démonstration

z=x+iyouzx e RetyecR
=2 +iy ona’ eRety €R



242 =(x+2)+i(ly+y)

=z+a’' —i(y—y)

=z+2' —y—y =z+72

2.
22 = xx’ —yy +i(zy + ya')
=ax’ —yy' —i(zy +ya’)
Zx 2 = (z—iy) (2 —iy)
=z’ — iy —iyx’ — izy’
dolt 22/ = Z x 2/
Remarque

1. Siz=z+iy (r €R, y €R)

2z = (x + iy)(x — iy)
— 2 %
zZ:x2+y2
Pour tout z € C, 2z est un réel positif.
2. z=zxz+iy (r €R, y €R)
ztz=x+iy+x—iy =2
R z+z
z
2
3.z=x+iy (zeR,yeR)
z—Z=r+1y—z+1y =21y

z—Z
Sz = -
21
Conséquence
e Un nombre complexe z est réel si z = z
e Un nombre complexe est un imaginaire pur si z = —z

8.2.3 Inverse et quotient

1 z
Propriété Tout nombre complexe z non nul admet un inverse — = —
z
Eneffet, z=ax+iy (r €R, yeR), 2#0
2z = 2% +y? # 0 (réel non nul)
z 2z
ZX —=—= 1
2z zZZ

2z

Exemple

1 3—4i
3+4i (34 44)(3 — 4d)
34
S 32442
34,
— = 1
25 25
1
3+4i




Méthode Pour obtenir la forme algébrique de 'inverse d’un nombre complexe z, on multiplie le numérateur
et le dénominateur par z

1 —1 .
_— = — = —1
i —32
1
Quotient Pour tout nombre complexe z et 2/, 2z’ # 0 le quotient i, est le nombre : Z - zZ X —
/ ! !
z z z
Exemple
241
z =
1+
(2491 —1)
(144)(1—1)
2-2i— %+
12412
33—
2

8.2.4 Equation du second degré dans C

Propriété Soient a,b, ¢ trois nombres réels avec a # 0
L’équation ax? + bx + ¢ = 0 est notée (E)
Soit A = b? — 4ac

e Si A >0,(E) admet 2 solutions réelles

—b—VA -b+ VA
———— etz =—"T—

= 2a 2a
e Si A=0,(F) admet 1 solution réelle
—b
zZ0 = %

e Si A <0,(E) admet 2 solutions complexes conjuguées

bR —b+iVeA

71 = ————— etz =
2a 2a

Démonstration
b
ax2+bz+c:a(22—|—7-z+£)
a a
b, b2 4ac
—adt )~ 1 T )
b, b*—dac
= al(z+ g~ ()
b, A
=al(z + %) @]
e SIA<O
-A>0

A= (ix V—A)
Donc az? +bz+c¢=0

i i —A
2a

< al(z +



Exemple Résoudre dans C: 224+ 24+1=0

A =b% — dac
=12-4x1x1
=-3<0

—-A=3

Donc I’équation a deux solutions complexes conjuguées : z; =

~1-iv3 —1+iV/3
Ty UEmT T



