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Suites numeériques

) Introduction

1. Programme

CHAPITRE

Suites
Raisonnement par récurrence.

« Savoir mener un raisonnement par récur-
rence.

Ce type de raisonnement intervient tout au
long de l'année et pas seulement dans le
cadre de I'étude des suites.

Limite finie ou infinie d’une suite.

¢ Dans le cas d’une limite infinie, étant
donnés une suite croissante (u,) et un
nombre réel A, déterminer a l'aide d’un algo-
rithme un rang a partir duquel u, est supé-
rieur a A.

Pour exprimer que u, tend vers { quand n
tend vers + oo, on dit que : « tout intervalle
ouvert contenant { contient toutes les
valeurs u, a partir d'un certain rang ».
Pour exprimer que u, tend vers + co
quand n tend vers + oo, on dit que : « tout
intervalle de la forme | A; + oo contient
toutes les valeurs u, a partir d'un certain
rang ».

Comme en classe de Premiere, il est
important de varier les approches et les
outils sur lesquels le raisonnement s'appuie.
On présente des exemples de suites qui
n'ont pas de limite.

Limites et comparaison.

B Démontrer que si (u,) et (v,) sont deux
suites telles que :

- u, est inférieur ou égal a v,, a partir d'un
certainrang;

- u, tend vers + oo quand n tend vers + oo ;
alors v, tend vers + o quand n tend vers
+ oo,

B On démontre que si une suite est croissante
et admet pour limite ¢, alors tous les termes
de la suite sont inférieurs ou égaux a (.

Le théoréme dit « des gendarmes » est admis.

Opérations sur les limites.

« Etudier la limite d’'une somme, d'un produit
ou d’'un quotient de deux suites.

Comportement a l'infini de la suite (g"),
g étant un nombre réel.

B Démontrer que la suite (g"), avec g >1, a
pour limite + co.

« Déterminer la limite éventuelle d'une suite
géométrique.

On démontre par récurrence que pour a réel
strictement positif et tout entier naturel n:
(1+a)">1+na.

On peut étudier des situations ou intervient
la limite de la somme des premiers termes
d’une suite géométrique.

Suite majorée, minorée, bornée.

- Utiliser le théoreme de convergence des
suites croissantes majorées.

Ce théoreme est admis.

Ml |l est intéressant de démontrer qu'une suite
croissante non majorée a pour limite + co.
Des exemples de suites récurrentes, en parti-
culier arithmético-géométriques, sont traités
en exercice.

¢ Des activités algorithmiques sont menées
dans ce cadre.

AP Approximations de réels (., e, nombre d'or,
etc.).

Plusieurs démonstrations, ayant valeur de modeéle, sont repérées par le symbole B Certaines sont exigibles et correspondent a des capacités attendues. De méme, les activités

de type algorithmique sont signalées par le symbole ¢.
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2. Intentions des auteurs

Dans ce premier chapitre sur les suites numériques :

- on fait le point sur les connaissances de Premieére, en
particulier : sens de variations d’une suite, suites arith-
métiques et géométriques ;

« on met en place un nouveau type de raisonnement : le
raisonnement par récurrence ;

- on fait une étude approfondie de la notion de limite
d'une suite: définitions précises, opérations sur les
limites, théorémes de comparaison, cas des suites
monotones.

Toutes ces notions sont abordées a travers la résolution
de problémes le plus souvent liés a la vie courante ou
aux autres disciplines par une modélisation de phéno-
ménes discrets. De nombreux QCM, «Vrai ou faux ? »
permettent de faire le point rapidement sur la compré-
hension du cours et aussi la mise en place de raisonne-
ments par contre-exemple.

) Partir d’un bon pied

Objectif

Réactiver chez Iéléve :

— les différentes facons de définir une suite ;
— les variations d’une suite numérique;
—la lecture d’un algorithme.

A) Hb.etc. Hb.etc. Ha. Ha.etc.
B) H Faux. H Vrai. ElFaux.  EVrai.
L) Bvrai. H Faux. El Faux.

D) B Vrai. E vrai. B vrai. Faux.
H Vrai.

D) Découvrir

Vers le raisonnement
par récurrence

Objectif : Aborder le raisonnement par récurrence en
distinguant les différentes étapes.

E) P :«1+a>1+a» Propriété vraie.

D Q,:« 10" — 1 estdivisible par 9 ». Propriété vraie.
1X2X3
3

Habdr,.,:«(1+a)l "'>1+(n+1)a»
D Q. :« 10" — 1 estdivisible par 9 ».
DR,+1:¢1x24+2x3+ . +(n+1)x(n+2)
_(n+1)x(n+2)x(n+3)
3
b.DSi P, est vraie, alors (1+a)" =1+ na. Donc en
multipliant par 1 + a, on obtient :

(1+al " ">1+(n+1)a+ nd.

PR :«1Xx2 = ». Propriété vraie.

».
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Un objectif important est de préparer la notion de limite
d'une fonction numérique.

Une attention particuliére est portée sur le raisonne-
ment : la récurrence bien sQr, mais aussi le raisonnement
par condition suffisante.

Les algorithmes permettent également d’appréhender
les phénoménes discrets décrits par les suites, sans étre
forcément formalisés, c'est la démarche algorithmique
qui importe.

Tout au long de ce chapitre se précise I'utilisation
de logiciels: calculatrices graphiques, traceurs de
courbes, tableurs, logiciels de géométrie dynamique
ou de programmation. Lutilisation d'un logiciel de
calcul formel doit permettre, en fonction des éléves, de
surpasser les difficultés du calcul algébrique.

Comme a®>>0,0na:
(1T+a) " ">1+(n+1)a.

Donc P, ; ; est vraie.

D La propriété Q, se traduit par 10" = 9k + 1, avec k un

entier.

Donc10""'—1=10(9% +1)—1 =90k + 9

=9(10k + 1).

Donc Q,, 4+, est vraie.

POna:
A=[1x2+2x3+ .. +n(n+1)]+(n+1)(n+2).

Donc en utilisant R,,,

nX(n+1)X(n+2)

A= +(n+1)n+2)

3
+ +
MRSV LES A
Donc R, 1+ estvraie.

La balle au rebond

Objectif : Modéliser une situation simple et utiliser la
calculatrice ou un tableur.

HBonau = %M =0,75 et
Uy = 3 X3 = 0,5625. 8 __
4 4 0 1
On modélise cette situation 1 0.75
parla suite u de terme général 7 08,5625
= ( 3 )" 91| 4,2714E-12
T4 92| 3,2036E-12
Upo = 0,056 ; 93| 2,4027e-12
Upgoo = 1,15x 10712, 94| 1,802E-12

95| 1.3515E-12
96| 1,0136E-12
97| 7,6023E-13
98| 5,7017E-13

E1En utilisant un tableau
(voir ci-contre), a partir du
97¢rebond, la hauteur de la
balle est inférieure 8 1072 m.

Suites numériques
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Un calcul d'aire

Objectif : Résoudre un probléme classique qui a joué un
réle historique d’Archiméde a Riemannen :

- faisant intervenir un raisonnement par récurrence ;
—abordant une limite « naturelle ».

Kl a. b. Pour tout entier n > 1, les rectangles ont pour

2
1 k X BT
largeur -, etpour longueur <7n ) ,oU k est I'entier dési-

gnant le numéro du rectangle (de0an—1).
c.On conjecture que la somme des aires de ces

rectangles tend vers 1? lorsque ntend vers + cc.

(Tl
o

El Démontrons par récurrence la propriété P, :
k k(k+1)(2k+1)

« Zi2= 6

i=1
D Initialisation: k = 1.

1 1(1+1)2+1
dit=1et thal )
i=1 6
D Hérédité : soit un entier k> 1 tel que P, est vraie.

K& k+1)(k+2 2k+3
Montrons que Z/ ( X 6 X )

k+1 !
Ona Z 2= Z/ +(k+1).
Donc en ut|I|sant I'hypothése de récurrence, on a:

ki1i2= k(k+1)6(2k+1) F(k+17
_ (k-|6'1> k(2k6+1) F(k+1)
(k+1)[2k* + 7k + 6].

Donc kf 2 (k+1)(k +62)(2k+ 3)

i=1
Donc P, est vraie.

EADapresila., S, = 17

» pour tout entier k > 1

= 1.Donc P, est vraie.

i=1

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier k > 1

ko k(k+1)(2k+1
S 2k+1),

E1Ona:
(n—1>(6nn)3(2n—1)_13< 1)( 1>.

1
Comme s tend vers 0 lorsque n tend vers + o0, on a

S, =

n IJ»TOOSH - ?

Convergence vers 0

Objectifs

— Lire et modifier un algorithme.

- Approcher la définition mathématique de la convergence
d’une suite vers 0.

Kl a. L'algorithme donne la valeur N de n a partir de
laquelle u, <1073,

b. Modification : « TantQue u = 107° ».
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c.Soite >0.0na:
0<un<8@0<#<san2>%.

On en déduit quesin =1 +E<«/1?>,alor50<un<s.
. 1 1
ESO|tz-:>0.0naO<vn<s@ﬁ<e@«/ﬁ>?.

On en déduit que si n = 1+E< ! ) alors 0 <y, <e.
Donc lim v, =0.

n—+oo

Variations et équations
Objectif
Mettre en place un large panel de techniques de base pour
étudier une suite récurrente: représentation graphique,
conjectures, sens de variations, utilisation d’une suite
auxiliaire.
Kl La fonction f est affine de coefficient 0,5, donc elle
est croissante sur R. On a le tableau ci-dessous.

x |0 2
2
R
1
Pourtout x € [0;2]ona f(x) € [1;2],donc:
f(x) €[0;2].
Ba.uy=0,u=1,u,=15,u;=1,75.

b. La suite u semble étre croissante.

c. Pour tout entier naturel n, démontrons la propriété
Pn L« un< Up4+1 >

) Initialisation : u, < u; (voirEla.), donc P est vraie.

D Hérédité : soit un entier naturel n tel que P, est vraie.
Démontrons qu'alors P, 4 : « U, 41 < U, 4+, » est vraie.
D’apres I'hypothése de récurrence u, < u,+;,. Comme
la fonction f est croissante, f(u,)<f(u,+1), donc
Up < Up4+1.Donc P, ;¢ estvraie.

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel
n, u, < Uy, + 1. Donc la suite u est croissante.

Ela.En B3, il faut écrire n un | wn
=0,5*B2+1 0 0 -2
b. La suite u semble converger 1 L e
vers 2. 2 LS B>
3] 175 -02s
Ba.En C2, écrire =B2-2 (voir 4|l 1,875| -0,125
ci-contre). La suite v semble étre 5| 1,9375| -0,0625
une suite géométrique de raison 6| 1,3688| -0,0313
0,5 et de premier terme — 2. 7| 1,9844 -0,0156
. 8| 1,9922| -0,0078
b. Pour tout entier naturel n, o] L1 S
Vo+1 = Upt —2=0,5Xu, +1—-2 10| 1,998 -0,002
=0,5%(u, — 2). 11] 1,999] -0,001
Donc, pour tout entier naturel n, 12| 1,5555] -0,0005
Vysq = 0,5V, 13| 1,9998] -0,0002
Donc la suite v est géométrique 1) 1559 D/
. ) 15| 1,9998| -6E-05
de raison 0,5 et de premier % 5

termevyg=uyg—2 =—2.

c.Pour tout entier naturel n, on a v, =—2x(0,5)".

Doncu, =2+v,=2-2x(0,5)".

d.La suite u est donc convergente vers 2, car
lim 2x(0,5)" = 0.

n—+oo
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Exercices d’application
Mener

un raisonnement par récurrence

Pour tout entier naturel n non nul, on note P(n) la

propriété :

n(n+1)2n+1)
6

«12+22432+ . +n?= ».

D Initialisation : pourn =1,
1x(1+1)x(2X1+1)

onal?=1et 6 =1

Donc P(1) est vraie.

D Hérédité : on suppose que pour un entier n > 1, P(n)
est vraie, c'est-a-dire que :
nin+1)2n+1)

6 .

12+22+32+ ... +n’=
Alors:12+22+32+ . +(n+1Y
=[12+22+32+ . +n2+(n+1)
nin+1)2n+1)

- 2
= 6 +(n+1)

d'apres I'hypothese de récurrence.
Donc12+22+32+ .. +(n+1)
n(2n+1

=(n+1)><( c )+(n+1)>

2
:(n+1)>< 2n +67n+6

or,((n+1)+1)2(n+1)+1)=(n+2)(2n+3)
=2n’+7n+6.

Donc:

n+1)n+2)2n+
12+22+32+...+(n+1)2=( X 5 Jan +3)
clest-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.
D Conclusion : par récurrence, pour tout entier n > 1,
P(n) est vraie.

Donc, pour tout entiern = 1,

n(n+1)2n+1)

1+22+3°+ .. +n*= 6

E Démontrons, pour tout entier naturel n, la proposi-
tion P(n) :« 23" — 1 est un multiple de 7 ».

D Initialisation : 2° — 1 = 0 qui est un multiple de 7.

D Hérédité : on suppose que pour un entier, P(n) est
vraie. Montrons alors P(n+1) : « 2°"*3—1 est un
multiple de 7 ».

D'aprés I'hypothése de récurrence, 23" = 1 + 7k, ou k
est un entier. En multipliant par 8, on obtient
231%3 = 8 + 56k, donc 2°" "3 — 1 = 7(7 — 8k).
Clest-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel
n, « 23" — 1 estun multiple de 7 ».

Pour tout entier naturel n,on note P(n) la propriété :
«Up =(n+ 1)2 »

D Initialisation : pour n = 0,0onauy, = 1et (0 + 1) = 1.
Donc P(0) est vraie.

4 Livre du professeur - CHAPITRE 1

D Hérédité : on suppose que pour un entier n >0, P(n)
est vraie, cest-a-dire que u, = (n + 1.

Alors up+q =u,+2n+3=(n+1F+2n+3 dapres
I'hypothése de récurrence.

Donc u,,1=n*+4n+4=(n+2Y,

c'est-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier n = 0,
P(n) est vraie.

Donc, pour tout entier n >0, u, = (n + 1).

4 Pour tout entier n > 2, on note P(n) la propriété :
«le nombre de cordes reliant n points du cercle est

n(n—1)

2

D Initialisation: pour n =2 on a une seule corde
2(2 -1

possible et % = 1.Donc P(2) est vraie.

D Hérédité : on suppose que pour un entier, P(n) est

vraie. Montrons alors P(n + 1) : « le nombre de cordes

(n+1)n

2

Pour obtenir n + 1 points du cercle, on ajoute un point

aux n déja existants. Donc on ajoute n cordes au nombre

total de cordes. En utilisant I'hypotheése de récurrence,

n(n—1)
2

que la propriété P(n + 1) est vraie.

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier n = 2,

P(n) est vraie. Donc pour tout entier n > 2, le nombre

(n—1)

n
de cordes reliant n points du cercle est 3

reliant n + 1 points du cercle est

. n , <
on a + n cordes, soit , C'est-a-dire

2

D) Savoir faire Déterminer la limite
d'une suite a l'aide de Ia définition

E On conjecture : n |uder] wipd
. T T 475G
a.la suite u semble ne pas gc -gc Y4769z
S g [ 400 Y7 ENE
admettre de limite ; e | s | largo?

. i -iic [ ygopc
b. la suite v semble converger | 122 HBoBe
vers 0,5 ' a=12@

c. la suite w semble diverger = oo L
vers + oco. an yrEsE | PEEO
gt 47m9:z | BAZE
ino | y7@E0E | 9E00
108 | y7oo7 | 1o@is
iia 4B 11880
1iE 4EOQBE
1z0 | umis®
winar=14164

E 1) On conjecture que la suite u converge vers 0.

. 5
DSoite>0,0nalu,|<es Seen>_-1.

5
n+1
On en déduitquesin=>1+ E(% - 1), alorsu, <e.
La suite u converge vers 0.

Fla. A partirde N =500, 0n a |u,|<0,01.
b. A partirde N =5x10'2,0na|u,|< 107"

I]a.i.v,,>105<:>n2+n—105>0

ops 1 FY1+4x10°
2

=
Comme n est un entier naturel, n = 316.
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ii.v,>10%sn?+n—

10'°>0

— 10
on> 1+«/12+4><10 .

Comme n est un entier naturel, n > 99999.

b. On conjecture que la
FlSoit A>0,0nav,>

suite v diverge vers + .
Aen*+n—A>0

< n

L —1+V1+4x%A
= 2 .

Comme n est un entier naturel,

n>1+E<

—1+\/1+4><A)
3 )

Donc la suite v diverge vers + oo.

D) Savoir faire

Etudier

le comportement a l'infini d'une suite

B. in (2n+1)=

n—+oo

+o0.Donc lim u, =+ co.
n—+oo

Multiplication des limites.

b. lim vn =+oc.Donc lim (2vn +5) =+ co.

n—-+oo

n—+oo

Multiplication des limites. Donc lim u, = 0. Division

des limites.

n—-+oo

ﬂ a. Pour tout entier naturel n non nul,

u, =

. 1
Comme Ilim — =0,
n—+oo

quotient de limites). Do

b. Pour tout entier natu

u, = 2nx

1
T

1+4

n

1
1_7
jim 40
n—+oo 1+ —
n

nc lim u, = 4.
n—+oo

rel n non nul,

S5 .3

! 2n +2n2
1+%
n

4x

=1 (somme et

Comme lim 1f=0e'c lim %=0,ona:

n—+oo
5 3
"“on 2n?

lim
n—+oo 1 +i
n

Comme Ilim 2n =+o0
n—+oo

n—+o N

= 1 (somme et quotient de limites).

,ona: lim u,=+o0.
n—+oo

a. En utilisant I'algorithme ci-dessous, on obtient

enentrant A= 10"": N
’
Entrer (A);
N<—2;
Tant que | (N2 —

FinTantQue ;
Afficher (N).

=100 000.

1)+ (N3 +1)| > A Faire
N<—N+1

RIS peterminer une limite
par comparaison

a. Pour tout entiernnon nul, =1 <sinn< 1,
donc:

1 1
— < < —
n S Uy s n -
. 1 _ . 1 _
Comme Ilim —=0et |lim ——=0,0na
n-+o N n—+oo n

lim u, = 0 d'aprés le théoreme des gendarmes.

n—+oo
b. Pour tout entiernnon nul, —1 < cosn < 1,donc:
1 1

1_7<Un<1+7-

. 1 . 1
Comme Ilim —=0et |lim ——=0,0na
n—+oo n—+oo n

lim u, = 1 d'apres le théoréme des gendarmes.

n—+oo

[l a. Pour tout entier naturel n,

2_
un—(n—6)=nn3++5—n+6
n*—3n+5-n(n+3)+6(n+3) 23
a n+3 S n+3°

Or, n + 3> 0, car n est un entier naturel.
Donc u, —(n —6) > 0, clest-a-dire que u, = n — 6.
b.Comme lim n—6 =+, d'aprés le théoreme de

n—+oo
minoration lim u, =+ cc.
n—+oo
F1 Pour tout entier n # 0,
n—3+i n—3+i
_ n_ _ n
U, =n 3 3
n(1+-=) 142>
n n
Or, lim n—3+i=+ooet Iim1+i=1.Donc,
n—+oo n n—+oo n
par quotient, lim u, =+oo.
n—+oo

[} On conjecture que la suite v diverge vers —oco.
E2 Pour tout entier naturel n, —1<cosn<1, on a
V,S—2n+ 1.

Comme lim (—2n+ 1) =—oo, d’aprés le théoréme de

n—+oo

minoration,ona lim v, =—oo.
n—+oo

E1 Pour avoir v, < — 1000, il suffit d’avoir :
—2n+ 1<—1000, soit n>500,5.
Dés que l'entier n est supérieur a 501, ona: v, <— 100.

> Savoir faire Déterminer

le comportement a l'infini
d'une suite récurrente

El Pour tout entier naturel n, on note P(n) la
propriété: « 4 < v, < v, ».

D Initialisation:ona vy, = 6,v; = 4,5,donc 4 < v; < v,.
Donc P(0) est vraie.

D Hérédité : démontrons que si pour un entier n, P(n)
est vraie, alors P(n + 1) : « 4 < v, 4, <V, 4 » est vraie.

Livre du professeur - CHAPITRE 1 Suites numériques 5
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La fonction f: x — %+3 est une fonction affine
croissante, donc en utilisant I'hypothese de récur-
rence 4 <V, 41 Sy, ona f(4)<f(Vy41)<f(v,), soit
A4S Vp12SVpta.

Clest-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier n, P(n)
est vraie.

Donc, pour tout entier natureln, 4 < v, ;1 < v,.

F1Lla suite v est décroissante et minorée, donc elle

converge.
On note ( la limite de v.
. 7
Ona Ilim v,.;=20et lim T"+3 =%+3.
n—+oo n—+oo
Par unicité de la limite, ( = % + 3.Donc { = 4.
u 1
BWy1 = vy —4= 54 +3-4=4(v,— 4).
Pour tout entier naturel n, w, +; = 1fw,,. Donc la suite

4
. s . 1 .

w est une suite géométrique de raison o et de premier

terme wy = 2.

n
Donc pour tout entier naturel n, w, = 2 (17) .Onen
- 1Y
déduitv, =4 +2 ><(7> .
. 1Y . . e .
lim 2 X(*) = 0 (suite géométrique de rai-
n—+oo 4

Comme

son inférieure a 1 en valeur absolue),ona lim v, = 4.
n—-+oo
a.Comme 3>1, lim 3" =+oc0. En multipliant

n—+oo
par 0,1 (positif), on obtient lim u, =+ co.

n—-+oo

b.Comme |[—0,5/<1, lim (=0,5)"=0. En multi-
n—+oo

pliant par 100, on obtient lim u, = 0.

n—-+oo

n
c. Comme i>1, lim (i) =+oo0. En multipliant

2 n—+oo 2 5\
par 2 (positif), on obtient lim 2(7) =+o00.
n—-+oo

Comme ‘1? ‘ <1, lim (1?)” = 0. En multipliant par 4,

n—-+oo

. . 4

onobtient lim —,=0.
n—+oo 3

Donc, par différence, lim u, =+ .

n—-+oo

> Iravaux pratigues

Longueur d'une spirale
@ Se faire une idée du résultat

B
Kl Faire la construction. 3
Ha,=2; a=173;

0 ! o} Ay
a,~15eta;=1,3. B,
Ona: 1,3
0,~2+1,73=3,73 et As
03 = 5,2 1,5 B]
EHLla suite a semble

. . 1,73 XAz
géométrique de raison 5
08. Ao Aq Bo

6 Livre du professeur - CHAPITRE 1

@ Valider la conjecture formulée

Kl Pour tout entier naturel n, on note P(n) la propriété :
« OA, B, est équilatéral ».

D Initialisation : OA, B, est équilatéral. Donc P(0) est vraie.
D Hérédité : démontrons que si pour un entier n, P(n) est
vraie, alors P(n+ 1) : « OA, B, est équilatéral » est
vraie.

D’apresl’hypothésederécurrence, OA, B, est équilatéral.
La droite (OA, + 1) est la médiatrice du segment [A,B,],

—_—
donc An+10A, = 30°. Donc, par construction du symé-
trique B, 1, le triangle OA, ;1 B, + est équilatéral.
Clest-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.
D Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel
n, P(n) est vraie. Donc, pour tout entier naturel n, le
triangle OA, B, est équilatéral.

E10n a, pour tout entier naturel n: ¢,, = T3C”‘ La

suite ¢ est géométrique de raison @ et de premier

¢ . o
terme 4. Comme a, = 7” la suite a est géométrique de
raison ﬁ et de premier terme 2.

2
E (, est la somme des n premiers terme d’une suite

géométrique de raison g et de premiers termes 2,

donc: szx1_<§>n
n é_]
Onadonc: (, =4(2+ /E)(1 - <§>n>

n
HdComme lim <T3> =0 (suite géométrique de
n—+o

. v3 o . N
raison —5— inférieure a 1 en valeur absolue), on a

lim ¢, = 4(2 ++/3) (opération sur les limites).

n—-+oo

Convergence d'une suite
Objectifs : Construire un algorithme pour étudier une
somme. Utiliser le théoreme des gendarmes.

Partie A
Kl Extrait de I'algorithme complété :
'
Pouriallantde n a 1 Faire
U—u+ sin%
n

FinPour ;

B Aprés avoir programmé cet algorithme, on obtient :
Uyo = 0,549, Usy = 0,505 et Uy ~ 0,504.

El 1l semble que la suite u soit décroissante et converge
vers 0,5.

Partie B
Honav, = 1 +24r-72...+n .
nin+1)
Donc v, =+=17+21—n.
Comme anTOOZL =0,0na anva" = 17

Suites numériques
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E1Pour tout entier i compris ente 1 et n, # S [O ; %]

i 1 i Lo i .
On a —2——<—2) <sm—2<7, soit, en

n 6\ , n
sommant membres a membres ces inégalités pour i
. A 1 3 3 3
varlantde1an,vn—m[1 +22+ .+ n?<u, <v,.

Donc, pour tout entier naturel n non nul,

V)
1 (n+1)
vn—ﬁT<un<vn.
2
. 1 (n+1) ,
lim —=———5—= lim = 0 et comme
Bn~+0024 n4 n—»+0024n2

lim u, = 17 (d'aprés le

n—+oo

lim v, = 17, on en déduit
n—+oo

théoreme des gendarmes).

Etudier une suite arithmético-géométrique
par deux méthodes
Objectif : Mettre en ceuvre deux méthodes de base pour
démontrer la convergence d’une suite.
1] u =2, y
_ 8
Uy = 3%
_ 28. .
U3 - T

H a. b. Voir .

le graphique

ci-contre. /
c.La suiteu

semble crois- 0
sante et majorée

par 4.

E a. Pourtoutentier naturel n,on note P(n) la propriété :
«Up S Upyq S4o.

D Initialisation :

Up =1, u, = 2.Donc P(0) est vraie.

D Hérédité : démontrons que si, pour un entier n, P(n)
est vraie, alors P(n + 1) :

«Up41 S Upto S 4 »estvraie.

La fonction f est une fonction affine croissante.
D'aprés I'hypothése de récurrence u, < u,;; < 4, donc
FUps1)<f(Up+1)<f(4) et comme f(4)=4, on
obtient u,,; < u,;, < 4.

Cest-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel
n, P(n) est vraie.

Donc, pour tout entier naturel n, u, < u, 4+ < 4. La suite
u est croissante et majorée par 4.

b. La suite u est croissante et majorée par 4, donc elle
converge.

Sa limite est une solution de I'équation f(x) = x, soit
X = 72)(; 4 , soit x = 4. La suite u converge vers 4.

Ha.Ona:

2u, +4 2

T—4 —?<Un—4).

Donc, pour tout entier naturel n, v, = %v,,. La suite
s . 2 .

v est géométrique de raison 3 et de premier terme

Vo = — 3.

Vit = Upe1 — 4=

Livre du professeur - CHAPITRE 1

n
b. Pour tout entier naturel n, v, =— 3 X(%) .
n
Doncu, =4 — 3><<%> .
2 n
c.Ona lim (?> = 0 (suite géométrique de raison
n—+oo
strictement inférieure a 1). Donc  lim u, = 4.

n—+oo

Etudier le comportement a l'infini d'une
suite

Objectif : Conjecturer et prendre des initiatives dans le
type de démonstration a utiliser.

I Pour tout entier naturel n, on note P(n) la propriété :
« Uy, # 0 »

D Initialisation : u, = a # 0, P(0) est vraie.

D Hérédité : démontrons que si, pour un entier n, P(n)
est vraie, alors P(n + 1) : « u, ; # 0 » est vraie.

U I (u, Y + 1
n un Un

Clest-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel

n, P(n) est vraie.

Donc, pour tout entier naturel n, u, # 0. La suite u est

bien définie.

Up+1 ,doncu,+q1 #0.

El a. Pourtoutentier naturel n,on note P(n) la propriété :
«U,>0».

D Initialisation : u, = a >0, P(0) est vraie.

D Hérédité : démontrons que si, pour un entier n, P(n)

est vraie, alors P(n + 1) 1« u, ;> 0 » est vraie.

u, ¥+ 1
Clest-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.
D Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel
n, P(n) est vraie.

Donc, pour tout entier naturel n, u, > 0.

Up+1 >0,donc u,;q>0.

= J—>O d'aprés ce qui précéde. Donc la
n

suite u est croissante.
Sila suite u est majorée, alors, comme elle est croissante,
1

elle converge vers { solution de I'équation x = x + -

Cette équation n’a pas de solution, donc la suite n'est
pas majorée. Et comme elle est croissante, elle diverge
vers +oo.

b. Dans le cas a <0, en utilisant les mémes méthodes,
on prouve que la suite u est négative, décroissante et
qu'elle tend vers — cc.

Up+q — Uy

Eﬂ Des « 1 » partout!

Objectif : Conjecturer, faire des recherches et bdtir une
démonstration.

D Par construction, le réel cherché (s'il existe) est la
limite de la suite u définie par uy, = 1 et pour tout entier
1
natureln, u,+ =1+—.
un
D Si la suite u converge, elle converge vers une solution
14 - 1
de I'équation x = 1 +7@x2—x—1 =0.

Suites numériques 7
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. . . +
Cette équation admet deux solutions 1+/5

2
1-v5 1

5 = o ou ¢ est le nombre d'or.

=g et

Comme la suite u est simplement minorée par 1, elle ne
peut converger que vers ¢.

Comme ¢ =1 +%,ona:
1 1
u =1+ -1
n+1 @ u, ©
soit: \u _(p‘=7|u,, (‘D|
. n+1 Un(P

Donc, comme pour tout entier naturel n,ona:
1
U1 = @S un =@ | (1),

Pour tout entier naturel n, on note P(n) la propriété :

«lu,— @< ( >|u0 @
D Initialisation : | u, , donc P(0)

~el<( ) w-s
est vraie.

D Hérédité :démontrons quesi, pourunentiern, P(n) est

n+1
vraie, alors P(n + 1) : «| Uy +4 —@K(%) (up— @ »

est vraie.

D'aprés linégalité (1), %‘ u, — @/ et en

- ’ <
utilisant I'hypothese de récurrence, on obtient :

n
—q>\<1—><<1$> lup— @

Up+1q

‘Un+1

1 n+1
Donc | Uy +4 —cpK(?) up— .
Clest-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.
D Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel

n, P(n) est vraie. Comme 1? <1, la suite géométrique

.I n
de terme général (3) |up — ¢ | converge vers 0.

Donc lim |u, — @ |= 0.La suite u converge vers @.

n—+oo

Que de racines!
Objectif : Conjecturer, faire des recherches et batir une
démonstration.

Que ce soit a l'aide de Geogébra ou R un
a l'aide d’un tableur, on conjecture 0| 1,4142135
que la suite u n'est pas monotone, 1| 0,7653668
mais semble converger vers 1. B LTTING
3| 0,9427934
y 4| 1,0282054
5| 0,9857963
\ 6| 1,0070767
7| 0,9964553
1 \rf 8| 1,0017707
/ \ 9| 0,9991142

0 ]
0,2 1 2 X

Pour tout entier naturel n, on note P(n) la propriété :

1 3
«7<un<7».

8 Livre du professeur - CHAPITRE 1

D Initialisation : 17 <V2< %, P(0) est vraie.
D Hérédité : démontrons que si, pour un entier n, P(n)

. 1
est vraie, alors P(n + 1) :« 5 < up 4 < 2 » est vraie.

D’apres I'nypothese de récurrence, ; <u, < ;

1 3 . 1
Donc7<2—un<7,50|t 2— u,,<
Comme 4/ 2,ona un+1<7.

C’est-é—dire que Ia proprlete P(n+ 1) est vraie.
D Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel
n, P(n) est vraie.

2—u,—
u,+1—1=/2-u —F———
n+1 n /_7%+1
(T P e —
(1= un) 2—u, +1

Comme17<,/2—u,1 g,ona
3 iv /2 <2

Donc: <2
J2=u,+1 3

On en déduit que pour tout entier naturel n :
2
‘Un+] —1 ‘<?‘Un_ 1 |.

Pour tout entier naturel n, on note P(n) la propriété :
n
«‘un—T ’S(%) ‘«/5—1 |».
2 0
D Initialisation: |2 — 1< <?> V2 -1

vraie.
D Hérédité :démontrons que i, pourunentiern, P(n) est

P(0) est

n+1
vraie, alors P(n + 1) t«|tp g — 1 K(%) V2 -1»

2
?‘ u, =1 ‘
Donc, en utilisant I'hypothése de récurrence, on obtient

n
Upeq —1]< 2 x(%) V2
n+1
‘Un+1_1’<<%> ‘\/5_1‘

Cest-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.
D Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel n,

estvraie.Onavuque [U, 1 — 1<

P(n) est vraie. Comme 0 < % <1, la suite géométrique

de terme général ( ) 'v/2 — 1| converge vers 0.

Donc lim |u, — 1|= 0.La suite u converge vers1.
n—+oo

D) Faire le point

ﬁﬂa.etb. Hec.
Ha.etb. HBb.etc.

Ha.etc. Aec.
Eb. Hec.

E El a. Faux. b. Vrai.
E Vrai. H Faux.

c. Faux. d.Faux.

A Vrai.

Suites numériques
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) Exercices d’application

D Raisonnement par récurrence
Elvrai.  BElvrai.  Elvrai.  ElVrai.

28| [l a. Vrai, carsi 6" — 1 = 5k, alors:

6" —1=6X6"—1=6X(5k+1)—1=5(6k+1).
b.Vrai.  c.Faux.

Fla. Vrai, carsi 6" + 1 = 5k, alors :

6" +1=6X6"+1=6X(5k—1)+1=5(6k—1).
b. Faux. c. Vrai, par exemple n = 1.

E vrai.

Démontrer par récurrence

. [ Propriété pour tout entier n > 1 :
2 2
n<(n+1
P(n):1P+22+ ... +n*= ( 4 )
12(1+1Y
) Initialisation: 13 = % ; vrai.

D Démontrons que si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est
aussi vraie.
1)2

B+23+  +n+(+1p=" +(n+1).
Donc, en factorisant :
B+23+ . +(n+1P=(n+1) )].
2
+1
Donc 13 + 23 + ..+(n+1)3=%[(n+2)2].

La propriété P(n + 1) est vraie.
b Conclusion : pour tout entier n > 1,
2(p 4+ 1Y
13+23+...+n3=M.
E1 Propriété P(n) pour tout entier n > 1 :
1 1 T 1
1X2X3 = 2X3X4 nX(n+1)xX(n+2)
n(n+3)
4n+1)(n+2)°
D Initialisation : pourn = 1,
11 10+3) 1
—oous = F € =—_.
1X2X3 6 — 401 +1)(1+2) 6
Donc P(1) est vraie.
D Démontrons que si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est
aussi vraie.
o 1 1
Soit A = 1X2X3 + IX3X4a + ...
n 1 i 1
nX(n+1)X(n+2) (h+1)n+2)(n+3)"
n(n+3) 1

la propriété P(n + 1) est vraie.
b Conclusion : pour tout entiern > 1,
1 1 T 1
1X2X3 = 2X3X4 X(n+1)X(n+2)
B n(n+3)
~4n+1)n+2)°

Propriété P(n) pour tout entier n >0 :

«la fonction f,, est dérivable sur R et pour tout réel x,

() (x) = " T,

b Initialisation: f,: x — 1. Donc, pour tout réel x,

(fo)(x)=0,donc P(0) est vraie.

D Démontrons que si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est

aussi vraie.

Soit f41(x) = X" = x X, (x),

donc (fp+1) (x) = fn(x) + xX(f,)(x) soit, en utilisant

I'hypothése de récurrence:
(fre1)(X)=Xx"+xXnx""1=(n+1)x"

La propriété P(n + 1) est vraie.

) Conclusion : pour tout entier n, ( f,)(x) = nx"~".

131 tout entier n > 1, on note P(n) la propriété :

«nt>=2""

Ilnitialisation:pourn =1,onall=1et2' " '=1.

Donc P(1) est vraie.

D Hérédité : on suppose que pour un entier n >

est vraie, c'est-a-dire que : n! > 2"~

Ona(n+1)=(n+1)Xnl.

D'aprés I’hypothése de récurrence, on a:

(n+1)N=(n+1)x2""1,

Or,n>1.Doncn+1>2et(n+1)xX2""1>2x2""1,

On en déduit que (n+1)!>2", clest-a-dire que la

propriété P(n + 1) est vraie.

b Conclusion : par récurrence, pour tout entier n > 1,

P(n) est vraie.

Donc pour tout entier n =

1,P(n)

1,n =201,

Soit P(n) la propriété définie sur N par:

« 4" + 1 est divisible par 3 ».
Ce raisonnement est inexact, car on ne peut pas initia-
liser la récurrence.

Soit la propriété : « 114+ 21+ ... +(n — 1)1 < n! ».
) Initialisation: P(2) : 1! < 2! est vraie.
D Démontrons que si P(n) est vraie, alors :
N+20+ . +(n—1)N+n<(n+1)!
On a, en utilisant I'hypothése de récurrence :
N+20+ .. +(n—1)+n<nl+n
Mais 2n! <(n + 1)!.On adonc:

DoncA=4(n+1)(n+2) (n+ 1) (n+2)(n+3) 1420+ ..+(n—'1)!+n!<(n+1)!
soit. en factorisant : D Conclusion : pour tout entier n > 2,
o 1 [ n(n+3) 1 N+21+ ... +(n—1)I<n
(n+1)n+2 l . 4 (n+3) . Pour tout entier n = 2, on pose:
1 +6n°+9n + 4
— : P(n).<<2”/(n+1)
+ + +
(n+1)(n+2) 4(n+3) [l Supposons que 2" > (n + 1 )2, démontrons que:
donc: 2”+1>(n+2)2
(#1944 (n+1)(n+4) Draorés Ihvoothase de ré 2'><2">2( 17
= A+ 1)n+2)n+3)  ant2)n+3)’ apres I'hypothese de récurrence = 2(n .
Livre du professeur - CHAPITRE 1 Suites numériques 9
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Ona:
2h+1Y—(n+2f=n’-2>0sin>2.
Donc 2(n+ 1) = (n + 2)°. On en déduit que P(n + 1)
est vraie.
E1 P(6) est vraie, donc pour tout entier n > 6 :
2">(n+1).

Etudier des suites

I]v1 =1,v,=4,v3=9,v, = 16.
On conjecture que pour tout entier naturel n, v, = n*.
1 Propriété P(n) pour tout entier n >0 : « v, = n? »,
) Initialisation: 0 = 0 = v,.
D Démontrons que si, pour un entier n, v, = n?, alors
Vn+1 = (n + 1)2'
Ona:

Vor1 =V, +2n+1=n2+2n+1=(n+1).
Donc P(n + 1) est vraie.
) En conclusion, pour tout entier naturel n, v,, = n?.

[l La droite @ a pour équation y =05x+1 ; la
droite A a pour équation y = x.

Onlitu; =—05;u, =08 etus; = 1,4.

E1 Pour tout entier naturel n, on note P(n) la propriété :

« Uy < 2.
D Initialisation : pourn = 0,0n a:
Up=—3<2.

Donc P(0) est vraie.
D Hérédité : on suppose que pour un entier n >0, P(n)
est vraie, c'est-a-dire que : u, < 2.
On en déduit que:
05u,+1<05X2+1,

soit 0,5u, + 1 < 2.
Ainsi u,, , ; < 2, c'est-a-dire que la propriété P(n + 1) est
vraie.
b Conclusion : par récurrence, pour tout entier n = 0,
P(n) est vraie.
Donc, pour tout entier n =2 0, u, < 2.
E1 Pour tout entier n,
Up+q — Up =05u,+1—u,=1-05u,=05(2—uy,).
Commeu,<2,0na:

2—u,=0.
On en déduit que pour tout entiern, u, + 1 — u, = 0.
Donc la suite u est croissante.

X Voir le schéma ci-aprés.
La suite v semble croissante.
1 On pose pour tout entier n, P(n) :

«Vp 20>,
) Initialisation : v, = 0, donc P(0) est vraie.
b Démontrons que si v, = 0, alors v, , 1 = 0.
Siv,=0,alors2v,+12>1,
doncv,;,;=0.
b Conclusion : pour tout entier naturel n, v,, = 0.
Ev,.,—v,>v,+1>0 daprés la question précé-
dente. Dong, pour tout entier naturel n, v, = v,. La
suite v est croissante.

10 Livre du professeur - CHAPITRE 1

On pose, pour tout entier naturel n,
P(n):u,=4X3"—1.
) Initialisation : uy = 4 X 3% — 1 = 3. P(0) est vraie.
D Démontrons que si P(n) est vraie alors :
Uppq =4X30T1T—1,
En tenant compte de I'hypothése de récurrence,
Ups1 =3U, +2=3(4X3"—1)+2=4%x3""1—-1,
b Conclusion : pour tout entiern, u, = 4X3"— 1,

E Démontrons par récurrence la propriété :
P(n):«1<upyq <up»
D Initialisation: comme u; = v8 +1 = 3,
P(0) 1 < u; < uy est vraie.
D Démontrons que si P(n) est vraie, alors :
TS Uy S U4
En tenant compte de I'hypothese de récurrence et
comme f:x — v x+ 1 estune fonction croissante, on

a:
f(1 ) <f(“n+1)<f(un):

donccomme 1<+v/2,0na:1 < Uy )< Ups+:.

D Conclusion: la suite u est minorée par 1 et décrois-

sante.

mﬂ Pour tout réel x € |—1; + oo,
/ 6
f (X) <X+ 1)2

La fonction f est strictement croissante sur |—1; + oo|.
[} Démontrons par récurrence la propriété :

P(n):«u,>2».
) Initialisation : P(0) : uy = 3> 2 est vraie.
D Démontrons que si P(n) est vraie, alors uy, 4 1 > 2.
En tenant compte de I'hypothese de récurrence et
comme f estunefonctioncroissante,ona f'(u,) > £(2),
donccomme f(2)=2,0nau, ;> 2.
b Conclusion : pour tout entier naturel n, u, > 2.
El Pour tout entier naturel n:

(U t3u,—2 (2= u,)(u,— 1)

e = =y TR

Suites numériques
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Commeu,>2,2—u,<0etu,—12>0,donc
U,+1 — U, < 0. Pour tout entier naturel n, u, ;¢ < up.
La suite u est décroissante.

Démontrons par récurrence la propriété :
3" -1

P( ) « pour toutentiern=1, u, = =
D Initialisation :

0_ 1 31— 1
comme uo = =0etu =75 =1,P(0)et

P(1) sont vraies.

D Soit un entier n > 1. Démontrons que si P(n) est vraie,

3n+1 -1
alors u, 41 = s
En tenant compte de I'hypothese de récurrence
u =31 337 -1 4X37-4-3"+43
n+1 2 2 2 ’
. 3n+1 _ -I
soit : Upp1 =5
n __
b Conclusion : pour tout entier naturel n, u, = 3 5 ! .

B Limite finie ou infinie d'une suite

a. Faux. b. Faux. c. Vrai. d. Faux.
a. Faux. b. Vrai. c. Vrai. d. Faux.
m FlFaux. FIFaux.

Utiliser des définitions

Ha.0<y,<es - <ewn>1>
b. Pour tout réel e strictement positif, il existe un entier
p=1 +E<1?> tel que désque n=p,ona 0<u,<e,

donc lim u, = 0.

n—-+oo

F10n démontre de méme que: lim #=O et
n—-+oo

lim 1—=0‘

n—+oo n

EE [l Comme la suite u converge vers (, pour
e< 122;9 il existe un entier p tel que si n
uelt—e;0+¢l.

FlComme Ia

= p, alors

suite u converge vers (', pour

e< 92;0’, il existe un entier m tel que si n = m, alors
u, €0 —e;0+e¢l.

Comme les deux intervalles précédents sont disjoints,
dés que n=sup(p,m) il y a impossibilité. Donc les
limites ¢ et (' ne peuvent pas étre différentes.

Soit e un réel strictement positif.

ElPour x€[0;+ oo, 3 ceox>3-¢

X+ 1 +1 2e
3—e
2e

F1a.0n pose p=1 +E< ) Pour tout entier
zp,onald<u,<e.

b. On en déduit que la suite u converge vers 0.

Livre du professeur - CHAPITRE 1

m a. - La suite u est décroissante.
+ On conjecture que la suite u converge vers 0.
«Pour n >20000, u, € |—107*;107*].
« Pour tout réel e >0, il existe un entier p = 1 + E< 2 >
tel que sin > p, alors |u, |<e.
Donc la suite u converge vers 0.
b. « La suite u est décroissante.
+ On conjecture que la suite u converge vers 0.
«Pour n>99980001, u, € |—107%;107*[.
+Pour tout réel e>0, il existe un

p=1 +E<(1 —1?)2>telquesin>pa|ors\un\<e.

entier

Donc la suite u converge vers 0.

m a.. La fonction f: x+— % est telle que
X
’ _7
X)=—"—5
f( ) (X+2)2
sante sur [0 ; + oo[. La suite u est décroissante.

+ On conjecture que la suite u converge vers — 3.
«Pourn>69999,u,€]-3-10"%;-3+107*].

< 0. Donc la fonction f est décrois-

7
« Pour tout réel e > 0, il existe un entier p = 1 + E< >
tel quesi n > p, alors |u, + 3 [<e.
Donc la suite u converge vers — 3.

b.. La fonction f:
/ 2x

X =

f( ) (,I +X2>2

sante sur [0 ; + oo . La suite u est croissante.

- On conjecture que la suite u converge vers 1.
«Pourn>100,u, € ]1—107%;1+107%].

«Pourtoutréel e > 0, il existe un entier p tel quesin = p,

X est telle que

X
1+ x2
= 0. Donc la fonction f est crois-

alors |u, — 1| <e (il suffit que p2>1?— 1).
Donc la suite u converge vers 1.

@ EN On considére une suite u qui converge vers (.
Pour tout réel e > 0, il existe un entier ptel que sin = p,
alorsu, €|t —e;0+e.

On pose M le plus grand des réels ug, uy, ...,
Alors, pour tout entier naturel n, u, < M.

Donc la suite u est majorée.

On démontre de méme que la suite u est minorée.
FlUne suite peut étre bornée sans pour autant
converger, par exemple, la suite géométrique de raison
- 1.

up,0+e.

[l Soit un réel A.
+ A<O0, pour tout entier naturel u, > A.
«SiA>0,alorsu,> A< n> A%

F1Quel que soitleréel A, dés qu'ona n > A, ona u, > A.
Donc la suite u diverge vers + co.

E [l On résout :

2
N*3 0o ni—10m+3>0,carn>1.

X3 =5—+v22=03 et

u,>10 &<

On calcule A =88 ;
X, =5++22 ~97.

Comme n est entier,ona u, >10 < n = 10.

Suites numériques 1



©Hachette Livre 2012 - Déclic T S

Ainsi, a partir du rang ng = 10, tous les termes de la
suite u appartiennent a l'intervalle |10 ; + oo|.
F1Onrésout:

n’+3

u,>AS >ASn?—AXn+3>0,carn>1.

On calcule A = A% — 12.
-Si |[A|<+v12, on a A<O0, et, pour tout entier n,
n?>—AXn+ 3> 0.0n peut choisir n, = 0.

-Si\A|=v12,onaA=0,et,pourtoutentiern¢%,
n?>— AXn+ 3> 0.0n peut choisir ny = 0.
-Si |A[>V12, on a A>0, et pour tout entier

A++A2—12
n>"——5——=

,n>—AXn+3>0.

A+ A2—12 >+1
o :

Ainsi, a partir du rang ny, tous les termes de la suite u
appartiennent a l'intervalle | A; + oo.
E1 Par définition, la suite u diverge vers + co.

Donc lim u, =+oo.
n—+oo

On peut choisir ny = E(

E Ell- La fonction f:x — 2x? — 3 est croissante sur

[0;+ oo. La suite u est croissante.

On conjecture que la suite u diverge vers +oo.

i. Pour n > 224, alors u, > 10°.

ii. Pour n > 707107, alors u, >10'2.

A+3
2

« Pour tout réel A> 0, il existe un entier p >
telquesi n = p, alors u, = A.

Donc la suite u diverge vers + cc.

F1. La fonction f: x> 2vx +5 est croissante sur
[0;+ oof. La suite u est croissante.

On conjecture que la suite u diverge vers + .

i. Pour n >3 X107, alors u, >10°.

ii. Pour n >3 X 10%, alors u, >10'2.

_c\
« Pour tout réel A> 0, il existe un entier p >< A 2 > )
tel quesin = p, alors u, = A.

Donc la suite u diverge vers + cc.

Soit A>0.0na—2n"+3<-A&n>,/ A3

Pour tout réel A> 0, il existe un entier

_ A+3
p—1+E< 5

La suite v diverge vers — .

)telquesi n=p,alorsv, <—A.

Utiliser des opérations sur les limites

Eﬂa. lim u, =+ et limv,=—o;

n—+oo n—+oo
lim (u, +v,) = lim n? =+cc.
n—+oo n—+oo
b. lim u,=4+ocet lim v,=—o;
n—+oo n—+oo
lim (u, +v,)= lim 1—n?=—o0.
n—+oo n—+oo
c. lim u,=+ocet limv,=—o0;
n—+oo n—+oo
lim (u, +v,)= lim 3=3.
n—+oo n—+oo
d. lim u,=+ocet limyv,=—o0;
n—+oo n—+oo

u, + v, = (—1)" quin’a pas de limite.
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1 .
Fa.u,=n*> et v,=—. On a limu,=40 et
n n—+oo
lim v,=0; lim u,Xv,= lim n=+oco.
n—+oo n—+oo n—+oo
1 .
b.u,=n et v,=-—. On a limu,=+c et
n n—+oo
. . 1
lim v,=0; lim u,Xv,= lim —=0.
n—+oo n—+oo n—+oo
1 .
cu,=n*> et v,=——. On a limu,=+c et
n n—+oo
limv,=0; lim u,Xv,= lim —n=—c
n—+oo n—+oo n—+oo
4 .
d.u,=n e v,=—. On a lim u,=+o0 et
n n—+oo
lim v,=0; lim u,Xv,= lim 4 =4,
n—+oo n—+oo n—+oo
E a. lim u,= lim —4n =—co.
n—+oo n—-+oo
b. lim v,= lim n?=+o.
n—+oo n—+oo
a. lim u, =+oo.
n—+oo
b. lim v,= lim n®=+o.
n—+oo n—+oo
ma. lim u, = lim i=O.
n—+oo n~+002n
. 2 2 .
b. lim = lim — =10.Donc lim v, =
na+oon+1 na+oon n—+oo

@ a. Pour tout entier n # 0,

CO
) 2+ -

u, =

3‘—'3‘m

n<2 +

n
. 5 _ . 1
Or, lim 3 n—3et lim 2+n—2.

n—+oo n—+oo

Dong, par quotient, lim u, = 5-

n—+oo 2
b. Pour tout entier n # 0,
2 2
2 _ < _ <=
Cr(-2)_ei-2)
n .
n(i+1) 3 4
n n
. . . 2 . 3 _
Or, imn=+o00; IIMm1—"=1et lim =—+1=1.
n—-+oo n—+oo n no+oo N
Dong, par produit et quotient, lim u, =+ .
n—+oo

@ a. La suite u est divergente.

b.Onav, =1
) " Vn+1+Vn"
Comme lim vn+1++n=+o0,0na lim v,=0.

n—+oo n—+oo
. . 1

a.0na lim n=+o et lim =0, donc

n—-+oo n~»+oon+1
lim u, =+oo.
n—+oo

. 1 .
b.On a lim —5=0 et lim 2/n =+, donc

n—+oo n—+oo

lim v, =—oo.
n—+oo

Ea.Ona lim %=Oet lim %=O.

n—+oo n—+o N

Donc lim u, = 2.
n—-+oo

Suites numériques
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b.Ona lim vn =+ et lim 1—=0,

n—+oo n—+oo n
donc lim v, =+oo.
n—+oo
. . 3n . 3
53 PR u, = lim 25 = lim = =0.
n
n—+oo n—+oo n—+oo
. . 3n? .
b. lim v,= lim =5-= lim 3=3.
n—+oo n—+oo n—+oo
& .. im u, = lim _”22 = lim =L =—1
n—+oo n—+o 2N n—+oo 2 2
_n’+n—17""
b-Vn——2
2n 5
. . n 1
Donc lim v, = lim (—2>:_
n—+oo Ne+oo\ 2N 2
En situation

@ X 1l semble que la suite u converge vers 0:

» | VTR
28 NZZEE
0] MELFE
3 WENE
32 0EAhY
33 MZEER
30 N
ic MEMNE
UEmaButn—12-C1+.

[ Pour tout entier naturel n :

+
1=
Unpt1 n n

Donc la suite v est arithmétique de raison 1 et de terme

initialv0=u1—+1 =2+1=3.

n
El Pour tout entiern, v, =3+ 1Xn=3+n.

Or,v,,=J—n+1.Doncun= ” 1_1 = 2—1Irn'
n

1

Vn+1 =

Comme lim

= 0, la suite u converge vers 0.
n—>+002+n 9

. . x+1
&3 £ La fonction j;.x |—2> 1
f(X):_—(2x3+1)2 <0 sur[1;+ oof.

Donc la fonction f est décroissante.
La suite u est décroissante.

est telle que:

. . n
FiOna lim u,= lim —5 =0.

n—+oo n n—+oo 2n3

. . » _nt1
El a. La distance entre u, et 0 est égale a EYSIEE

b. On modifie I'algorithme comme ci-dessous.
c.i.Pour e = 1072 on obtient N = 8.

ii. Pour e = 107> on obtient N = 225.
'

Variables :
N:entier; e : réel
Début :
Entrer (e)
N<—0;
! N+ 1
TantQue N+ 1
N<N+1;
FinTantQue
Afficher (N) ;
Fin.

> e faire

Livre du professeur - CHAPITRE 1

S A R A}

E) Limites et comparaison

Fl a. Vrai.
FA Faux.

@ [0 Vrai.

Théoréme de majoration, de minoration

b. Faux. c. Vrai.

F1 Faux. Elvrai. [ vrai.

69 [N Clest la définition de  lim v,,.

n—+oo
F1 Comme a partir du rang p, v, < A et u, <v,, on en
déduit que, pour tout entier n = p, u, < A.On en déduit
que la suite u diverge vers — .

a. Pour tout entier naturel n, n> — n<u, <n?+n.
Comme lim n? —n =+o0, on en déduit que :

n—+oo
lim u, =+oo.
n—-+o
b. Pour tout entier naturel n, —3n < u, <—n, comme
lim —n =—o0, on endéduit que lim u, =—oo.
n—+oo n—+oo

¥ La fonction x +— % est strictement décrois-
sante sur |0; + oof. X
Donc pour tout entier ktelque 1 < k< n,
1
/n'’

1> >

Kk

FA Pour tout entiern > 1 :

1 1 1 1 1
12> ; > ; > s
vn @ V2 vn V3 vn
1 1
= .
vVn—1 vn
En ajoutant membre a membre, on obtient :
1 1

u>——+ .. +—— 1
n= /n J'n -Doncu,=2nX——.
/ vn

n termes
Ainsi, u, Zv'n.
ElComme lim vn =+, d'aprés le théoréme de

n—+oo
minoration,ona lim u, =+oo.

n—+oo

1 1l semble que la suite u diverge vers — co.
Ela.Pour tout entier naturel n, on note P(n) la
propriété:« v, <0 »,
D Initialisation : pourn = 0,ona vy, = 0<0.
Donc P(0) est vraie.
D Hérédité : on suppose que pour un entier n >0, P(n)
est vraie, c'est-a-dire que : v, < 0.
On en déduit que 2v,, — 3 <—3, so0it v, <— 3.
Ainsi, v, <0, clest-a-dire que la propriété P(n+ 1)
est vraie.
b Conclusion : par récurrence, pour tout entier n = 0,
P(n) est vraie.
Dong, pour tout entier n = 0, v, < 0.
orvy41—Vv,=2v,—3—v,=v,— 3.
Donc: Vpt1 —VpS—3.
b. Pour tout entier naturel n,

Vn = (Vn - Vn—1)+ (Vn—1 - Vn—2)+ et (V1 - VO)'

Suites numériques 13
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Et, comme pour tout entierk, vy — v,_; <—3,0na:
v, <(=3)+(=3)+...+(=3)

n termes

Donc v, <—3n.

c.Comme lim —3n =—oo, d'aprés le théoreme de
n—+oo
majoration,ona lim v, =—co.
n—+oo

Ainsi, la suite v diverge vers — co.

B (- (x+1)= % —x+1 =<17x—1>2>o.

Donc, pour tout réel x, f(x)=>x+ 1.
FiDapres kR, u, 1 — u, = f(u,) — u, = 1. La suite u est
croissante.

Elu, —uo = (Up = Up—1) + (Up—q = Up—q) ...
+(u — ).

Donc dapres B, u,—uy=1+1+..+1, soit

u,=n+3.

On en déduit que lim u, =+oo.

n—+oo
EIPour que u, =108, il suffit que n+3>10° soit
n =103 — 3 ; on prend, par exemple, N = 997.

Théoréme des gendarmes

—1 1

a. Pour tout entier naturel n,

<
nt1 ST
Comme nliToon+1 =0 et nllrrmn+1 =0, on
en déduit que lim u, =0 d'apres le théoréme des
gendarmes. "7

b. Pour tout entier naturel n non nul, —1 < cosn <1,

lim —2-=0 et
n—+oo

=1 1
on a 7<vn<7. Comme

lim 172 = 0, on en déduit que lim v, = 0 d'apresle

n—+oo n—+oo

théoréme des gendarmes.

La suite de terme général v, S est
i 9 k n+«/?

1
n+1"°

.. 1 1
décroissante. Donc < <
n+vn  n+vk

On en déduit que:
n

n
— <y <"
n+vn " n+1

F1 lim —n_ - L

lim ————=1
n~+oon+\/; 1

n~+oo-| + —
vn
. n . 1
et lim = lim ———=1.
nﬁ+oon_|_'I nﬁ+oo-|+1_
n
Donc lim u, = 1 d'aprés le théoreme des gendarmes.

n—+oo

[El Pour tout entiern > 2 :

y—3= 3n +(; 1_)”1cos(n) 3
_3n+(=1)'cos(n)—3n+3 _
= e =
E2 Pour tout entiern > 2 :

—1<(=1)"cos(n)<1,donc2<3+(—1)"cos(n) < 4.

3+(=1)"cos(n)
n—1 '
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Comme n—12= 1, onobtient:

2 4
<u,—3< .
n—1 Up — 3 n—1
4

On en déduit que |u, — 3 |<

Avec lim
n—+oo - 1

on obtientque lim |u,—3|=0.
n—+oo

= 0, par le théoréme des gendarmes,

On en déduit que lim u, = 3.

n—+oo
E Pour que |u, —3|< 0,01, il suffit que
C'est-a-dire que n = 401.
A partir du rang N = 401, on est s(r que la distance
entre u, et 3 est inférieure a 0,01.

4 < 0,01,
n—1

N uyg = 1,9964 et uypp = 2.

La suite u semble converger vers 2.

F1 Pour tout entier naturel n, =3 <—3sinn < 3.0nen
déduit que, pour tout entier naturel non nuln:

2n* -3 _ 2n? +3
n+1 " p24
lim 2r727—3: lim 2n° =2
N+ N2+ 1 no+o N )
De méme,
. 2n*+3 _ .. 2n? _
lim T 5 . = lim 72—2.
n—+o N +1 n-+o0 N

On en déduit que la suite u converge vers 2 en utilisant
le théoreme des gendarmes.
El a. D'aprés E3, pour tout entier n :
-5 1

2 <u,—2< 5

n?41 U T ES gy
5
n?+1"°
Pour que la distance entre u,, et 2 soit inférieure 1073,
. 5 — .
il suffitque —5—— < 1073, s0itn > 71.

ez S -

c.Non, uy4 = 2,0002.

b.Onadonc|u, —2|<

D Convergence de certaines suites

[l Vrai. 1 Faux. El Vrai.
El Vrai. F1 Vrai. El Faux. 1 Vrai.

Cas des suites monotones

@ [l La fonction f: x+— +/1+x et la fonction
X +— 1+ x ont méme sens de variations sur l'inter-
valle [ 1;+ oo[. Donc la fonction f est croissante sur
[— 1;,+ [

El Remarque: l'équation f(x)=x admet bien une
unique solution, car:
fX)=xeVJi+x=x1+x=x"etx>0
SxP—x—1=0etx=0

oy = 1+2¢§.
. +
Onsaltquea=%z 1,618.

Suites numériques
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La fonction 1" est croissante sur [— 1; + oo [, doncsur [1; a].
Dong, pour tout réel x de [1; a], (1) <f(x)<f(a).
or, f(1)=+2,et f(a)=a.Donc V2 <f(x)<a.
Onendéduitque 1 < f(x) < a,clest-a-dire f(x) €[1; a.
El Pour tout entier naturel n, on note la propriété:
«Tsu,saetu,< Uy
D Initialisation : pourn = 0,onauy = 1.
Donc1<ug<a.
Etuy=+v1+ =x/5.Doncu0<u1.
Donc P(0) est vraie.
D Hérédité : on suppose que pour un entier n >0, P(n)
est vraie, c'est-a-dire que :

IT<u,saetu,<Uptq.
D’aprés la question E, £ (u,) €[1; a.
Doncl1<u,4+q<a.
De plus, la fonction £ est croissante sur [1; a].
Donc f(up) <f(Up+1)-
Onendéduit u,+1 < U, 4 5.
Ainsi, la propriété P(n + 1) est vraie.
D Conclusion : par récurrence, pour tout entier n = 0,
P(n) est vraie.
Donc, pour toutentiern 20,1 <u,<aetu, < U,i.
[ D'aprés la question El, la suite u est croissante et
majorée (par a).
Donc la suite u converge.

Blo

Il semble que la suite u soit croissante et converge vers
un réel compris entre 5 et 6.
Ha. f(x)=x&©x*-5x—1=0, qui admet pour

solution a = % dans [0;+ .

b. Démontrons par récurrence que, pour tout entier
natureln,0 <u, < u,+q <a.
b Initialisation: u; = 1.
DoncO<uy<suy <a.
b Hérédité : démontrons que si 0 S u, < U, < a est
vraie, alors :
OSUp+1S U+ S Q.
La fonction f est dérivable sur [0;+ o[ et

f(x)= %, donc f est croissante sur [0; + oo|.
(x+ 1)

En utilisant I'hypothése de récurrence,

F0)<f(un) <f(Ups1) < f().

Livre du professeur - CHAPITRE 1

Comme f(0) =1 et f(a) = a onabien:
0SS Up+1S U4y SO
D Conclusion : pour tout entier naturel n,
OSu,SUuUp+qsSQ.
ElLa suite u est croissante et majorée. Donc elle

converge vers la solution de I'équation f(x) = x.
Donc sa limite ( est égale a a.

Variables :

e, U, L:réels; N:entier;
Début :

Entrer(e) ;

N<—O0;

U<0;

5++29
L=

TantQue L - U = e Faire
N<N+1;

5
U657
FinTantQue ;

Afficher(N) ;

Fin.

.

b.i.N=6; ii. N =10.

E [l Démontrons par récurrence que pour tout entier

naturel n, u, = 0.

D Initialisation : uy, = 0.

b Hérédité : démontrons que si u, = 0, alors u,

D'aprés I'hypothése de récurrence, u?+ 3u, + 1

doncu, ., =0.

b Conclusion : pour tout entier naturel n, u, = 0 :
Upsq— Uy, =UZ+2u,+1>0.

Donc la suite u est croissante.

F1Si la suite u est majorée, comme elle est crois-

sante, elle converge vers une solution de l'équation

x=xX+3x+1e(x+1f=0ax=-1.

[ La suite étant positive, elle ne peut pas converger vers

- 1.

Donc la suite u n'est pas majorée. Comme elle est crois-

sante, elle diverge vers + cc.

Variables :
A, U:réels; N:entier;
Début :
Entrer(A) ;
N<O0;
U<0;
TantQue U < A Faire
N<N+1;
U—UV+3U+1;
FinTantQue ;
Afficher(N) ;
Fin.

= 0.
=0,

b.i.N=4; ii.N=5.
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[} Démontrons par récurrence que pour tout entier
natureln, 0 <w, < 1.

) Initialisation : w, = 0,6, donc w, €[0;1].
D Hérédité : démontrons que si 0 < w, <
alors0O<w,;;<1.

La fonction f:x > 0,7x + 0,1 est croissante sur R. En
utilisantI'hypothésederécurrence, £(0) < f(w,) <f(1).
Comme f(0)=01 et f(1)=08 on a bien
osw,41s<1.

b Conclusion : pour tout entier naturel n, w, 1 ; < w,,.
F1 Démontrons par récurrence que pour tout entier
naturel n, w, 11 < w,.

D Initialisation : w; = 0,56, donc w; < wyg.

b Hérédité: démontrons que si 0 < w,;;<w, est
vraie, alors 0 < w, ;> < W, 4 1.

La fonction f est croissante sur R. En utilisant I'hypo-
thése de récurrence, (W, +1) < f(W,).

Doncon abien w4, < Wj 4.

D Conclusion : pour tout entier naturel n, w,, . ; < w,,.
La suite w est décroissante.

E1 La suite w est décroissante et minorée par 0. Donc elle
converge vers une solution de I'équation f(x) = x, qui

1 est vraie,

]
estici 3

Limite d'une suite géométrique

. - 2y .
m a.La suite de terme général <?> est une suite

s . 2
géométrique de raison 3 Donc elle converge vers 0.

Donc lim u, =—1 (opération sur les limites).

n—+oo
6 n
b. vn=7”<<7> —1). La suite de terme général

6\ . L .
(7) est une suite geometrique de raison 7, donc

elle converge vers 0; la suite de terme général 7" est
géométrique de raison 7, donc elle diverge vers + o,
donc lim v, =—oc (opération sur les limites).

n—+oo

E a. Pour tout entier naturel n,
n+3 5 n
u =g =5%(3).

8n
5 (5 _
3 ‘<1'D°ncn|le<8> =0.
On en déduit que lim u, =0.
n—+oo

b. On factorise par les termes dominants au numérateur
et au dénominateur. Pour tout entier naturel n :

Vn_4n ((3>n 1) 4)”><<i)n_1,
<(+(3]) 7 (3]
ona: fim (5] =i i (3] =0
i (2] -0

3
n—+oo
Par produit et quotient, on obtient :

lim v, =—c.
n—+oo
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n
@ a. lim % = 0 et la suite de terme général (%)

n—+oo
: . o . 1
est une suite géométrique de raison —-, donc elle
converge vers 0. Donc lim u, = 0 (opération sur les
e n—+oo
limites).

3Y - , . o
b.v, = (T) est le terme général d'une suite géomé-

trlque de raison =, donc convergeant vers 0.

4 7

lim v, =0.
n—+oo

Donc

Démontrons par récurrence pour tout entier n = 1
que : pour tout entiernonnul k< n, u, = 2 X 3k — 2k,
D Initialisation :

up =2X3"—2" =4 etu, = 2X3%— 22 = 14 vérifides.
D Hérédité : soit un entier n = 2. Démontrons que si
pour tout entier k, 1< k<n, on a u, = 2X3k—2k
alorsu,,; =2x3"+"1—n*1,

En utilisant I'hypothese de récurrence, ona:

Upsq =5(2X3"=2")—6(2x3""1—2""1),
Donc:u,;; = 10X3"—=5X2"—4X3"+3X2",
Donc:u, q =6X3"—2X2"=2Xx3"+1—n*1,

b Conclusion : pour tout entier naturel n > 1
u, =2X3"=2"

u, = 2% 3”(1 - <%>n>

. - 2V . .
La suite de terme général <?> est une suite géomé-

trique de raison 5- qui converge vers 0. La suite de

terme général (3)" est une suite géométrique de raison

qui diverge vers +oo. Donc lim u, =+ co.
n—+oo

Il s'agit de calculer la limite de la suite de terme

n
général s, = %(1 + % +...+ (%) ), C'est-a-dire la

somme des n premiers termes d'une suite géométrique

2
de raison 3 .
Donc _n1_<?_3n_3n<2>"“
onc: $n =3 2 =35 2\ 3 .
'I [
3
Toute suite géométrique de raison % converge vers 0.
. _ 3
Donc Ilim s, = —5 - Le ressort a pour longueur
n—+o
3T em
> .

@ [ La suite de terme général u, = 117 est une suite

géométrique de raison 110 Donc:

1 n+2
w1 o) IR AR
& 10K 1_1_ 10~ 90 10" )
10
n+1 1
Fv,=12+7 ——|,donc:
n k
i=> 10
7 1 . _ 7
v, =12+ % <1 107 ),donc nEvan— 1,2 + 90
- 7 _ 115
SOItnLITooV” 12+ 90 — 90

Suites numériques
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> Prepa Bac

m [} Vrai. Démontrons par récurrence que pour tout

entier naturel n, u, = —
T oon+17
D Initialisation: u, = % = 0 vraie.
b Hérédité: démontrons que si u, = n _7_ 1 alors
_n+1
U1 =5 g
En utilisant I'hypothése de récurrence, on a:
n_ . 1 n(n+2)+1
u — —
" n+1  (n+1)n+2) (h+1)n+2)
_ (n+1y
(n+1)n+2)"
_ n+1
Doncu, 1 = Nt
b Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel n,
__n
U=y
1 Faux. Pour tout entier naturel n non nul :
T ~n(n+1) 1 1
Sn =3 (1+2+..+n)= =2 T
La suite de terme général 217 est décroissante et elle
1 . 1 _
converge vers —-, car lim S0 = 0.
n—+o 2N

El Vrai.Pourtoutentiernatureln,0 < 1+ (= 1)"sinn < 2,

donc 0<v,< < 2. La suite v est bornée par

2
n+1
0 et 2, et elle converge vers 0 d'apres le théoreme des
gendarmes.

[l a.Pour tout réel x de lintervalle [0;14],

f'(x)=1,4-01x>0. Donc la fonction f est crois-

sante sur [0;14].

b.Sur[0;14], f(x) =x & x(0,4—0,05x) =0 x =0

ou x = 8.

c.La fonction f est croissante sur [0;14].Si 0 < x <,

alors f(0)<f(x)<f(8),soit f(x)€[0;8].

De méme, si x appartient a lintervalle [8;14], alors

f(x) appartient a l'intervalle [8; 14].

Ha.
y
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On peut conjecturer que la suite u est croissante et
semble converger vers 8.
b. Démontrons par récurrence, que pour tout entier
natureln,0 <u, < u,;q; <8.
D Initialisation: uy = 6 et u; = 6,6,donc 0 < ug < uy < 8.
D Hérédité : démontronsquesi 0 < u, < u, 1 < 8, alors
O0<Up+1SUp4y < 8.
En utilisant I'hypothése de récurrence, on a
O0<u,<UuU,+1 <8 et comme [ est croissante sur
[0;8], 0na:

f(O) <f(l"n) <f(un+1) <f(8) ’
donc0<up;+q<U,4+,<8.
b Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel n,

O<u,<up4+;<8.

La suite u est donc croissante et majorée par 8.
c. La suite u est croissante et majorée par 8. Donc elle
converge vers une solution de léquation f(x)= x,
c'est-a-dire 0 ou 8. Or, pour tout entier naturel n, u, = uy,
soit u, = 6.
Donc la suite u converge vers 8.
ElOna f(8)=8.
D Siup € ]0; 8], la suite u est croissante et converge vers
8 comme vu ci-dessus.
D Si uy € ]8;14], la suite u est décroissante a partir du
deuxieme terme et converge vers 8.
b Si uy = 8, la suite u est stationnaire a 8.
b Si uy = 0, la suite u est stationnaire a 0.

E [T a. Pour tout entier naturel n,
1 1 1

Vn+1=un+1_1=?Un 5 5 X V.
Donc la suite v est géométrique de raison 1? et de

termeinitial vo = ug— 1 = 12.

n
b. Pour tout entier naturel n, v, = 12 X (1?) .Donc:

-I n
u,,=1+v,,=1+12><<?>.

lim u,=1.
n—+oo

Comme0<1?<1,

1 a. Pour tout entier naturel n,
Spr1=Sa=(Up+ ... tup+ Uy —(n+1)=1)
1 n+1
(Ut ...tu,—n—1)=uU,s;—1= 12><<?> .
Donc S, ;1 — S, > 0. La suite S est croissante.

1
b.Daprés la question Fla. S5 —S5,=12 X(%) )

1\ 1y
52_51 = TZX(?>,...,S,,—S,,_1 = 12><<?> .

En sommant ces égalités, on obtient :

s,-so=12x( 1+ (4 + o+ (5))

Comme Sy =uy—1=12,0na:
1

sn=50+3—3><(?)n= 15—3><(1?)".

Suites numériques 17
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c.CommeO<1—<1,ona: lim S, = 15.
5 n—+oo

El a. Lalgorithme donné est erroné. De proche en
proche, on calcule la somme des termes u,, puis le
terme S, jusqu’a ce que la distance entre S, et 15 soit
inférieurea 1073,
'
Variables :
N : entier ;
U,Somme, S:réels;
Début :
N<O0;
U-13;
Somme — U;
S~ Somme-N-1;
TantQue |S — 15|>1073 Faire
N<N+1;
U—~U/5+4/5;
Somme — Somme + U;
S~ Somme-N-1;
FinTantQue ;
Afficher (N);
Fin.

b. Il s'agit de rajouter l'instruction : « Entrer (e) ; » et de
modifier la condition dans la boucle TantQue : « TantQue
|S—15|> e Faire ».

ci.N=4; ii. N =8.

Exercices d'entrainement

93 [l Pour tout entier naturel n, u, 1 — u, = u,? > 0.
La suite u est croissante.
Fla.Pourtout x € R, h'(x) = 2x + 1.Dou le tableau de

variations : 1
X |—0 —1 ——= 0 +o
2
+ +oo
h(x) \_1_/6/
4

On en déduit que, pour tout x appartenant a |—1; 0], le
nombre h(x) appartient aussia |—1; 0.

b. Démontrons par récurrence que pour tout entier
naturel n, —1<u, <0.

) Initialisation: uy = aetac|—1;0].
D Hérédité: démontrons que si —1
—1<u,+4<0.

En utilisant I'hypothése de récurrence,ona u, € |—1; 0]
et en utilisant la question Ela. on a: h(u,) € ]-1;0],
donc —1<u,,,<0.

b Conclusion : pour tout entier naturel n, —1<u, <0.
El La suite u est croissante et majorée par 0, donc elle
converge vers une solution de I'équation h(x) = x, soit
x* = 0, c'est-a-dire 0.

1 a. Voir ci-aprés l'algorithme complété.

b. Modifier les lignes :

Variables :

N:entier;a, e, uréels;

Entrer(e) ;

TantQue

<u,<0, alors

ul>e.

18 Livre du professeur - CHAPITRE 1

Variables :
N:entier;a,uréels;
Début :
Entrer (a) ;
N<O;u<a;
TantQue |u|> 0,01 Faire

N—N+1;
Uu—u’+u;
FinTantQue
Afficher (N);
Fin. J
c.i.N=199987. ii.N =990985.

94 10w, =010+ 1we+1=11X19+1 =210,
donc wyg = 21.

F1 1l semble que la suite w soit une suite arithmétique de
raison 2 et de premier terme 1.

Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel
nw,=1+2n.

b Initialisation: 1 +2X0 =1 = w,.

D Hérédité: démontrons que si w, =1+ 2n, alors
Woer=1+2(n+1).

En utilisant 'hypothese de récurrence, on a:

(n+ 1w,y =(n+2)1+2n)+1=2n*+5n+3
et(n+1)w,,;=(n+1)2n+3),soitw, ., =2n+3.
b Conclusion : pour tout entier naturel n, w, = 1 + 2n.
Wao1 = 4 025.

Partie A

Comme lim u, =+oo, pour tout réel A, il existe un
n—+oo

rang N tel que pour tout entier n > N, u, € |A; + o|.
Comme pour tout entier n, u, < v, pour tout réel A,
il existe un rang N tel que pour tout entier n = N,
v, € ]A;+ o[, donc lim v, =+o0.

n— oo

Partie B
__5 __14 14
Bu = g iU 57

BERACE
F1 a. Démontrons par récurrence que pour tout entier
naturel n = 4, u, = 0.

b Initialisation: u, = %U_a, +3-2= % = 0.

D Hérédité: démontrons que pour n=4, si u, =0,
alors u,+1 = 0.

Comme n =4, n—2>0 et en utilisant 'hypothése de
récurrence,ona u, 4+ = 0.

b Conclusion : pour tout entier naturel n = 4, u, = 0.

b.Commen=>5,u,>0,doncu,, ;1 =2n—2>n—3.
c. lim n—3 =+4o00. Donc, daprés le théoreme de

n—+oo
comparaison, lim u, =+ .
n—+oo
— 21 .
Ha.v, 1 =—2u,,,+3(n+ 1)—T,50|t:
Vot =—2<1?u,,+n—2>+3(n+1)—2T1.
2 7
Vi1 =—?un+n—7.
Donc, pour tout entier natureln, v, . = 3 Vn

Suites numériques
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La suite v est une suite géométrique de raison 1? etde
premier terme v, = —ZTS.

b. On en déduit que pour tout n € N,

_ 251y
Ww=""213

-1, .3 _21 :
etcomme u, ==V, + Sn—= ,donc:
:gi(Ly+;ﬂ_gL
Un="47\3 2 4
25 (1Y . , .
c. Comme 2 \37) est le terme général d'une suite
géométrique de raison 3 elle converge vers 0.
Donc lim u, = lim %n—%=+oo.
n—+oo n—-+oo

3 Pour tout entiern >4, u, > 0 et u, > n — 3.Donc:
Sh=utut+...tu,Zugt+ ... +us+n—3.

Donc lim S, =+ en utilisant le théoreme de compa-

n—+oo
raison.
@ Ha. T
5 1)}
] @
] AT
4//
1-/
/6 i T T T T 5 T

b. 1l semble que la suite u soit décroissante et converge
vers 1.
F1 a. Démontrons par récurrence que pour tout entier
natureln, u, = 1.
b Initialisation: uy = 5,donc uy > 1.
b Hérédité : démontrons que siu, = 1,alors u, ;= 1.
La fonction f est dérivable sur |—2; + oo| et

, 9
f (X) (X + 2)2
tion croissante sur |—2;+ oo[. En utilisant I'nypothése
de récurrence, on a u, = 1 et comme f est croissante
sur]=2;+ o[ ona f(u,)=1(1).
Comme f(1)=1,0nau, ;> 1.
b Conclusion : pour tout entier naturel n, u, > 1.
b. Pour tout entier naturel n:
(Un -1 )2

u,+2
d'apres la question précédente.
Donc la suite u est décroissante.
c. La suite u est décroissante et minorée par 1. Donc la
suite u converge vers un réel (, solution de I'équation
f(x) = x, cest-a-dire 0 = 1.
El a. Pour tout entier naturel n :

1 O

Up+1— 1 u, — 1
_ ut2 1
C 3, — 1) u,—1 3

> 0.Donc lafonction f estune fonc-

Up+1 = Uy == <0

Vn+1 = Vn =

Livre du professeur - CHAPITRE 1

Donc la suite v est arithmétique de raison 1? et de
1 _ 1

-1 4

terme initial vy =
Uo

b. Pour tout entier naturel n, v,, = 17 + %

— e 12
Doncu,,—1+vn _1+3+4n'

. 12 _ . _
c.OnanIlToo3+4n —0.Doncnllrrooun— 1.
PartieA

a. La suite u est croissante, donc pour tout entier n = ny,
onau, = Uy,.

b.D’apres la définition, lintervalle ouvert |0—1;u, [
contient {, donc il existe un rang N tel que pour tout
entiern = N,onau, € [0—1;u,|.

c.D'aprés b., sin = sup(N,ng), u, <u, ce quicontredit
la question a.. Donc la suite u est majorée par (.

Partie B
[l a. La fonction f définie est dérivable sur [0;20] et

f(x)= 1?(10 — x), d'oui le tableau de variations :

x |0 10 20

0/10\0

b. D’aprés le tableau ci-dessus pour tout x €[0;20],
f(x)e[0;10].

F1.Démontrons par récurrence que pour tout entier
natureln, 0 < u, < u,4+, < 10.

f(x)

D Initialisation: u; = 1 et u; = 1,9, donc:
0<ugs<u <10
D Hérédité: démontrons que si O0<u,<u,;+; <10,
alors0< u,4+1<U,+,<10.
La fonction f est croissante sur [0;10]. En utilisant I'hy-
pothése de récurrence,ona:
/(0) <f(un) <f(Un+1)<f(10)

et comme f(0)=0 et £(10) = 10, on en déduit que
0SS Up+1SUp4p<10.
b Conclusion : pour tout entier naturel n,

O<u,<up,;+q1<10.
El La suite u est croissante et majorée par 10. Donc
elle est convergente vers une solution de l'équation
f(x) = x.Donc elle converge vers 10.
1 D’apres cette modélisation, le nombre de foyers fran-
cais possédant un téléviseur a écran plat ne dépassera
pas 10 millions.

m Partie A

ENP,:Faux;P,:faux ;P,:vrai;P,: vrai.

1 La propriété P_est la négation de la proposition P..
Partie B

[N Soit un entier p > 1.
a.4(p+1)+1—-4(4p+1)=1-12p.
b.Sip=1,alors1—12p <0.

Donc 4(4p+1)>4(p+1)+1.

Suites numériques 19
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F1 Démontrons par récurrence que pour tout entier
natureln>1,4">4n+ 1.

) Initialisation : 42 >4 X2 + 1 est vraie.

D Hérédité: démontrons que si 4" >4n+ 1, alors
471> 4n+1)+1;

4"*1 = 4X 4", donc en utilisant 'hypothése de récur-

rence, 4" >4X(4n+1)=>4(n+1)+1 daprés la

question [ b..

b Conclusion : pour tout entier naturel, n > 1,
4">4n + 1.

Pourn=0:4"=1et4x0+1=1.

‘Pourn=1:4"=4et4X1+1=5,

BBl E1La fonction f est dérivable sur [0;1] et

f(x)= Lz > 0, d'ou le tableau des variations de f
(x + 4)

X 0 1
£ &) '
1
0
2

EX Démontrons par récurrence que pour tout entier
naturel n, u, € 1.

D Initialisation : u, = 0, donc uy € 1.

b Hérédité : démontrons que si u, € I, alors u,+; € 1.
En utilisant I'hypothése de récurrence, u, €1 et le
tableau de variations ci-dessus, f(u,)€1. Donc
Up,+q €1

b Conclusion : pour tout entier naturel n, u, € I.

Ba. y

14

1 X

b. Il semble que la suite u soit croissante et convergente
vers 2.

c. Pour tout entier naturel n,on a:

(V= up)(u, +2)

N u, t4 )

Comme u,€/,ona 1—u,=0 et u,+2=0. Donc,
pour tout entier n, u,+1 — u, = 0. La suite u est crois-
sante.

d. La suite u est croissante et majorée par 1, donc elle
converge vers une solution de Iéquation f(x) = x.

Upyq — Uy

20  Livre du professeur - CHAPITRE 1

3x+2
xt+4
Les solutions sont 1 et — 2.
La suite u étant positive, elle converge vers 1.
1 a. Pour tout entier naturel n:

=xo(1—x)(x+2)=0.

3u,,+2_1
y _ Uptq1— 1 _ u, +4 _ 2u, — 2
T U, 2 3u,,+2+2 S5u,+ 10"
u, +4
Doncv, ;1 = 5 Vn
2

La suite v est une suite géométrique de raison 5 -
__1 __1(2Y

b. v, = 2 .Doncv, = 2<5>.

2v, + 1

c. Pour tout entier naturel n, u, = P
n

2 n
1-(5)
a2y
1+ 5(%)
d. La suite v est géométrique de raison %, donc elle

converge vers 0. La suite u converge donc vers 1 (opéra-
tions sur les limites).

m Partie 1

[ On peut compléter un tableau de suivi des variables :

Donc: up =

Etapes n u S i
Initialisation|3 1 1 0
Boucle « Tant Que »
0< 3 2X14+1-0=3] 14+3=4 [0+1=1
1<3 2X3+1-1=64+6=101+1=2
2<3 2X6+1—-—2=1110+11=212+1=3
Fin de la boucle « Tant Que »
Affichage:u = 11etS = 21.

F1 ' valeurden 0/1/ 2|3 |45
Affichagedeu |1 |3| 6 | 11|20 | 37
AffichagedeS | 1|4 |10 |21 | 41|78

Partie 2

X Elles représentent les valeurs successives de u,, et S,,.

F1 a. Recopier et compléter le tableau suivant :
n o123 4 5
u, 1,3/ 6/11 20|37

u,—-n |12 4| 8 16 32

On peut conjecturer que u, —n = 2",

b. Démontrons par récurrence que, pour tout entier

natureln, u, = 2" +n.

) Initialisation : uy = 2°+ 0 = 1 vraie.

D Hérédité: démontrons que, si u, =2"+n, alors

Upr1=2"""+n+1.

Uy+1=2U,+1—n. Donc, en utilisant I'hypothése
de récurrence, u,,;=202"+n)+1-n ;
Upr1=2"""+2n+1—n,soitu,,;=2"""+n+1.
b Conclusion : pour tout entier naturel n, u, = 2" + n.
BHs,=2°+0)+(Q2"+1)+...+(2"+n)
S,=(1+2"+ .. +2M)+(1+2+...+n).

donc

Suites numériques
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Donc:

_1=2""" n(n+1) Ly n(n+1)
Sp= Ay =2 1+ H
Vérification: S = 26— 1 + 5>2<6 = 78.

PartieA 1
Soit un réel g. Si ge]0;1, alors g1 et

n
lim <L> =+o00. Donc, comme "= 1,,,
1
()

n—+oo
lim g" = 0 en utilisant les opérations sur les limites.

n—+oo
Partie B
[l a. Pour n = 5 on obtient u = 5000 X 0,8° = 1638,4.
b. Modification :
Pour i allant de 1 a n faire u — 0,8u + 1500 ; FinPour

c. La suite u semble croissante et converger vers 7 500.
F1 a. Pour tout entier naturel n,
Vp+1 = Uy+q — 7500 = 0,8u, + 1500 — 7 500
= 0,8(u, — 7500) = 0,8v,,.
La suite v est une suite géométrique de raison 0,8 et de
premier terme v, = —2500.
b. Pour tout entier naturel n, v, = —2500 X 0,8".
Donc u, = v, + 7500 = 7500 — 2500 X 0,8".
Eleu,,1—u,=2500X0,8"%X02>0.
Donc la suite u est croissante.
« lim 0,8” =0 (suite géométrique de raison qui en

n—+oo
valeur absolue est strictement inférieure a 1).
Donc lim u, = 7500.

n—+oo
E1a. On calcule u_ de proche en proche, jusqu’a ce que
la distance a 7 500 soit inférieure a 0,1.
b. Algorithme modifié.
]
Variables :
N:entier;u;eréels;
Début :
N<—O0;u~5000;
Entrer(e) ;
TantQue 7 500 — u = e Faire
N—N+1;
u<08u+1500;
FinTantQue
Afficher (N) ;
Fin.

c.i.N=36; ii. N = 46.

<

Ha.b.
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c. La suite u semble croissante et converger vers 4.

F1Si la suite u converge, les limites possibles sont les
solutions de l'équation 2x — %xz =xox(x—4)=0.
Les limites possibles sont 0 et 4.

El La fonction f est croissante sur [0; 4].

Démontrons par récurrence que, pour tout entier
natureln, 0 < u, < 4.

) Initialisation : u, = 1, donc u, €[0; 4].

D Hérédité : démontrons que si 0 < u, < 4, alors

0< Uyiq <4

D’apres I'hypotheése de récurrence, 0 < u, < 4 et le fait
que f estcroissantesur[0; 4],ona f(0) < f(u,) <f(4),
soit0 < u,4q < 4.

b Conclusion : pour tout entier naturel n, 0 < u, < 4.
Pour tout entier naturel n,

1Tu,,>>0 d'apres la question

Up+1 = Up = Un<‘I o
précédente. La suite u est donc croissante.
1 La suite u est croissante et majorée par 4, donc elle

converge vers 4 d'aprés la question F1.

Partie A

[ La suite u est non majorée si pour tout réel M, il existe

un entier naturel n tel que u, = M.

F1 Soit un réel M.

a. On suppose quiil existe un entier n, tel que u, =M.

Comme la suite u est croissante, pour tout entier n = n,

u, =M.

b. On en conclut que la suite u diverge vers l'infini.

E1Si la suite u est croissante et non majorée, alors
lim u, =+oo.

n—+oo

Partie B

[} Démontrons par récurrence que pour tout entier

natureln, u, > 1.

b Initialisation: uy = 1> 1.

D Hérédité : démontrons quesiu, = 1,alorsu, ;> 1.

. 1
Si un>1,alorsu—>O.Doncun+1 Zu,=>1.
n

b Conclusion : pour tout entier naturel n, u, = 1.

. 1
E1 Pour tout entier naturel n, u, +; — u, = —— > 0.

La suite u est croissante. n

El a. Si la suite u est majorée, comme elle est croissante,
elle converge.

b.La limite ( de la suite u est solution de I'équation

1 .y - , .
x=x+ ¢ Parunicité de la limite d’'une suite.

1 Comme I'équation précédente n'a pas de solution, la
suite u ne converge pas. Donc la suite u n'est pas majorée

etalors lim u, =+o.
n—+oo

5) Problemes

M [l Pour tout entier naturel n :
_ _ _1 L2, - )
Vh+1 = Upt+o —Upyq1 = 3 Up+1 3 Uy = Up+t1 s

. 2 2
SOit V,, 4 4 Z—?(unﬂ —u,) = ~3 Va-
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La suite v est une suite géométrique de raison —% et
de premier terme vy = 1.
E1 Pour tout entier naturel n :

2 1 2 2
Wht1 = Un+2+?un+1 = 3 Un+a +?un+?un+1'
Wp+1 = W,.La suite w est constante.

EX wy, = 1. Donc pour tout entier naturel n, w, = 1.

I3 Pour tout entier naturel n, u, = %(w,, —Vp).

n
Comme v, = <—%> etw,=1,0na:

_ 3 2Y
un—?1— -3 )
n
Or, lim <—l> = 0.Donc lim u,.,=i

n—+oo 3 n—+oo 5

. . X
05| ER vrai. La fonction f : x — Thx
sur[0;+ o[ et £(0)=0et lim f(x)=1.Donc pour
toutentiern, 0<v,<1. * '~
F1Vrai. Car dans ce cas, 1 + u,, converge vers un réel non
nul.

El Vrai. Pour tout entier n, u, < uy, 4 ;.
Comme f est croissante, alors f(u,) < f(up+1), Cest-a-
dire v, < vpy;.

est croissante

Vn
1—v,’
Si la suite v converge vers 1, alors la suite u diverge.

1 Faux. Pour tout entier naturel n, u, =

@ [ Si pour tout entier naturel n, u, <M, la suite u
est majorée par M.

E1Si P, et P, sont vraies, alors la suite u converge.

EXSi P, et P, sont vraies, la suite u diverge vers +co.

3 Vrai.

[} a. On propose :
'

Variables :

N, i:entiers; U :réel;
Début;

Entrer(N) ;

U<1;

Pour i allant de 2 a N faire
1

U—~UX <1 — l—2>,
FinPour ;
Afficher(U) ;

Fin.

»

. L 1
b. La suite u semble décroissante et converger vers -5
F1 a. Pour tout entier,on a:

Up+1 = un<1 - 172)’
(n+1)
n(n+2)
(n+1)
b. Démontrons par récurrence que, pour tout entier
naturel n =2 :

donc: Ups1 =

uy,.

n+1

Un = 2n

22 Livre du professeur - CHAPITRE 1

e 1 1 3
b Initialisation: u, = 1 — A==

2+1
2X2
n

vraie.

D Hérédité: démontrons que si u, = %, alors
(n+1)+1
2(n+1) -
En utilisant I'hypothése de récurrence :
n(n+2) n(n+2)  n+1
(n+1) (n+1Y 2n
(n+2)
2(n+1)°
b Conclusion : pour tout entier naturel n > 2,
n+1
Up = "5
+ On a pour tout entier n = 2,
—1
“ 2n(n+1) <0,
donc la suite u est décroissante.
1

lim = = =
n—>+002n 2

Up+q =

Upt1 =

Up, Soit u,+1 =

Donc: Upt1 =

Up+q — Uy

o lim u, =
n—+oo

@ EiSim>83,alors u,, > 5.
1 Pour tout entier naturel n non nul,

1 . .
Up+1 = Un = iy = 0. Donc la suite u est croissante.

El Pour tout entier naturel n non nul et tout entier

naturel i inférieur & 2"on a 2"+ i<2"+2"=2"*1,
1 1

2 S g

[1a.La somme S, comporte 2" termes, chacun étant

donc

- s s .
supérieur a onET d’apreés la question E1.

n
Donc S, =

b.Pourn=1,

2 e s 1 1
PUK Clest-a-dire 5, > 5.

So+ S+ S =1+ )+ (5 +5)+

1 1
Hor b =)
<2n+1 ' 2n+2n>
Donc So+5-| + ... +5n: Upn 4 on = Upn+1,
c.Ona:SO+S1+...+S,,>(n+1)><17.Donc:

+1 . , L
————. Doncla suite u n'est pas majorée.

n
U2n+1 > 2

E Comme lim

=+oo,0naalors lim u, =+oo.
n—+oo 2

n—+oo

@ a. Démontrons par récurrence que pour tout entier

k" _ kK
n?k,F<W.

Kk KK
D Initialisation : pour n = k, 'l < Ve vraie.
K" k

D Hérédité: démontrons que si — < R alors

kn+1 kk n :
S
(n+1) =K

KNt k" k . R

Ona m =l Xﬁ, en utilisant I'hnypothese

Kkt Kk k Kk
4 L S A <D
de recurrence, ( 1)' STh 1 ST car

k
n+1

< 1.

Suites numériques
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k" Kk
STk

x" k"
b. Pour tout entier n > k : = < K ) ><— d'apres la

X" X Kk
,T!<<7> X

b Conclusion : pour tout entier naturel n > k,

question précédente,

n
. L X -
c. La suite de terme général < K > est géométrique de
. X ool X
raison - inférieure a 1 en valeur absolue.

. x\
Donc |im (7) =0.

n—+oo

k
On en déduit que lim <7) k =0.

n—+oo k'

n
X s (s
Donc lim P = 0 d’apreslethéoréme desgendarmes.

n—+oo
1 2 24
nU1 = 1,U2:7,U3:?,USZE,
L — 567
10 1562500 °

La suite u semble décroissante et convergente vers 0.
Fl a. Pour tout entiern > 1 :

uy oot (n+t1T o (n+)
Upt1  n" (n+1) — n" n!
1 n
27(n+n1) =<1 +1—) .
n n
Comme (1 +x)">1+nx,ona:
Un =1 +n>< ! , C'est-a-dire = 2.
Up+1 n+1

b. La suite u est strictement positive.
Pour tout entier naturel n, u, = 2up 11 2 Uy 4 4.
Donc la suite u est décroissante.

u u u u
Ela.En remarquant que — = = —-X-2X  X—1"
Uo U U Up—1
. Up+1 1
et que, pour tout entier naturel n, 0 < U < 5 /ona
n

tout entier naturel n, 0 <u, < a1

b. lim — = =0, donc daprés le théoreme des
n—+oo
gendarmes, lim u, =0.
n—+oo
d,+1 =09a,+0,1b, + 0,01c,
Ela.Ona{b,+; =09b,+011a,+ 0,01c,
¢h+1 = 098¢,
b. A l'aide du tableur, on obtient :
6000
5000+ /
4000+
£ ea(n) eb(n) -cn)
3000 %
20004 %
1000 Corrr
I 9000, 0000. 00000a0a0as.
0 100 200 300

Livre du professeur - CHAPITRE 1

On conjecture que la suite a est croissante a partir d'un
certain rang et converge vers 5500, que la suite b est
croissante et converge vers 5500 et que la suite ¢ est
décroissante et converge vers 0.

c. Pour tout entier naturel n:

dp+1 = dns1— by =(09a, +0,1b, +0,01¢,)
—(09b, + 0,1a, + 0,01¢,).
Doncd,+; = 08(a, — b,) = 0,8d,.Lasuite destgéomé-

trique de raison 0,8 et de premier terme 3 000.
[ a. Les suites c et d sont géométriques. Donc pour tout
entier naturel n:
¢, = 4000x%(0,98)" et d,=3000x(08)".
b. On a pour tout entier naturel n:
a,+b,+c,=11000 et a,=b,+d,.

Donc b, = 5500 — 17(dn + ¢,), soit :

b, = 5500 — 2000 X 0,98" —1500 X 0,8"
17(c,, —d,), soit:
a, = 5500 —2000X0,98" + 1500 X 0,8".

eta, =5500 —

c.Comme |lim ¢, =0 et lim d, =0, on en déduit
n—+oo n—+oo
que lim a,=5500et lim b, = 5500.
n—+oo n—+oo

Cela signifie gu’au bout d'un temps assez long, les popu-
lations des zones A et B se stabilisent chacune autour de
5 500 habitants.

[ On a naturellement pour tout entier naturel n
non nul :

1
Ta,,.

F1En prenant a = 1, la suite u semble converge vers 0,5.
On peut conjecturer que le triangle sera entiérement
recouvert.

El Pour tout entier naturel n, u,,

My +4 =3mn et a,4q1 =

— u, est l'aire de
la surface recouverte en plus aprés n+ 1 étapes du
processus.

_ _3
Up+1 = Uy = My XApiq = Tmnxan'
D'aprés El, les suites m et a sont géométriques de

raisons respectives 3 et 17, donc m,=3""" et
2 n—1
_a (1
an—?<7> .

n
Donc: 3

2
B a
Up+1 —Un—FXT.

1 En « additionnant » les égalités :

_ a1 3, ad
UZ_U-|+4X4><2

(35
I e
w%z( () (3
-G
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n—1
ElLa suite de terme général <T) est une suite

géométrique de raison e inférieure a 1 en valeur

absolue, donc elle converge vers 0.
2

Onendéduit lim u, = GT. Donc le triangle sera entie-

n—+oo

rement recouvert.

[l a. Pour tout entier naturel n,

18T, +2X16
7;7+1_ 20 '
donc: n+1 09T+16

b. On calcule leterme T,
rieure a 40.

, jusqu’a obtenir une valeur infé-

Variables :
N : entier; T:réel;
Début :
N<—0;
T—80;
TantQue T > 40 Faire
N<N+1;
T—<09%xT+1,6;
FinTantQue ;
Afficher(N) ;
Fin.
On obtient N = 10.
F1 Pour tout entier naturel n,on a:
Uys1=T,+7—16=09T,+ 1,6 — 16,
donc: Uy =09(T, — 16) =0,9U,.

La suite U est une suite géométrique de raison 0,9 et de
premier terme 64.

El Pour tout entier naturel n, U, = 64 X(0,9)".
Donc T, = 16 + 64 X(09)"

3 In8
T, <40 = (09)'<g < n>

In0,9 °
(3)
In 8
—— = 9,3 et n estun entier
In(0,9) ~ '

La température de 40 °C est atteinte au bout de 10s.

Or,

ENSi la suite u converge vers 1, tout intervalle
ouvert contenant 1 contient tous les termes a partird'un

rang p.
On choisit l'intervalle ]17,%[ qui contient 1. Donc a

partirdurang p, u, € ]L ; i[

272
Ainsi, a partir du rang p, la suite u est positive.
FI Méme raisonnement avec l'intervalle ] g ; 370' .

Ef u, = 02357, us = 0,235711.
[ La suite u est croissante et majorée par 1, donc elle est
convergente.
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Prendre des initiatives

En utilisant un tableur, on n un
remarque que la suite u n'est pas 2 =
monotone, mais quelle semble i _4;;
converger vers 1. 2] 151600667
De plus, dés que n=>6, alors 5] -2,79166667
Osup,s<2. 6| 0,44166667
Pour tout entier naturel n, on note 7| 1,07361111
P(n) la propriété: pour n>6, 8| 1,15337302
alors 0 < u, < 2. 3| 1,14417163
D Initialisation : 1) 427
pourn =6,0na ug = 04. e

. 12| 1,10115573
Donc P(6) est vraie. a Lo9ieass
D Hérédité : on suppose que pour un entier n > 6, P(n)

est vraie, c'est-a-dire que: 0 < u, < 2. Démontrons que
0 < u,4+1 < 2 estvraie.
En utilisant I'hnypothése de récurrence,

u 2
O<T”+1 <7+1 <2,
soit 0 < u, 41 < 2, cest-a-dire que la propriété P(n + 1)
est vraie.

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier n > 6,
alors P(n) est vraie.

u
Pour tout entier naturel n = 6, u, . — 1=T.
Donc, d'apres ce qui précede, 0 S u, 1 — 1 < %
Comme lim A=O,ona lim u,—1=0.
n—+oo n—+oc
Donc lim u,=1.
n—+oo

17 [ 1+34+...+@2n+1) '

" (2n+3)+(2n+5)+...+(4n+3)

n+1)2n+2

-1+3+...+(2n—1)=( )g )

=(n+1)(n+1).
«Soit A=(2n+3)+(2n+5)+ ... +(4n+3)
(n+1)(6n+6)

=(n+1)(3n+3).

(n+1)(n+1) _
(n+1)3n+3)

La suite u est constante egale a

Doncu, =

w‘—- w‘—‘

Pour tout entier n =
nu, +4
n+1

doncw,; =w, +4.

La suite w est arithmétique de raison 4 et de premier
terme wy = 1.

Donc pour tout entiern 2> 1,

1,0n pose w, = nu,.

Comme u,,q = ,ona(n+1)u,, ;= nu,+4,

w,=1+4(n—1)=4n-3.
4n—-3
On en déduit que, pour tout entiern = 1, u, = N
Ona lim u,= Ilim 47n_4
n—+oo n—+oo

Suites numériques
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D) Pistes pour ’accompagnement
personnalisé

Revoir les outils de base

19

7>0.

a. Pour tout entier naturel n, u,+; —u, =
Donc la suite u est croissante.

b. Pour tout entier naturel n, u,y; —u,=2n+42=>0.
Donc la suite u est croissante. nin

c. Pourtoutentier natureln, u, 1 — u, = —<17> <0.
Donc la suite u est décroissante.

d.uy =4, u; = 3 et donc la suite u n‘est pas crois-
sante.

a.Faux. us = 5 etug = 9.
b. Vrai. c. Faux. d. Vrai.
Les savoir-faire du chapitre

Démontrons par récurrence, que pour tout entier

_ 7
naturel n, u, = 11
P T _ 7 .
D Initialisation : uy = <7 Vrai.
D Hérédité : démontrons que si u, = %, alors :
-7
Un+1 11
Onau,+; = 100u, — 63, donc:
7 700 — 693 7
Upsy = 100X - — 63 = > = .

v
11

b Conclusion : pour tout entier naturel n, u, =
La suite u est stationnaire.

122 y

tion x — 4x + 5 (fonction affine de coefficient direc-
teur positif). En utilisant I'hypothése de récurrence, on a

1< u,<5etcomme f estcroissante sur]—%;+ oo[,
on a f(1)<f(u,)<f(5), soit 3<u,;;<5. Donc

1< U, <5.
b Conclusion : pour tout entier naturel n, 1 < u, < 5.
La suite u est bornée.

. . 1
a.Ona lim vn =+ocet lim ——==0.
n—+oo n—+oo \/E
Donc lim u, =+oo.
n—+oo

n
b.On a lim <%> = 0 (suite géométrique de raison
n—+oo

inférieure a 1 en valeur absolue) et lim 731 =0.
n—+oo n

Donc lim v, =0.

n—+oo

—n?

c.Ona lim w,= lim ——=—1.

n—+oo n-+o0c N

6 n

d.t,=6"—9"=9" ((3) — 1>. Donc en utilisant le

théoréme sur la convergence des suites géométriques,

n
ona lim 9" =+o0 et lim <£) =0.

n—+oo n—+oo 9

Donc lim t, =+ co.
n—+oo

[l La suite u semble croissante et converger vers 2.
F1 Pour tout entier naturel n :

_ 2 _ 1 2
Vos1 = (Up1) —4= T((%) +12)-4

_ 1 2 _ 1

= T(Un) -1 = Tvn.

. . e . 1

Donc la suite v est géométrique de raison o et de
premier terme — 4.
ElLa suite v converge vers 0 (sa raison est en
valeur absolue inférieure strictement a 1). Comme
u, =+ v, t 4, la suite u converge vers 2 (composée de
suites).

25| Elvrai.  ElFaux. El Faux. [ Vrai.
i EfFaux.  ElVrai. El vrai. 1 Faux.
/ i Partie A
14 f . . AB _ AC x _ 1 .
i [ On doit avoir : AC ~ BC ,donc 1= x—qsoit:
0 | | x*—x—1=0.
1Uo . . . +
F1 Cette équation admet deux solutions % et
Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel 1—+5
n,1<u,<5. 2
o _ , _1+v5
D Initialisation: uy = 1,donc 1 <uy < 5. Donc le nombre d'or est ¢ = s
L e <
:I-<Iebrled|t<i.5 démontrons que si 1<u,<5, alors . 1 3445 (3++/5)1=+5)
XUp+1xO. + - + - + —
La fonction f: x+> v4x+5 est croissante sur % 1475 (1 +/5)1-V5)
]— %;-F oo[,carde méme sens de variation que lafonc- _1+V5 .
=2 =0.
Livre du professeur - CHAPITRE 1 Suites numériques 25
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Partie B
Il Démontrons par récurrence que, pour tout entier
naturel n:
P(n) : « pour tout entier naturel k < n, a, > 1 ».
b Initialisation:a, = 1, a; = 1 ; vrai.
D Hérédité : soit un entier n > 1 ;démontrons quesi P(n)
est vraie, alors P(n + 1) est vraie, C'est-a-dire g, > 1.
On a a,+,=a,+a,—;. En utilisant I'hypothése de
récurrence, d,+,=1+1222>1.
D Conclusion : pour tout entier naturel n, a, > 1.

G

Heuyp=—-=1.

do

an+2 — an+1+an =1+ an

*Up+1 .
" 0n+1

. 1
Donc pour tout entier naturel n, up+¢ =1+ —.
n

an+1 an+1

[E1 Si la suite u converge, alors elle converge vers ( solu-
. \x . 1 .

tion de léquation x=1+--, soit x*—x—1=0.
Comme ( doit étre positive, { = @.

Ha.Onau, =1 +u1— et =1 +1$.On soustrait

n
membre a membre, pour tout entier naturel n:

P B B Tl
Up P Pu,
b. Pour tout entier naturel n:
‘un+1 _(P‘: LM
® Up
Un =@

¢
c. Démontrons par récurrence que pour tout entier

n
u,,—cp|<<1?> M-l

Comme u, > 1, on obtient |u, 1 — ¢ |<

naturel n,

0
DInitiaIisation:(%) -¢|=1-¢|=|u—o|.
D Hérédité : démontrons que si:

n
\un—©\<<1§> 11—

,alors:

n+1
‘Un+1_@‘<<1?> ‘1_(\0|-

U — 9|

Ona | Upr1— @ \ = .En utilisant I'hypothése de

n+1
récurrence, ona |U, 1 — ¢| <1$<1E> 1—el.

n+1
Donc\unﬂ—(pK(%) 1—ol

b Conclusion : pour tout entier naturel n,
_I n

u, — <<7> 1—¢@|.

w=ol<(L)l1-ol

. " 1y .
d.La suite de terme général (— est une suite
¢
géométrique de raison —— strictement inférieure a
¢
1 en valeur absolue, donc elle converge vers 0, dou
lim |u, —¢|=0.

n—-+oo

Donc la suite u converge vers ¢.
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EfEnprenantu, = 4 :

AN

1 X

La suite u semble étre décroissante et converger vers
1,4.

F1 Démontrons par récurrence que pour tout entier
natureln =1, u,=>v2.

2
D Initialisation: u; = 17 ¢ —QI—Z ;
2
—v2
donc y —52%20.D0ncu1 >.2.

D Hérédité : démontrons que si u, > +/2, alors

Uptq 2 V2.

La fonction f est dérivable sur [v/2 ; + oo et

f’(X) — (X — \/E)(X + ‘/E)
2x2

Donc la fonction f est une fonction croissante sur

[\/5 ;+ oo[.

En utilisantI’hypothese de récurrence, ona u, = V2 et f

estcroissante sur [«/5 ;+ oo[.Doncona S (up) >f(\5).

Comme f(v2)=+2,0onau,,,>v2.

) Conclusion : pour tout entier naturel n > 1, u, > v/2.

Aty =un =gt 2u
n n

= 0.

Comme u, = v/2,0na Upt1 — U, <O.

Donc la suite u est décroissante. Or, elle est minorée,

donc elle converge vers une solution de I'équation :
f(x)=xex*=2.

Donc la suite u converge vers v/2.

1 a. Pour tout entier naturel n,

1 2 1 2
un+1—~/—=7<un+u—n>—\/5=2—un(un—\/5).

Comme pour tout entier naturel n = 1, u, = V2

Uns 1 —\/5<ﬁ(un ~V2f < (u,~ V2 ).

b. Démontrons par récurrence que pour tout entier

n

natureln>1,un—ﬁ<<%> (up—+v'2).

D Initialisation :
1
b2 <
! 2v/2
D Hérédité : démontrons que si:

un—«5<<17>2n(u0—«/§),
Up 41 _ﬁ<<12>z"+1 (up—+v2).

(uo—V2Y < (o= V2).

alors :

Suites numériques
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Onau,, 1 —+v2< %(un - \/5)2.
En utilisant I'nypothese de récurrence, on a:
1 1 on 2
Ug+q— ‘/E < 7((7) (uO - \/§)>
1 (up—v2)
<(3) o2yt
1 2n+1
donc u,;—+'2 < <7) (up—+v2).
b Conclusion : pour tout entier naturel n > 1,
2n
u=v2<(F) (- v2).

c. Pour que u,, soit une valeur approchée de v/2 3107°
pres, il suffit que :

<17>2n><(2 -V/2)<10% e 2”In<17><ln<
(527

In<L>

2

car n est un entier.

[ a. On généralise la démarche du I c.

b.i.n=4; ii.n=4.

c. L'algorithme parait converger trés vite, la valeur initiale
de ¢ parait sans influence sur la vitesse de convergence.

7

255

S n> S n=5,

1In
In(2)

& am-r(1)=3.

- Pour tout réel x de l'intervalle [1; + oo, f'(x) = —iz;
donc (1) =—4. x

« T, apour équation y =—4x + 7.

- La droite T; coupe I'axe des abscisses au point de coor-

données (% ; 0).

T\_9 (7)\__64
Ef<4>— 7 ,f<4>— 49 - La tangente T, a pour
_64 .25 ' .
49 X+ 5 et coupe |'axe des abscisses
175
64 -
Ela.De méme la tangente en A,(x,; f(x,)) a pour
4 5 X+ 8~ X,
<Xn) Xn
8x, = (X, f
4
b.On a pour tout entier naturel n>1, X, = g(x,)

équation y =

au point d’abscisse x, =

équation X, =—

Donc x,+1 =

%, ol g est la fonction définie sur R par

_ 8x—x?
g(x) - 4 :
@ Démontrons par récurrence que pour tout entier

naturel n > 1, x, < 4.

et x =

D Initialisation: x; = % < 4.

b Hérédité : démontrons que si x, < 4, alors x, ;¢ < 4.
La fonction g est dérivable sur [0; 4] et

g(x) =%
sante sur [0; 4]. En utilisant I'nypothése de récurrence,
on a x, <4 et comme g est croissante sur [0;4] on a

g(x,) < g(4).

>0, donc g est une fonction crois-

Livre du professeur - CHAPITRE 1

Comme g(4) = 4,0na x, 4 < 4.
b Conclusion : pour tout entier naturel n > 1, x, < 4.
@) On démontre aussi par récurrence que la suite de
terme général x, est croissante.
€ Donc, comme elle est majorée, la suite (x,) converge
vers une solution de I'équation g(x) = x, c'est-a-dire la
solution de l'équation f(x) = 0, c'est-a-dire 4.
B. @ Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x*—3,
de courbe représentative 6.
En toute abscisse g, la tangente a 6 admet pour équa-
tion: y = 2ax — a® — 3 ; elle coupe I'axe des abscisses
2

n ( a z-g 3 ;0), Clest-a-dire en (%(a + %) ; 0).
La méthode de Newton appliquée al'équation f(x) = 0
conduit donc a I'étude de la suite v définie sur N par

_ 1 3 3
Vn+1 = 5 V”+V_n ,avec vy = 3, par exemple.

@ On démontre par récurrence que la suite v est
minorée par V3.
€) Pour tout entier naturel n:
3—(v, )
Vp 1 —vn=+nn)<0.
Donc la suite v est décroissante.
@ Comme la suite v est décroissante et minorée, elle

) . 1 3
converge vers un réel { solution de x = 7<x+ 7),
C'est-a-dire vers { = /3.

& On calcule:
3y =9y =L, = _ 18817
Vo=3;vy=2,v,= 4 V37 5¢ etv, = 10864
Approfondissement
K(a +1 K(a +1
nonaPn:anetan.]:%Xn*_]

en transposant dans
Pov1— P _ P,
By 5)
on obtient :
Xo1+1 = (1+a)x,(1—x,),soitenposantk =1+a:
Xn+1 = kxp (1= X,).
« Pour tout entier natureln, 0 < x, < 1.
Carsi x, > 1, alors x, ., <0.
F1 a. Les seules limites possibles sont les solutions de
I'équation f(x) = x ou la fonction f est définie sur R
par f(x)=kx(1—x);
f(x)=xe x(k—1—kx)=0.
Les seules limites possibles de la suite x sont donc 0 et
k=1
-

b.Si k< 1, alors

la suite (x,) est donc 0.
Pour tout entier naturel n:

kT1 < 0. La seule limite possible de

Xp+1— X, = kxn<k%—xn><0.

Donc la suite (x,) est décroissante. Or, elle est minorée
par 0. Elle est donc convergente.
On en déduit que la suite (x,) converge vers 0.
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c. On suppose que 1< k < 2.
- Le tableau de variations de la fonction f est:

X 0 1

T

En utilisant que 0 < % < 1—, on montre par récurrence

Bx M-

f(x)

. 1 .
que pour tout entier naturel n > 1, 0 < x, < 5 s puisen

- . 1
utilisant le sens de variation de f sur [O ; 7] on montre

par récurrence que la suite (x,) est monotone a partir
durang 1.

- On en déduit que la suite (x,) est convergente.

- Si la suite (x,) est croissante a partir du rang 1, elle
ne peut pas converger vers 0. Donc elle converge vers
k=1

P
+ Sila suite (x,) est décroissante a partir du rang 1, pour
toutentiern=1,o0na:

k—1
Xn+1 = Xn = an<T_

— x, <0, s0it X, >k_T1'

xn><0.

k—1
Donc K

La suite (x,) ne peut pas converger vers 0. Donc elle

k—1
converge vers ——

2 2 n—1
[I0On a Sn=a+?oc+...+<?> a. Cest la

somme des n premiers termes d'une suite géométrique
. 2 .
de raison 3 et de premier terme a.

2 n
1_<3> 2\
Donc: S, =aX 2301[1 —< >]
2 3
=3

. . . o . 2
E lim Sn = 30(, car la suite geometrlque de raison ?
n—+oo

inférieure a 1 en valeur absolue converge vers 0.
Ce procédé limite la profondeur du champ.

Vers le Supérieur

Démontrons par récurrence que, pour tout entier
naturel n, u, >2""*3,
) Initialisation : u, > 23 ; vrai.
D Hérédité : démontrons que si u, = 2"*3, alors:
u, = 2"
Onaup+q =3u,—5.
En utilisant I'hypothese de récurrence, on a:
Upiq =3X2"3 -5 soitu, , =2X2""3+2"*3 -5,
Comme pour tout entier naturel n, 2" 3 — 5 est positif,
onau,,,=2"""%
b Conclusion : pour tout entier naturel n,
u, =2""3,

28 Livre du professeur - CHAPITRE 1

Ona lim 2""3 =+ ( suite géométrique de raison
n—+oo
2 strictement supérieure a 1). Donc lim u, =+
n—+oo

d'apres le théoréme de comparaison.

[l Soit & un réel strictement positif. Comme

. 1 _
lim — =
n—+oo

0, il existe un entier naturel n, tel que si
n=n anrsLE -£.£

= oy n 22|

: 1 e &

im>= lors —e|—5 ;5.
Sm/no,aosme 57
Donc, pour tous entiers n et m supérieurs a ny,

‘17 - 1? ‘ < g, car la distance entre deux points d'un
intervalle est inférieure a la longueur de l'intervalle.
Donc la suite u est une suite de Cauchy.
Fla.En écrivant que u,—u,=u,—(+0—u,, on
obtient | uy, — u, | =|u, — {+ (= u, |, donc en utilisant
I'inégalité triangulaire, pour tous entiers metn:

Uy = Uy | <[ Uy = 0]+ [0—u, .

lim u, = (. Donc, a partir d'un certain rang ny, on a

n—+oo

. e

pour tout entier n > ng : |u, — 0| < >

b. Si n et m sont deux entiers naturels supérieurs a n,
e e s

alors ]u,,—QK? et \um—QK? ; dong, d'aprés a.,

Uy — U, | <e.
La suite u est une suite de Cauchy.

134

a.Faux. b.Faux. c.Faux. d.Vrai. e.Faux.

[l Démontrons par récurrence que, pour tout entier
naturel k=1, k! > 2K71,

) Initialisation: 1! = 1 et 2' ! = 1, donc vrai.
D Hérédité : démontrons que si k! > 2K, alors :
(k+ 1)1 =2k,

Ona (k+ 1)!' = (k+ 1)Xk!.En utilisant 'hypothése de
récurrence, ona (k+ 1)! > (k+ 1)X 257" et, pour tout
entier naturel k> 1, k+ 1> 2, donc (k+ 1)1 > 2k,

) Conclusion : pour tout entier naturel k > 1, k! > 2K~ 7,
F1 D'aprés la question précédente,

un<1+1+17+...+2n1_1.
Par ailleurs :
1 1 1_21n
R L1
2

car c'est la somme des n premiers termes d’'une suite
. i . 1 .
géométrique de raison - et de premier terme 1.
1

<3

Doncu,<3-—

Donc la suite u est majorée par 3.
S N
(n+1)!

nz1,upsq 2 Up,.
La suite u est croissante et comme elle est majorée, elle
converge vers un réel inférieur a 3.

Bu,—u,= > 0. Donc pour tout entier

Suites numériques



CHAPITRE

Limites et fonctions

continues

&) Introduction

1. Programme

Limites de fonctions Le travail réalisé sur les suites est étendu
aux fonctions, sans formalisation excessive.
Limite finie ou infinie d’'une fonction a
I'infini. L'objectif essentiel est de permettre aux
Limite infinie d’une fonction en un point. éleves de s'approprier le concept de limite
tout en leur donnant les techniques de
base pour déterminer des limites dans les
exemples rencontrés en Terminale.

Limite d'une somme, d’'un produit, d'un « Déterminer la limite d'une somme, d'un La composée de deux fonctions est
quotient ou d'une composée de deux produit, d'un quotient ou d'une composée | rencontrée a cette occasion, mais sans
fonctions. de deux fonctions. théorie générale.
Limites et comparaison. - Déterminer des limites par minoration,
majoration et encadrement.
Asymptote paralléle a I'un des axes de « Interpréter graphiquement les limites
coordonnées. obtenues.
Continuité sur un intervalle, théoréme On se limite a une approche intuitive de la
des valeurs intermédiaires continuité et on admet que les fonctions
usuelles sont continues par intervalle. On
présente quelques exemples de fonctions
non continues, en particulier issus de
situations concrétes.
Le théoréme des valeurs intermédiaires est
admis.
On convient que les fleches obliques d'un
tableau de variation traduisent la continuité
et la stricte monotonie de la fonction sur
I'intervalle considéré.
On admet qu’une fonction dérivable sur un
intervalle est continue sur cet intervalle.
« Exploiter le théoréme des valeurs Ce cas particulier est étendu au cas ou f" est

intermédiaires dans le cas ou la fonction définie sur un intervalle ouvert ou semi-
est strictement monotone, pour résoudre | ouvert, borné ou non, les limites de f aux
un probléme donné. bornes de lintervalle étant supposées
connues.

¢ Des activités algorithmiques  sont
réalisées dans le cadre de la recherche de
solutions de I'équation f'(x) = k.

Plusieurs démonstrations, ayant valeur de modeéle, sont repérées par le symbole B Certaines sont exigibles et correspondent a des capacités attendues. De méme, les activités
de type algorithmique sont signalées par le symbole ¢.

2. Intentions des auteurs

©Hachette Livre 2012 - Déclic T S

Dans ce deuxieme chapitre sur les « limites et fonctions - on précise la notion de limite en un point pour intro-
continues » : duire la notion de continuité en un point;

- on transpose aux fonctions numériques ce qui a été - on définit la continuité sur un intervalle pour introduire
rencontré dans le chapitre 1 pour les suites au voisinage le théoréme des valeurs intermédiaires et déterminer
de l'infini; les éventuelles solutions de I'équation f(x) = k ;

Livre du professeur - CHAPITRE 2 Limites et fonctions continues 1
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+ on introduit la notion d'asymptote a une courbe a
travers les asymptotes horizontales et verticales.

Toutes ces notions sont abordées a travers la résolution
de problémes le plus souvent liés a la vie courante ou
aux autres disciplines.

De nombreux QCM, Vrai-Faux permettent de faire le
point rapidement sur la compréhension du cours et
aussi la mise en place de raisonnement par contre-
exemple.

D) Partir d’un bon pied

Objectif

Réactiver chez I'éleve :

—la limite d’'une suite ;

—les lectures graphiques variées : image, antécédents ,
variations, signe d’une dérivée, inégalités.

A Hb.c Hec.
Ha.c. Oa.
B) Hvrai.
E1 Faux, par exemple prendre x < 0.
El vrai.
£ Faux.
C) HFaux. HVrai.
El vrai. 3 vrai.

D) Découvrir

Droites passant par un point

Objectif : Appréhender la notion de limite sur un exemple
géométrique en utilisant un logiciel de géométrie.

Kl a. b. Lorsque x devient « trés grand », le point M
s'éloigne de O sur l'axe des abscisses, le point N se
rapproche de Q et l'aire du triangle ANQ tend vers 0.

c. Lorsque l'abscisse du point M devient tres proche de
2, le point N s‘éloigne du point O sur I'axe des ordon-
nées, l'aire du triangle ANQ devient « trés grande ».

Hl a. En utilisant le théoréme de Thalés dans le triangle

oM ON
MONona:Q—A=N—Q,
cx_ S
donc: 5~ = 7 -1
soit: x f(x)—x =2 f(x),

donc: f(x) = ﬁ

b. Lorsque x tend vers + oo, f(x) tend vers 1.
El a. On a Aire de ANQ = QA>2<—ON donc:

o= T2 a2

b. Lorsque x tend vers + oo, |'aire de ANQ tend vers 0.

Comme au chapitre précédent une attention particu-
liere est portée sur le raisonnement, en particulier le
raisonnement par condition suffisante.

Tout au long de ce chapitre se précise I'utilisation
de logiciels : calculatrices graphiques, traceurs de
courbes, tableurs, logiciels de géométrie dynamique
ou de programmation. Lutilisation d'un logiciel de
calcul formel doit permettre, en fonction des éleves, de
surpasser les difficultés du calcul algébrique.

Notion d'asymptote
horizontale
Objectif : Définir I'asymptote a une courbe a l'infini par
la distance entre un point de la courbe et un point sur la
droite qui tend vers 0.

ELe point M a pour coordonnées (x; f(x)) et N
a pour coordonnées (x;1), donc pour tout réel x,
MN=|f(x)—1].

Ha.Onax; =4, x =14, x; = 2v/499.

, 2
b. Pour tout réel x, —1|= .
Soitunréel € > 0.

2 24 2 _
MN<8<:>X2+4<E<:>X>€ 4.

Donc si x>,/ %— 4, alors MN <e. La distance MN

peut étre rendue aussi petite qu'on le désire des que x
dépasse une certaine valeur.

3 x<—4/%—4, alors MN <e. La distance MN

peut étre rendue aussi petite qu'on le désire dés que x
est inférieur a une certaine valeur

Comportement a l'infini
des fonctions de base

Objectif : On saitvisualiser le comportement des fonctions
debaseen + o, il s‘agit ici de mettre en place une définition
plus rigoureuse comme il a été fait avec la convergence des
suites numériques.

K Voir ci dessous.

X x* " Vx
10 100 1000| 3,16227766
100 10000 1000000 10
1000 1000000| 1000000000| 31,6227766
10000 100000000 1E+12 100
100000 1E+10 1E+15| 316,227766
1000000 1E+12 1E+18 1000
10000000 1E+14 1E+21| 3162,27766

2 Livre du professeur - CHAPITRE 2 Limites et fonctions continues
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Ha.Si x, =107, alors f(x,)>10"". Comme la fonc-
tion f est croissante sur [0;+ o[, si x>Xx,, alors
f(x)=10".

b.D Si x, = 10°,alors g(x,) = 10'*. Comme la fonction g
est croissante sur [0 ; + oo, si X = Xg, alors g(x) = 10",
D Si x, = 10%, alors h(x,) > 10"*. Comme la fonction h
est croissante sur [0; + oo, si x > xo, alors h(x) = 10",

H Soit A>0.

a.Si x,=+/A, alors f(X) = A. Comme la fonction f
est croissante sur [0; + oo [, si x > xo, alors f(x) > A.
b.DSi x, = %A, alors g(xo) = A. Comme la fonction g
est croissante sur [0; + oo, si x = xg, alors g(x) = A.

D Si xo = A%, alors h(x,) > A. Comme la fonction h est
croissante sur [0 ; + oo[, si X = X, alors h(x) > A.

Activité 4

Comportement au voisinage de 0

Objectif : Lobjectif est le méme que pour l'activité 3 sauf
que le paralléle avec les suites numériques est absent.
Il La courbe €, représente f et la courbe 6, représente g.

Ha.Sia =102, alors pour 0< x <a,ona 17>102.

Commessur |0;1], %217,onaaussi %2 102.

b.Si =102 < x <0, alors <~ 102 et%>104.

BPour0<x<10’",ona17>1O".
EOna lim f(x)=—o0, lim g(x) =+
x—0 x—0
x<0
et lim g(x)=+co.
x—0

x>0

x<0

Détermination d'une solution
de I'équation f(x) = O par balayage
Objectif : Mettre en place un algorithme de base pour la
résolution approchée d’une équation du type f(x) = 0.

H Les fonctions x — x> et x — x— 1 sont stricte-
ment croissantes sur IR, donc la fonction f est stricte-
ment croissante sur R.

B Comme [ est strictement croissante sur R, si
f(x)<0, cest-a-dire f(x)< f(a),ona x<a.

De méme si f(x)>0, cest-a-dire f(x)> f(a), on a
X>a.

On a f(0)=—1 et f(1)=1, donc daprés ce qui
précede, 0 <a<1.

El a. etb. Comme la fonction f est croissante sur IR, tant
que f(x) reste négatif, alors x < a.

Dés que f(x)> 0, alors on a dépassé a ; d'ou un enca-
drement de a d'amplitude 1/10.

c. Il suffit de modifier I'affichage final par :

« Afficher(x — 0,1) ;».

E311 suffit d’ajouter « entrer n » , puis de modifier l'ins-
truction « x— x + 0,1 » par «x— x + 10 A(—=n) ».

Exercices d’application
Démontrer en utilisant

les définitions

a.ll semble que:

lim ‘X‘=+ooet lim ‘X|=+oo.
X —+ oo X ——o0

b. Pour tout réel x positif, | x | = x donc pour tout entier
naturel n non nul, si x > 10", alors | x | > 10",
Donc: lim |x|=+oo.

X —+ oo
On démontre de méme que: lim |x|=+oo.
X —>—
Ho. pose f(x)=— x>+ 3x.

Ona:
f(x)<=10"e—x*+3x<— 10" x> —3x— 10" > 0.
or (=10"Y — 3(=10") — 10" = 102" + 2X 10" >0.
Comme la fonction x — x*>—3x— 10" est décrois-
sante sur |—o0;1,5], pour tout réel x<—10", on a:
f(x)<—10".

Ona lim f(x)=—co.

X ——o0

a.Onpose: g(x)=f(x)—(—1)= 2

1+x%°

2 _
<107"
1+ x2 0

0<g(x)<10"&
S x2=2X10"-1.
Doncsix=>Aavec A=+v/2X10"—1,0na:
0<g(x)<10™.
Onen déduitque: lim g(x)=0,
X —+o0

m_rG0==1.

La courbe <€/. admet la droite &9 déquation y=—1
comme asymptote en +oo.

On démontre de méme que % est asymptote a ‘(éf en
— 00,

b. La fonction f est dérivable sur R et :

soit:

, 4x
X)=——"—""3,
S (14 x?)
d'ou le tableau de variations de f* ci-dessous.
X — o0 0 + o0
f(x) + 0 -

1
f(x)

-1 -1

Pour tout réel x, —1 < f(x) < 1, donc f est bornée sur
R.

A Uincervalie 10,5;1,5[ est ouvert et contient 1.

Comme lim f(x)=1,il existe un réel a tel que pour
X —+ o

toutréel x >a, f(x)€]0,5;1,5[.
Donc pour tout réel x € |a; + oo [, f(x)>0.

Livre du professeur - CHAPITRE 2 Limites et fonctions continues 3
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SRXVCISNEY peterminer une limite
en utilisant les opérations

E On est en présence d'une forme indéterminée du
o0 e
type « —_—». Pour tout réel x non nul,ona:

1 1
)0
X—x _ X By x?
X

xX+2 - (1_'_%)'

x<1 l)

( x2>
lim x2=+oc et lim ,
X —+ oo X—>+oo< L)
X
. 1T _
car lim — =0et lim 7_0'
X—+oo X X —4o00 X
. 3—x
Donc lim =+ o00.

X
X — +oo x+2

E Pour tout réel x = 0

F(x)=x=vx =VxXV/x=V/x =VxX(/x—1).

Comme Ilim vx =+oc et lim vx —1=+o0, par
X —+ oo X —+ oo
produit,ona: lim f(x)=+oo
X —+ o

RLVEUSEUEY peterminer une limite

On est en présence d'une forme indéterminée du
o0 . . ope
type « - ». Pour tout réel x strictement positif,

1 1
fx)=—7—X
S
X
Comme Ilim — =0 et lim = 0, en utilisant
X -+ X—>t+oo v X
les opérations sur les limites, lim f(x) =10
X —+ o

Bl imn 2-0e I|m3cos(X)—3

X —+ oo

Donc par composition, lim 3cos<%> = 3.

X —+ o

ﬂ On est en présence d'une forme indéterminée du
type « oo — oo ». Pour tout réel x <— 2,

f(x)= ~(V2¢-3) _ 43
x—+v2x2—3 x—+v2x* -3
R

= 3 - x X 3
X—‘X|\/2——2 1+ 2—7
carici | x| =—x.

lim —=o0et lim % 0, en utilisant les

X——o© X——o0 X

I|m f(x

a.b lim(x+1)=2etlim(x—1)=0,
X—1 X—1

Comme

opérations sur les limites,

x+1
donc lim
x—1X—1

Donc lim f(x) = lim vt =+oo.
X—=1 t—+oo

:+oo,carx€]—1;+oo[.

d lim XH = im X =1,

X—doo X1 x—+oo X

Donc lim f(x)=limvt =1.
X —+ o t—1

b.) lim f(x) =+ oo, donc la courbe représentative de f
X —1

admet la droite d'équation x = 1 comme asymptote.
D lim f(x)=1, donc la courbe représentative de f
X —+ o

admet la droite d'équation y = 1 comme asymptote.

SRXVCISENED Etudier la continuité
d'une fonction

Kl yona:limx=1et I|m—— Tet f(1)=1,donc

X —1

x <1 x>1
lim £(x)=£(1).Lafonction f est continueen 1.
x—1
D Comme f est continue sur |—
est continue sur R.

oo; 1 etsur |1;+ oo, f

Pour tout réel x=0, 0< X donc
X+ 1

f(x) = 0.Lafonction f est continue sur [0; + oo|.
a.Pour toutréel x> 0,0na:|x| = x.

2
Donc f(x)= w

Ainsi pour tout réel x >0, f(x) = 3x+ 2.
Donc lim f(x)= 2.

x—0

x>0

b. Pour toutréel x<0,ona: |x\
3x2 — 2X

X

Donc pour tout réel x <0, f(x) = =3x—2.
Donc lim f(x)=-2.
x—-0

x<0
c. lim f(x)# lim f(x).Il n'est pas possible de trouver
x—0 x—0

x>0 x<0
une fonction g continue telle que pour tout réel x # 0,

J(x)=g(x).

SRS EUEY pénombrer
les solutions d'une équation f(x) = k

a. f'(x) = 6x*+ 24x + 18.

A=144;x, =—3etx,=—1.
D'ou le tableau :
X —o0 -3 —1 + oo
f(x) + 0 - 0 +
9 + 00
f(x) / \ /
— 0 1

D Sur lintervalle |—oo;— 3], la fonction f est stric-
tement croissante, continue, et d'intervalle-image
]— o0 ;9] contenant 0.

4 Livre du professeur - CHAPITRE 2 Limites et fonctions continues
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On en déduit que léquation f(x)=0 admet une
unique solution a sur |— oo ; — 3].

D Sur lintervalle [—3;+ o[, le minimum de f est 1.
Donc léquation f(x) = 0 n‘admet pas de solution sur
cetintervalle.

D Finalement, l'équation f(x) = 0 admet une unique
solution a sur R.

Par la calculatrice, a =~ — 4,05.

b. Le tableau de signes de f(x) estsurR:

X — 0 a + oo

f(x) -0

D'ou linéquation f(x)>0 admet pour ensemble-
solution [a ; + oof.

a.la fonction f est dérivable sur ]0;+ oo et

3x—2 .

(x) = ,d ’ td de 3x—2,
f'(x) < onc f’(x) est du signe de 3x
d'ou le tableau de variations ci-dessous.
Onam=—1,17.

X 0 a % b + oo
f(x) - 0 +
1 + oo
f(X) /
m

D Sur l'intervalle

0; %[, la fonction f* est strictement

décroissante, continue, et d'intervalle-image |m;1]
contenant 0.

On en déduit que l'équation f(x)=0 admet une

unique solution a sur [0 ; % [

b Surl'intervalle

2 . .
?;+ oo[,la fonction f est strictement
croissante, continue et d'intervalle-image [m;+ oo
contenant 0.

Donc I'équation f(x) = 0 admet une unique solution b
2

3 + oo[.

D Finalement, léquation f(x)= 0 admet deux solu-

tions sur R.
b. 0,06 <a<0,07 et1,60<b<1,61.

sur l'intervalle

a. La fonction f n'est pas continueen —1, car:
Iim1 f(x)=1#£1(=1).
Y
x<-1
b. Pour toutréel k € [—1; 2], équation f(x) = k admet
au moins une solution.

c.On remarque que la condition « f continue sur
[a; b] » n'est pas nécessaire pour conclure.

D) [ravaux pratigues

Des limites en géométrie
© Modéliser la situation et conjecturer

AP=3.72
AN=1.66
AP/AN=2.24

_‘

AP=0.21
AN=0.19
AP/AN=1.07

Kl Faire la construction (On a prisici R = 3). Lorsque P se
rapproche de A, AP tend vers 0.

AP
ElLe rapport - tend vers 1.

@) Elaborer une démarche

ElLa droite (PT) est tangente au cercle en T, donc le
triangle OPT est rectangle en T. Le théoréme de Pytha-
gore permet d'écrire :

OP? = OT* + PT?,
PT? = OP? — OT? = (x + R}’ — R?,

PT? = x> + 2xR.

soit :
donc:
ElDans le triangle OPT on a cosOPT = % et dans le

i opT = PN PT_ _ PN
triangle PNT, cosOPT = PT .Donc op — PT -

PT> _ x>+ 2xR
opP x+R

Onadonc AN =pN—x= R

x+R"’
Donc: AN _ R
’ AP X+R"
. AN _ . R _
B)EILnQAP_)EIToX-l‘R_L

On en déduit que PN =

Résolution approchée d'une équation par
dichotomie
Objectif : Mettre en place un autre algorithme pour déter-
miner les valeurs approchées d’une solution de I'équation
f(x)=o.
Kl a. La fonction f est dérivable sur Ret:

F(x) =123 —12x% — 24x = 12x(x + 1)(x — 2).
b.Le signe de f'(x) donne le tableau de variations
ci-apres.

Livre du professeur - CHAPITRE 2 Limites et fonctions continues 5



©Hachette Livre 2012 - Déclic T S

e 14
700 \9/ \18

Ha.) Surlintervalle |— oo ; 0[, f posséde un minimum
égal a9, donc Iéquation f(x) = 0 n'y a pas de solution.
D Sur lintervalle [0;2[, la fonction f est strictement
décroissante, continue, et d'intervalle-image |— 18 ;14]
contenant 0. On en déduit que I'équation f(x)=0
admet une unique solution a sur [0;2] .

D Sur lintervalle [2; 4+ o[, la fonction f est strictement
croissante, continue et d'intervalle-image [—18; + oo
contenant 0. Donc l'équation f(x)=0 admet une
unique solution B sur l'intervalle [2 ; + oo|.

D Finalement, l'équation f(x)= 0 admet deux solu-
tions sur R.

b. Par la calculatrice, 1< a <2 et 2< < 3.

H a. Si le produit f(a)Xxf(m)<0,alors f(a)et f(m)
sont de signes contraires.

Si le produit f(a)Xf(m)>0,alors f(a) et f(m) sont
de méme signe.

b. L'algorithme permet de déterminer des valeurs appro-
chées par défaut (a) et par excés (b) de a avec une
précision de e, et pourcela,onprenda =1 etb = 2.

c. On obtient a =~ 1,042 par exces a 0,001 prés.

d.On prend a =2 et b= 3. On obtient =~ 2,605 a
0,001 pres.

Comme une parabole ou comme une hyper-

bole ?
Objectif : Préciser la notion de courbe asymptote a une
autre.
X3
B lim f(x)= lim == lim x*=+oo.
X —+ oo X —+ X —+ o
Deméme, lim f(x)=
X ——0o0

D lim(x*—x*+x)=1et lim(x—1)=0.
x—1 X —1

Donc en utilisant le signe de x — 1 au voisinage de 1, on
obtient:

lim f(x) =—o0 et lim f(x)

X —1 X —1
x <1 x>1

E1Voir le graphique ci-dessous ol on a tracé la parabole P..

=+ o0.

El a. En réduisant au méme dénominateur :
d ax® +(b—a)x?

+(c—b)x+d—c

ax* +bx +c+ =
x—1 x—1

En identifiant, nous obtenons le systéme suivant :

a=1 a=1
b—a=-1 b=0
c—b=1 c=1
d—c=0 d=1

Donc pour tout réel x différent de 1 :

1
— 2
F)=x+1+— .

b. On considere la parabole %, d'équation y = x> +1.

Comme lim (f(x)—(x*+1)) = I|m

=1
X —+ oo
parabole %, est trées proche de € en + .
On obtient le méme résultat en —

[ a. Voir la courbe ¥ ci-dessus.

=0,la

_ 2 1
b. f(1+h)=(0+h)+1 M
=h2+2h+%.
Doncf(x)Z(x—1)2+2(x—1)+2;(f_11
Donc f(x)— =1 =(x—17+2(x—1).

x—1
Comme lim[(x—1Y+2(x—1)] =0, I'hyperbole %

x—=1

=1

i . 2x .
d'équation y = convient.

c. Voir ci-dessus.
d.Les points d'intersection des courbes P, et ¥ ont
2x — 1
-1
0. Léquation x*—x—1=0 a pour

des abscisses qui vérifient x>+ 1 = soit

x(x*—x—1)=

discriminant 5, donc elle a deux solutions % et
1-+5

5>
Donc % et 3 ont pour trois points d'intersec-
tion de coordonnées (0;1), <1 +2‘F > +2f>
( 1-V/5 5-5V5 )

2 ! 2 )

Ei Claudine a-t-elle raison ?
Objectif : Conjecturer et prendre des initiatives dans la
mise en ceuvre de la démonstration.

Pour que Claudine ait raison, au voisinage de + oo,
f(x) doit étre trés proche de x —2. Un logiciel de
calcul formel donne le résultat ci-dessous qui semble
confirmer cette conjecture.

]partfrac((x"3-x"2-4x+5)!(x"2+x-2))

x-2+_ 1 4+ 1
X-1+3 (X+2)-(-3

(x=2)

_ 1
g(x) = X+x—2"

En posant g(x) = f(x) — ,on obtient :

6 Livre du professeur - CHAPITRE 2 Limites et fonctions continues
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|sim plify((x*3-x*2-4x+5)/(x"2+x-2)-(x-2))
1

2
X +x-2 I

lim (x*+x—2)=40c.Donc lim g(x)=0.

X —+ oo X —+ o

Donc lorsque l'on remplace f(x) par x — 2, on commet
, 1 .
une erreur de l'ordre de X qui est « proche de 0 »

lorsque x est « grand » : Claudine a raison.

Prendre des initiatives

Objectif : Initier les éléves a des problemes de recherche.
EPourn > 2,lafonction f, :x —> x+ x>+ ... +x"—1
est dérivable et f(x)=1+2x+... o >0 sur
lintervalle [0; 1]. Elle est donc strictement croissante et
continue.

f(0)==1Tet £,(1)=n1,donc0 €] ,(0); f,(1)].
D'aprés le théoreme des valeurs intermédiaires I'équa-
tion f,(x) = 0 admet une unique solution a, dans l'in-
tervalle [0; 1].

B Onaa, +(a,—f+...+(a,_,) ' =1.

Donc f,(a,—1) = (a,-1)" >0.

Comme f;, est strictement croissante sur [0;1] et
fo(a,)=0,0naa,_;>a,.

Donc la suite (aj,) est décroissante.

vona fi(1)=+ (1 + o r(3f -1
1 1 n+1
_7-5)

R 1R
‘I__

2
Donc pour tout entier n > 2, - < a,,. La suite (a,) est
minorée par 17
D La suite (a,) est décroissante et minorée , donc elle
converge vers un réel ( tel que 17 <(0<a,.

D Comme f,, est strictement croissante sur [0; 1],

Fo(3) SO < i (an),
soit : ~(5) <m(v)<o

Donc la suite de terme général f,({) converge vers 0
d'apres le théoreme des gendarmes.

0— Qn+1
D f(0) =0+ (0P + ... +(0) - 7190 -1,
qui converge vers L _ 1,car lim (¢)""=o0.
1-0 n—+oo

0 _ oo 1
- 1=0,soit(= 5

D) Faire le point

I]a.

Ab.

Doncona

Hec.
Kc

db.
Hec.

Hc.
M b.

Ha.etc.
Hec.

HE Faux.
A Vrai.

D) Exercices d’application

D Limite d'une fonction a l'infini

E vrai.
H Faux.

H Faux.
A vrai.

Fl a. Faux.

b. Vrai. c. Faux.
F Faux.
@ K b. Elb.etc.
Limites : lecture graphique

29| Iim f1(X)=+oo et Iim ﬁ(X):-I-oo.
b lim f2 x)—2et I|m fz(x)—

X -+

lim f3(x) =—oo et I|m fs( )=

Xa+oo

J IiT fa(x)=2et I|r11 f4(x)——2

+ 0.

b lim f(x)=

X -+
> lim g(x)=0.
X -+t
D lim h(x) n'existe pas.
X -+ o
b lim k(x)=o0.
X -+t oo

Limite finie a l'infini

Démonstrations du cours
[l a. Soitunréel ¢ strictement positif

12 Seex< 4/ ou x = 4/
X
b. D Pour tout reel € strictement positif, des que
x>4/1f,ona1f2<sdonc: lim 1*2=0.
1S X X—+o0o X
D Pourtoutréel € strictement positif, desque x <— ./ 1?,

e donc: lim 1*2 =0.
X

X——x

ona 1*2 <
X
F2) Soit un réel & strictement positif :
1 1
——<eSx=—.
1

b. D Pour tout réel e strictement positif, dés que x = —-,

13
1 . 1
ona——<edonc: lim ——=0.
‘/; X—+o0o v X
Ell Pour tout réel x, f'(x) = —(1_?)(2)2.
X

La fonction f est croissante sur |— oo ;0] et décrois-

sante sur [0; + oo.

Ha. f(x)-(-1)<10* &

3 —4
< .
1+ x° 10

Livre du professeur - CHAPITRE 2 Limites et fonctions continues 7
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1_3)(2 <107*%e x< 29999 ou x =+29999.
Doncsi x > 174, anrsf() (—1)<1074
- x <
(-1)|<ee e SE

3
11 2 <8<:>X<—4/——1 ou x = 4/——1
Doncsix>4/%—1,a|ors\f(x)—(—1)\<s

Donc lim [f(x)—(=1)]=0,s0it lim f(x)=—1
X —+ o X —+
c.Deméme lim f(x)=—
X — — o0
d. Ladroite déquation y = — 1 estasymptote en + oo et
en — oo ala courbe représentative de 1.

ElLe maximum de f surRest f(0) =
Et pour tout réel x, f(x)>—1, car:

3
fx)+1= T4 00

El Il semble que la limite de f en + oo est 3.
Ela. Pour tout réel x >— 2,

-2
f(x)— T <o. Donc | f(x) —
b. Pour tout réel ¢ >0,

f(x)-3|<ee xf-

2
3= x+2°

<e (:)x>£—2.
2 €

En posant A =%—2, on a pour tout réel x> A,

f(x)e]3—¢e;3+¢l.

Donc la limite de f en + oo est 3.

La courbe représentative de f présente une asymptote
d'équation y = 3 en + 0.

34 5T x€|0;+ [, fi(x)= 6_32X qui est du
sighe de 6 — 2x.
X 0 3 + 0o
f'(x) 0 -
7
Y
y=2
14
6+
I0 -II T T T T T T T IX

ﬂa.llsembleque lim fx)—2

— 7.

X

DSix>:|2x—3|=2c—3.Donc|2x - 3| < 2x,et

F0=2]< B soit| r(x) -2/ < 4

PSiT<x< S :|x-3[=3-2x.
3-20 2

2
Donc | (x)— 2|~ 2 = 37202 - 3-8
Donc | f(x)—2|< %
b.SoitunreeI8>0.Pourtoutx>%,%<e,

donc| f(x)—2|<e
On en déduit IiT f(x)=
X — [e o]

c. La droite 2 est asymptote a la courbe € en + oo.

Comme la fonction f est décroissante sur |0 ; + oo
et lim f(x)=0,0 est un minorant de f, donc pour
X —+ oo

tout x >0,0na f(x)>0

[la.

b. b Lorsque I'abscisse x devient « grande » le point M’ se
rapproche du point O.

D Lorsque I'abscisse x devient « proche de 0 » le point M’
s'éloigne de O.

c. Le graphique ci-dessus, obtenu en créant le « lieu» du
point N lorsque M varie, confirme les résultats du b.

Fla.Ona:
= _ OA _ 2 =, _ oM _y
tanOMA—ioM =5 et tanOAM' = OA ~ 2

Comme OMA = OAM’,on a =

La fonction £ qui a x associe y est telle que f(x) = %

b.Désque 0 < x<4X107°, f(x)>10°.

c.Lorsque x > 10°,alors 0 < f(x)<4X107°.
Limite infinie a l'infini
Démonstrations du cours
[l a. Soit A un réel strictement positif.
Sur[0;+ o[, *>A x=>VA.
b. Pour tout réel A> 0, on a déterminé un réel B = VA,
tel que dés que x > B ona x> A ;donc:
lim x? =+oco.

X —+ oo

c. Soit A un réel strictement positif.

Sur]—o;0], X¥*>A© x<—V/A.
b. Pourtoutréel A>0,onadéterminéunréel B =—+/A,
tel que dés que x< B ona x?> A ;donc:

lim x? =+oo.

X ——o0o0

8 Livre du professeur - CHAPITRE 2 Limites et fonctions continues
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F1 Soit A un réel strictement positif.

Sur[0;+ oo, Vx = A& x> A%

Pour tout réel A>0, on a déterminé un réel B = A? tel
que désque x =B ona+/x = A donc:

lim v'x =+ oo.

X —+ o

Pzestladéﬁnitionde lim f(x)=—oc.

X —+ oo

By 1im f(x)=—c.

X —+oo

b lim g(x)=—oo.

X —+oo

D lim h(x)=—oco.
X —+oo

b lim f(x)=+co.
X—>—o0

b lim g(x)=+oo.
X —>—0o0

b lim h(x) =—o.

X——o0

EE [ Voir la figure ci-dessous.
lim x> =40 et lim x> =+o0.

X —+ o0 X ——o0
F1 Voir la figure ci-dessous.
EI» lim g(x)=—cet lim g(x)=—co.
X —+ oo X — — o0
D lim h(x)=+ccet lim h(x)=+oo.
X ——0o0

X —+ oo

[l Pour tout réel x, — 1 <sinx < 1, donc f ne peut
pas admettre de limite infinie en + cc.

F1 Pour tout entier k, sinkt = 0 et sin(% + 2k7'C> =1.

[E1 Si la fonction f a pour limite { en + oo alors :
pour x > A, f(x)€]0—0,25;0+0,25],
ce qui est impossible d'aprés les résultats du E1.

B Limite d'une fonction en un point

[ Faux. F1 Vrai. [El Faux. 21 Faux.
Hb.d. Ha.,b.

Représentations graphiques

1 X
b. Y4
14 ////"—~_
T T T T 0 1 T T T |X

b lim f(x)=1

X ——

) Iinlzf(x)=+oo;

x<-=2
b lim f(x)=—oo.
X——2
xX>—2
D lim f(x) =—o0;
X—2
x<2
D lim f(x) =+ 0.
X —2
xX>2
b lim f(x)=1.
X —+ o
N Les asymptotes a 6 sont :
la droite déquation x = 0, la droite d'équation y =— 1
en — o et la droite d’équation y = 3 en + .
2] 7
_ ;13
1+ \%
T T T T T T T 0 1I T T T T T T IX
y=-1

Livre du professeur - CHAPITRE 2 Limites et fonctions continues 9
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Utiliser les définitions

Démonstration d'un résultat du cours
[ Soit A un réel strictement positif.

1 /1 /1
7>AC>— 7<X<OOU0<X< 7
EPourtoutréeIA>O six;éOet—4/17<x<\/¥,

anrs 5~ > A.Donc I|m =+ 0.

48| El Il semble que lim f(x) = +co.
X —1

ElPourtoutréel x # 1,si| x — 1| < a,alors (x = 1} < a?

N B

(X -1 )2 aZ .

El a. Définition d’une fonction qui admet une limite
égalea+ooen:

«Pour tout réel A, il existe un réel e tel quesi| x — 1|< e
alors f(x)=> A ».

b.D'aprés la question Fl, en posant & = \/; on
prouve que )I(im1f(x) =+oo.

AR/

donc:

La courbe représentative de f admet la droite d'équa-
tion x = 1 comme asymptote.

B lim £(x) == oo et lim f(x) =+os,

x<0 x>0
donc la fonction inverse n‘admet pas de limite en 0.

FlOna: 5 -

f< T+ k2m ) - sin(7+ kn).
k étant un entier relatif, quand k tend vers +oo,
sin(% + kn) prend alternativement les valeurs 1 et

—1,donc lafonction f nadmet pas de limite en 0, nien
0 ,nien0".

E) Détermination de limites

@ FT Faux. 1 Faux. El Faux. 3 Faux.
E [l Faux. 1 Faux. El Vrai. 1 Faux.
Utiliser les opérations
+ oo + oo =1
~ f(0) \ / / \
2 — o0 — o0
X - —1 0 2 + o0
+ oo + o0 + o0 + oo
()| \ / \ /
2 1

X - —1 0 2 + o0
+ o0 + oo + oo + o0
f(x7? \ / \ /
4 1

X |- —1 0 2

a. lim x(x—3)=+oc.

X —+ oo

b. lim (—x*(x+2)+1)=+o.

X——0

+ o0

1/ \

1
f(x) -

1
2

a.Ona lim 17=O, lim i3=0,donc:

X —+ oo X—+oo X
lim X3<1—1—+i3>]=+oo.
X — + oo X X

b.On a Ilim 1f=0, donc lim (X+i)=—oo et
X X

X——0 X ——

donc lim —3x<x+i) —oo.

X—>—

EﬂOna:

lim (17—4>=—4et lim (x +3)=+oo,

X —+oo X -+

donc lim (x*+ 3)(*-4) —oo.

X —+ o

F1 Pour tout réel non nul, —><(x+ 5)=2+ &

Comme lim % =0,0ona lim f><(x+5)—2
X —+oo X XH-‘roo

@ a. f est bien définie sur R (pas de valeur interdite).
Pour tout réel x # 0, f(x) = x> <—1 + % - %)

lim x> =+o0
X —+oo

et lim (—1 +%—%>=— 1, par produit,ona:
X —+ o

lim X)=-—
Xﬂ+oof( )
De méme, lim f(x)=+oo
X — — 00
b. Pour tout réel x, on a 2 + 3x? # 0. Donc g est définie

sur R.
Pour tout réel x # 0,

Comme

g x2<XL:(+3) ) X<L21+3>.

lim <%+3>=3, par

X —+ o

lim £(x)=0.

X —+ 00

De méme lim f(x)=0.
s

c.Pour x> —4x+5, A =—4. Donc pour tout réel x,
x2—4x+5#0.
Donc h est bien définie sur R.

Comme |im x=+o et
X —+ o0

quotient,ona:

10 Livre du professeur - CHAPITRE 2 Limites et fonctions continues
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Pour tout réel x # 0,
x3 <9 +

h(x) =
X2 (-I _ i

Comme lim x=+oc, lim <9+1—3>=
X —+ oo X

X —+ oo

et lim (1 - % + %) = 1, par quotient,ona:

X —+ o

lim f(x)=+oo.

X —+ oo
Deméme lim f(x)=—co.
X ——o0
— 00 + o0
f + o0
g 0
h + o0 —
f+g + o0
f—9g + o0
/9 0
fh + oo
g—h — o0 ‘ + oo ‘
f/g + oo
flh 0
g/h 0 0
th 0 + o0
@ a.0Ona lim(4 — x?) = 0" ;donc lim—= 5 =+oo.
X—2 X—2 -
x<2 x<2
b.Ona lim(4 —x?) = 0™ ;donc lim—= 5 =—oo.
X—2 x-24—X
X>2 X>2
.Ona lim (4—x2)=0";donc li X =4,
C naXLrTJZ( x?) oncxlﬁrpzél_x2 00
x<-2 x<-=2
d.Ona lim (4—x%) =0";donc lim—= 5 =—00
X——2 x-24—X
xX>=2 x<2
e. Six est différent de 0, —— T = !
4 — x _X<1_i>
2
X
comme [im (1—%)21,donc:
X —+ oo X
. X .
| = lim —=0
X—I>Too4_X2 Xle X

@ a.bOna:

lim (17+2)=2et

X —+ oo

par produit: lim f(x)=+oc.
X —+ o

lim (x*—1)=+o0,
X — + oo

POna Iim(1—+2>=+ooet Iim(x*—1)=-1,
x -0\ X X—0

x>0
par produit: lim f(x)=—oco.

X —+ o

b.»POna lim (17+2)=2et lim (x2=1) =+o0,

X ——o0 X ——o0
par produit: lim f(x)=+ooc.

X —+oo

POna |im<L+2>=—m et lim(x*—1)=—1,
x—0" X X—0
x<0

par produit : Iimof(x) =+oc0.

X —
x<0

c. D Un logiciel de calcul formel donne pour x différent

de1:

3
3-2
B2 _ oo gyrag—— 1
1—x x—1
DPOna lim (8x*—28x+26) =+
X——o0

et lim — !
X —

X = — 00 1

=0,parsomme: lim f(x)=+oo.
X — — o0

b Ona lim (8x? — 28x + 26) = 6et Iim(— X1_
X —1

x—1

i >:+oo,

<1
parsomme: lim f(x) =+oo.

x—1

x <1 2 _
d. D On a pour x différent de 2, % =x—2.

b lim f(x)= lim (x—2)=+c0.
X —+ o X —+ oo

J )!iinzf(x) = )!iinz(x— 2)=0.

@a.DOna Iimox1 =—Let Iim<—17>=—oo,
X —

—4 4 X—0
x>0
donc par somme: lim f(x) = — .
x—0
x>0
. 1 _ (1N 1
IOna)I(lerX_4 = ooet)!|Ln4( x> 4,doncpar
x <4
somme lim f(x) =—co.
X —4
x<4

b.Sur]—3;—2[, f(X):%

CoAx+1 : __
P Im 3y T e m y)
x<—-2

donc par produit: lim f(x) = +oc.
X—=2

oo,

x<—2
. 4x + 1 .
D Iim —— =11et lim ——— =+ oo, doncpar
xe—3 (x+2) s (x+3) P
x>-3

produit: lim f(x)=+oco.
X—=3

x>—-3

c.Sur]5;+ o[, f(x)= (X;(SSX_X;;?)) - (X42' 2 '

b lim f(x)=—co.

X —+
D lim f(x)=—4.

X—-5 3
d.) XlLrTJ1<2X_ 1) =—3 et Xllnj1m =+ 00, donc

x>=1
parsomme lim f(x) = +oo.

x——1
x>—1

Livre du professeur - CHAPITRE 2 Limites et fonctions continues 1
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D lim (2x—1)

=+oco et lim = 0, donc par
X —+ o )

3
X—too (X +1

somme lim f(x)=+ococ.
X -+ oo

Elllsembleque lim f(x)=0etlim f(x) = +oc.
X —+ oo x—0
x>0
FI» lim(1—=3x)=1 et lim(x*+x)=0", donc par
xX—-0 x—0
x>0
quotient Iimof(x)=+oo.
X —
x>0

1—3x
DSur J0;+ oo : f(x) = Ztx  x X 1

Comme lim 17 = 0, par somme et produit :

X —+ o
lim f(x)=0
X —+ oo

b La courbe représentative de f admet deux asymp-
totes d’équations respectives x=0ety=0.

3x+1)(x—1)
ED = a1 _ |

f( ) ( + ) (Xz . X)Z

b.c. f'(x) est du signe de x — 1 sur ]0;+ oc[, d'ou le
tableau de variations de £ :

(%) — 0 +

f(x)

[N Pour tout réel x non nul, et a, # 0 :

a dg
X)=a,x — +
f( ) n Gan 1 a,,x”

nly 4 oty
an

Comme lim o 0 pour tout entier naturel k non
X —+ oo

nul,ona:
Gn-1 a ao
1 +W+...+ n—1 n
n an X a, X

lim
X — + o9

Donc lim f(x)

X —+oo

On démontre de méme que:
lim f(x)=
X ——00 X
lim f(x)= lim (=3x*) =—c.
X —+ o0 X —+ o

= lim a,x"
X —+ oo

Iinjooa,,x”
Ha.)
b lim f(x)=
b.d lim g(x)=

X —+oo

b lim g(x) =

lim (—3x*) =-—
X——o0

lim 2x3 =+ 0.
X —+o0

lim 2x3 = — .

X——o©

Composition de fonctions

245 x<1+—52>
63 a.DPourx>0,Z 1 = 1
g 4+

Comme lim 1= 0, on a par somme et quotient:
x—+oo X
14+
. X2 1
I|m 7127
X —+ oo 4+ —
X
Donc par produit: lim )(274_5—+
parp a1
2
. x“+5 .
b lim 22 = lim vt =+oo.
P U I TS =
b.Onaparsomme, lim (x>+x+ 1) =+o0,donc:
X —+ o
lim VX2 +x+1= lim Yt =+o0
X —+ o t—+ oo
c. lim (x¥*+1)=+00,donc:
X——©
lim Vx2+1 = lim vVt =+
X ——o0 t—+o0
donc par quotient: lim —3 = 0.
X——oc+/ 2+1
d.D Pour x >0,
«/x+1 \/1
b Comme lim 1—=O, et lim «/—=+oo, on en
X —+ o0 X —+ oo
déduit : lim

X =+
X—too vV X+ 1 )

@n lim (x*+4)=+00,donc:

X oo
lim vx*+4 = lim Vt =+ ;
X ——o0 t—+oo
comme lim (—x)=+oc,0naparsomme:
X——x

im 7(x) =

E1 En multipliant et en divisant f(x) par v x* + 4 + x.
On obtient pour tout réel x :

f() W#—x
lim (VX2 +4 +x)=+o0,

X —+ oo

donc lim f(x) = 0 par quotient de limites.
X —+ oo

@bhm( ) 0,

V—C

donc lim /1 —V—2 = limv/t =07,
V—+oo C t—-0

donc d'aprés le quotient des limites on obtient :

limm =+ 0.
Vv—C

Théorémes de comparaisons

66| Démonstration du cours
FIROC « lim f(x)=+oo » signifie que pour tout réel

X —+oo

A, il existe un réel Btel que dés que x > B, alors f(x) > A.

F1 Pour tout réel A, il existe un réel B tel que dés que
x> B, alors f(x)> A. Mais comme g(x)>f(x), on a
g(x)>A.Donc lim g(x)=+co.

X —+ oo

12 Livre du professeur - CHAPITRE 2 Limites et fonctions continues
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. Pour toutréelx, —1 <sinx < 1.
Donc x <f(x)<x+2.

lim x =+o00,donc lim f(x)=+oco d’aprés le théo-
X —+oo X —+ o

réme de minoration.

donc
=+

Ma.Pour tout réel x, —1<sinx<1,
x* <f(x)<3x%, I|m x2—+oodonc lim f(x)

X —+ o0
(Théoréme de mlnoratlon).
b. Pour toutréelx, —1 < cosx < 1.

Donc—37<f( )<—3T, Iim T4 T o

Donc lim f(x)=—o0 (Theoreme de majoration).
X —+

@ [l Pour tout réel x, — 1 <
Donc1>—cos(x)>—1,et3

cos(x)< 1.
>2—cos(x)=1.
1

1
So———7 s T
"3 = 2—cos(x) 1

Par passage a l'inverse

X X
<—% <
3 7 2—cos(x) SX

¢ o .
lim 3 =+ o0, par le théoreme de minora-
X —+ oo

F1a. Pour tout réel x > O,ona:

Comme

. X
tion,ona: lim =+ 0.

X =+ 2 = cos(x)
b. Pour toutréel x <—1,

x—1<x+cos(x)<x+1<0.
Donc pour toutréel x <—1,ona:
x+cos(x)  x+1
2—cos(x) = 3

x—1<

= — oo, par le théoreme de majo-

; im X +cos(x) _
ration, ona: lim - 0y =

Comme |im
Xo—oo 3

K £3 pour tout réel x > 1,0npose f(x)=
1

f'(X)=m

x+1

>0, donclafonction f est croissante

sur [1;+ oo.

X 1 + o0

f(x) +
1
2

1 X

—— < <1.
On adonc o) T 1
E1» V'x = 0. D’aprés ce qui précéde :

\/; x\/;
donc comme lim £:+oo,ona
X —+ o 2

XV X

lim =+ oo (théoréeme de minoration).
X—+o0o X + 1
D De méme X 1
2v Vx(x+1 ) v x
1
comme |lim ——= I|lim —/—=0.
X —+ oo 2\/ X—-+oo Vv X

Donc lim
X —+oo

X _ L
x(x+1) = 0 (théoreme des gendarmes).

lim 1 0,
X — + oo

El Comme lim 1*22

X—+oco X

donc lim f(x)= 0 (Théoréme des gendarmes).
X —+ oo

—
Fl lim— =+,
x—0X
x>0

donc Iimof(x) =+ oo (Théoréme de minoration).
X —

a.b lim u(x)= lim v(x)=3,

X —+ oo X —+ oo
donc lim f(x)= 3 (Théoréme des gendarmes).
X —+ oo
b lim u(x)=+oo,

X—>—o0

donc lim f(x) =+ oo (Théoréme de minoration).
X ——o©

b. Par exemple:
1\

G4

o1 I
Gy
a. Par définition, pour tout réel x,
E(x)<x<E(x)+1.
Donc x — 1 < E(x).
En conséquence x — 1 < E(x) < x.
E(x
b. Donc pour x >0, 1 —17< (x) <
Comme lim 1 _ 0.
X —+o0o X
Donc lim f(x) =1 (Théoréme des gendarmes).
X —+too
D Continuité
[l Vrai. HlVvrai. ElFaux. [ElVrai. HEFaux.
[l Vrai. FlFaux. Elvrai. 21 Faux.
[l Faux. FlVvrai. ElVvrai [ Vrai.
Etudier la continuité
El a. Vrai. b. Faux. c. Faux.
Fla. Vrai. b. Vrai. c. Vrai.
E[-3;1].

Livre du professeur - CHAPITRE 2 Limites et fonctions continues 13
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(x) = xpour0 < x<?2
S = 2+3(x—2)pour2<x <5’

Ona f(2)=2et:
lim f(x) = lim[2+3(x—2)] = 2.
X—2 X—2
x>2

La fonction f est continue en 2.

&l .. v

<Y

La fonction /" est continue en 0 et sur R.
b. y

T T IO| ’II T T T T T T =)(
La fonction f est continue sur RR.
x> —4six€|-oo;—2[U]2;+ ]|
-x*+4sixe]|-2;2]
O pour x = 2etpour x =— 2

&\ r(x) =

Fl La fonction f est-continue sur |—oo;—2[, |- 2;2]
et |2 ;4 oo comme fonctions polynémes ; elle est aussi
continue en —2 et 2, donc elle est continue sur R.

La fonction 1 n'est pas dérivable en —2 et 2 (points
anguleux).

.nlS|x¢—1 —1
D I|m1f(x)= I|m1(x—1)=—2, donc pour que f
X—— X——

=x—1

soit continueen — 1, il faut m =— 2.
FI» Pour x différent de 0,
f(X) — 1-— m — —X
X 1+ x2+1

en utilisant I'expression conjuguée du numérateur.
. . —X
b lim f(x)= lim <7> = 0, donc pour que
x—»Of( ) x—0\1++vx2+1 P que f
soit continue en 0, il faut m = 0.

Calculs de limite

T=idz=-20+ 20 00 -10
I]II semble que

la fonction f admette

—1 comme limiteen 1.
x =1 et
n=.99 .-"".‘...'I'= -1.01

FlPour x*>—3x+2,
onaA=1
X, = 2.

Donc x> —3x+2=(x—1)(x—2
Donc pour tout réel x # 1, f(x) = x — 2.
Donc lim f(x)=1-2=—1.

X—1

El Pour x € R\{—3;3},

X2 —4x+3 _ (x=3)x—=1) _ x—1
fx) = =9  (x—3)(x+3) x+3°
Donc Ilmf(x)— I|m x+_1> 21?.
(2] I|r’r1 (x—1)=—4et Iml (x+3)=0.

Donc lim f(x)
xX—-=3

x<-3 x>—3
La courbe représentative de f admet la droite déqua-
tion x = — 3 comme asymptote.

)=+ et Imjgf(x) =

— 00.

1
1_7
D Pour x e R\{~3;3;0}, f(x) == — 1o X

x+3 1+i
X

Comme lim - =0,0ona lim f(x)=1.
X =400 X X —+ oo

La courbe représentative de f admet la droite d’équa-
tion y = 1 comme asymptote.

5
m a.b X+> 1+7
ax + 1 4+L
X
Donc comme lim 1= 0, par somme et quotient de
X =400 X
- +
limites,ona: lim X+ 5 :L_
ot dxt+1 4
. xX+5
b lim = lim vt =
Xot+oV¥ Ax+1 t—1/4
X _ —1

b.) = pour x <0.
Ve \/1+%

. 1
Donccomme |im —5-

X——o00 X

= 0, par somme et quotient de
limites,ona: lim X - 1

’ X/ X241 '
@ a.0na I|m

lim cos<
Mg

i1 O

donc >= lim cost = cos0 = 1.

2x+1 t—0

b.Pour x#0,0na:
1

™1 _ T+
2x+3 24+ 3 3
X
Donc comme lim 1= 0, par somme et quotient de
X —+oo X
limites,on a: I|m mrl o
14 2 +3 2 I
o+ 1\ _ . L
doncxllrp sm(2 +3>— Ilmlsmt—L

—

2

14 Livre du professeur - CHAPITRE 2 Limites et fonctions continues



©Hachette Livre 2012 - Déclic T S

Utiliser un tableau

m ED vrai.

D Pour tout x € |—o0;0[, f(x)<1, donc Iéquation
f(x) =1 n'admet pas de solution dans |— oo ; 0[.

D Pour tout x€]2;+ [, f(x)<1, donc Iéquation
£(x) =1 n'admet pas de solution dans |2; + .

b Lafonction f est continue et strictement décroissante
sur |0;2[ a images dans |—3;+ o[ qui contient 1.
Donc l'équation f(x) = 1 admet une unique solution
dans |0;2].

E1 Faux. Léquation f(x)=— 3 admet deux solutions : 2
et un réel de l'intervalle |— 1; 0.

El Faux. Limage par f de lintervalle |0; 4] est linter-
valle [-3;+ oo|.

1 Faux.

D Limagede [—2;1] par fest[—1;1].
D limagede [—2;2] par fest[—1;1].
D Limagede [-3;1] par fest[—1;2].

EI)» limage de |- oo; 0[ par fest |1;2].

D Limage de [0;2[ par f est |— oo;2].

D Limage de |— o0 ; 2| par fest |— o0 ;2].

D limage de |2;+ oo par f est |— oo ;1].

El a. équation f(x)= 0 admet deux solutions.
b. Léquation f(x) = 1 admet une solution.

Théoréme des valeurs intermédiaires

E o r0)=2;s(1)=-2.

FlLa fonction f:x +— x> — 5x + 2 est définie et déri-
vable sur [0;1], f'(x)=5(x*—1)<0, donc stricte-
ment décroissante sur [0; 1], a images dans [—2; 2] qui
contient 0. Donc Iéquation f(x) = 0 admet une unique
solution dans [0;1].

@ [l La fonction f: x+ xv x+2 est définie et
continue sur [—2;2].

Or f(—=2)=0 et f(2)=4.Comme 0<2< 4, léqua-
tion f(x) = 2 admet au moins une solution sur [—2; 2].
Fl Lafonction f :x — (x* + 1)x? est définie et continue
sur R, lim f(x)=—oc et lim f(x)=+oo, donc

X —— o X —+ o

I'ensemble-image est R. L'équation f(x) = 1 admet au
moins une solution.

La fonction f: x+— x> —x*>—1 est définie et
dérivable sur R, f'(x) = x(3x — 2), d'ou le tableau des
variations:

X |- 0 % + oo
f(x) + 0 - 0 +
=1 + o0
f(X) / \_i/
— o0 27

D’aprés ce tableau I'équation f(x) = 0 admet une solu-
tion unique notée a.
Or f(1)=—1et f(2)=3.Donc1<a < 2.

EH L2 fonction g:x— x*—4x*+4x*> — 1 est définie
et dérivable sur R, g'(x) = 4x(x—1)(x—2); dou le
tableau des variations :

X — 00 0 1 2 + oo

g'(x) - 0 + 0 - 0 +

NSNS

D’aprés ce tableau I'équation g(x) = 0 admet exacte-
ment trois solutions sur R : la premiére dans l'intervalle
|—= o0 ; 0], la seconde égale a 1, la troisiéme dans l'inter-
valle [2;+ .

g(x)

EH 2. pour tout réel xdans [-3;6], f'(x)=3(x*—4);
3 :

X -3 -2 2 6
f(x) + 0 - 0 +
16 144
£03) / \
9 - 16

b. Léquation f(x)= 30 admet une unique solution a
sur l'intervalle [-3;6].

c. D'aprés le tableau, ona 4 < a <5.

d. En utilisant un balayage, on obtient 4,34 <a < 4,35.

94 [l La fonction 1 :x — x> — 5x est définie et déri-
vable sur [—1; 0], f(x) = 3x2 — 5< 0 sur cetintervalle,
donc la fonction f est strictement décroissante.
f(=1)=4 et f£(0)=0, donc lintervalle-image est
[0; 4] qui contient 3 ; donc I'équation f(x) = 3 admet
une unique solution a dans lintervalle [—1; 0].

Variables :
X,y :réels
Début
X——1;y—x>—5x;
TantQue y > 3 Faire
X~ x+1072
y — x>—5x
FinTantQue ;
Afficher (x — 0,01; x)
Fin.

Livre du professeur - CHAPITRE 2 Limites et fonctions continues 15
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E1 On a le tableau des variations de f ci-dessous :
_ _ /2 /3
X |~ B 3 ¢ 3
+ 0 - 0

f(x)

10— + o0

o s ? . 5 e
—10—5—

L'équation f(x) = 3 admet trois solutlons :
aussi —2<f<—1et2<y<3.
D Pour obtenir une valeur approchée de [, on peut
initialiser « x» a — 2. Il faut transformer la condition dans
la boucle Tant Que par:« y <3 ».
D Pour obtenir une valeur approchée de v, on peut
initialiser « x » a 2. [l faut transformer la condition dans la
boucle Tant Que par:« y <3 ».

a, mais

@ La fonction f, continue sur IR, a pour représenta-
tion graphique la courbe ci-dessous.

T

La droite déquation y = k est paralléle a I'axe des
abscisses, donc:

DSi ke |—oo;—5[U]-1;+ o[, I'équation f(x) =k
admet une unique solution.

DSi ke|-5;—1[, léquation f(x)=
solutions.

PSi k=—5 ou k=—1
deux solutions.

k admet trois

, l'équation f(x) =k admet

@ EFEn utilisant la courbe donnée, il semble que
I'équation f(x) = 0 admette une solution: 1.

[ La fonction f est dérivable sur Retona:
f'(x)=6x*>—12x+596. Ce polynédme a un discri-

minant A = 0,96, donc deux racines x; = 1 — ég et
=1+ %, d'ou le tableau des variations :
X — o0 X1 X3 + o0
f(x) + 0 - 0 +
+ o0
w7 N e
— o0 m
Avec m = 0,002 et m =~— 0,002.

Donc I'équation f(x) = 0 admet trois racines sur R.

La conjecture n'est pas confirmée.

Ela.En développant f(x)=(x—1)(ax*+ bx+c) et
en identifiant, on obtient a =2, b =—4 et ¢ = 1,96,
donc f(x)=(x—1)(2x* — 4x + 1,96).

b. f(xX)=0& x=10u2—4x+196 = 0.
Le discriminant de 2x? — 4x + 1,96 est 0,32, donc les

V2 V2

solutionssonta = 1 — 0 b=1+ TR

L'équation f(x) = 0 admet trois solutions a, 1 et b.

Bl £/(x) = 43+ 92+ 2.
Fla. f7(x)=12x>+ 18x = 6x(2x + 3).
D'ou le tableau:
X — o0 —3/2 0 + o0
f(x) + 0 - 0 4+
35,75 too
S / \ /
— o0 2

b. D Sur lintervalle |—oo;—3/2], la fonction f’ est
strictement croissante, continue, et d'intervalle-image
]— o0 ; 35,75] contenant 0.

On en déduit que l'équation f'(x)
unique solution a sur |— oo ; — 3/2].

D Sur l'intervalle [-3/2; 4 o[, le minimum de 1" est 2.
Donc léquation f'(x) = 0 n‘admet pas de solution sur
cetintervalle.

) Finalement, I'équation f’(x) =
solution a sur R.

Par la calculatrice, @ = — 2,3.

. On en déduit le tableau de signes de f'(x) surR:

=0 admet une

0 admet une unique

X — o0 a + 0
f(x) - 0+
E1 D'ou le tableau des variations de f sur R:
X |—c a + oo
+ oo

f(x)

+o0
T~

Hi [l Le volume V de l'eau versée dans le récipient est
le volume du cylindre de rayon 10 et de hauteur 8 moins
le volume de la bille de rayon 4. Soit :

V=nX10°X8 - 3 XnX4 =
1 0On doit avoir R € ]0;10].
E1 Soit R le rayon de la nouvelle bille.
Le volume « eau + bille » est égal au volume du cylindre
de base de rayon 10 et de hauteur 2R, soit :

T X 102 X 2R = 2007R.
Cevolume est aussi égal a Vplusle volume delanouvelle
bille 214+ 2,
Le rayon R de la nouvelle bille est solution du probleme
si son rayon R vérifie I'équation :
(E): x> — 150x + 536 = 0.

E10n pose f(x)=x*>—150x + 536. La fonction f est
dérivable et f'(x)=3(x?>—50), dou le tableau des
variations ci-apres.

214471
3
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x |0 4 v'50 a 10

f(x) - 0 +

f(x)

536\\\\\\Q\\\\* //////D//////736
m

Avec m =~— 171, donc le probléeme a une solution «
entre 9 et 10.

Un balayage donne 9,74 < a < 9,75,

c'est-a-dire R =~ 9,7 cma0,1 prés.

D) Prepa Bac

EEl @ Le signe de f(x) suivant les valeurs du nombre
réel x est donné ci-dessous.

X |—x -2 5
Ela.La courbe ¢ admet une asymptote horizontale
d'équation y = 1 en —oo.
b.D Pour x € | = o0;3[ ona —1< f(x) <1, doncléqua-
tion f(x) =2 n‘admet pas de solution sur l'intervalle
—o0;3].
D Sur lintervalle [3;10], la fonction f est continue et
strictement croissante et l'ensemble des images est
[—1; 3] qui contient 2. Donc I'équation f(x) = 2 admet
une unique solution sur [3;10].
El Les fonctions f et g ont des variations contraires, car

+ oo

g(x)=- / (Xz . Donc on obtient le tableau :
f(x)
X — 00 -2 3 5 + o0
+ oo —1 + o0
g(x) / / \ \
1 — 00 — 00 0

@ Partie A

Ell Pour tout réel x, g'(x) = 2x(3x + 1) ; d'ou le tableau
des variations :

X — o0 —%; 0 + oo
g'(x) + 0 - 0 +
26 oo
27
g(x) /////1 \\\\\ /////’
— o0 —1

EId Sur |-o0;0], g(x)<0, Iléquation
n‘admet pas de solution dans cet intervalle.
D Sur [0; + oo[ la fonction g est continue et strictement
croissante a images dans [—1;+ co[ qui contient 0,
donc I'équation g(x) = 0 admet une unique solution

g(x)=0

Livre du professeur - CHAPITRE 2

dans cet intervalle ; donc I4quation g(x) = 0 admet sur
R une unique solution.
» Comme g(0,65) <0 et g(0,66)>0,0na:

0,65 < a<0,66.
ElISi x€|—oo;al, alors g(x) <0 etsi x€|a;+ o,
alors g(x)>0.
Partie B
D lim (x*+x)=

X——0o0

donc lim f(x)=+oc par somme de limites.
X——

lim - o,

lim x2=+o0 et
X ——o0 X

X—>—0o0

b lim (+x)=+ooet lim =0,

X —+ oo X —+ oo

donc lim f(x)=+oo par somme de limites.
X —+oo

D lim(x*+x)=0et |im1—=—oo,
X—0 x—0X
x <0
donc lim f(x) = — oo par somme de limites.
x—0
x<0 1
D lim(x*+x)=0et lim— =+o0,
X—0 x—-0X

x>0
donc lim f(x) =+ oo par somme de limites.
x—-0

x>0
: 1 1)\ _ 9(x) :
Ha. f'(x) = ?<2x+ ] —7) =95 donc f'(x)
est du signe de g(x).
f(x) — - 0 +
+ o0 + o0 + o0
f(x) \ \ /
— oo f(a)
Ela. d(x) = f(x) = h(x) = 5.
. 1 _ . _
Comme Xllrpoo37 =0, Xl_[njood(x) =0.
N . 1 _ . _
De méme comme XETOOW =0, XETOOd(x) =0.

On peut en déduire que les courbes 6 et & sont asymp-
totes au voisinage de — oo et de + co.

b.D Si x <0, alors d(x) <0 ; donc la courbe %6 est sous
la courbe .

D Si x >0,alors d(x) > 0 ;doncla courbe %6 est au-dessus
de la courbe %.

yi
) @
P 1
T T T T 0 ‘i T T IX
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Partie A

[l Lensemble de définition de f est R\{1}.

Flla courbe % admet la droite % d'équation y =1
comme asymptote horizontale en + et en — et la
droite & déquation x = 1 comme asymptote verticale.
La courbe % admet une tangente horizontale en

.

Ela. lim

X —+ oo _1

=0et lim 0.

i (x—1F

Donc lim f(x)=a,donca=1.
X —+

b.d £(0)=0,donc1—b+c=0,s0it—b+c=—1.

Iy__1 b ¢ __1

If( 2)— 3,donc1+_i 9 T3
2 s 2 41
soit : —?b+?c=—?.
D Apres résolution du systéme, a = 4 et b = 3.
Partie B
—2(2x+1

EHr(x)= —2x+1) qui est du signe de

(x=1)
—2(2x+ 1)(x — 1), ce qui justifie le tableau des varia-
tions donné.

E1» f'(0)=2 et £(0)=0, donc la tangente A a6 a
l'origine a pour équation y = 2x.

_ B __(2x—5)x2
POnad(x)=f(x)—2x= NVET

-si x < % et x# 1, alors d(x) >0, donc la courbe €

est au-dessus de la droite A ;

—si x>% alors d(x)<0, donc la courbe € est en

dessous de la droite A ;
-si x = % alors d(x) = 0, donc la courbe € coupe la

droite A.

3] y
A

KX Pour tout entier n > 2, (f,)(x) = 3x*—2n<0,
car 0 <x< 1. La fonction f, est continue et stricte-
ment décroissante sur [0;1] et I'ensemble des images
est [2—2n;1], qui contient 0.
Donc l'équation f,,(x) = 0 admet une unique solution
a, dans [0;1].
E1 Par balayage :

0,254 <a, <0,255 et 0,167 <a3<0,168.

_ 3
ElOna f(%) —1 n3n . Donc pour tout entier n = 2,

r()<e.

Comme la fonction f est décroissante sur [0; 1], et s'an-

nuleen a,onaa, < )

R . L4 1
1 D'apreés les questions précédentes, 0 < a,, < 3

lim 17= 0, le théoreme des gendarmes

n—-+oo

permet d'affirmer que la suite (a,) converge vers 0.

Comme

Exercices d'entrainement

Ell Faux, car f(0) =— 2.

El Faux, car —2 est le minimum de f sur R.

El Vrai.

1 Faux, car la fonction f est décroissante sur [4; 9] par
exemple.

3 Faux, car les limites de /'en — oo eten + oo sont infinies.

[ Faux, car lim B

x =+ f(X)
M Hec.

Partie A

P (x)=6x*>—6x=6x(x—1).

Comme lim P(x)=—oc et lim P(x)=+oc,0nale
X —+ oo

X —— o0

Hec. Hec.

tableau des variations suivant :

X — 00 0 1 + o0
P’(x) + 0 - 0 +
—1 + o0
P(x) . / \ , /

F1) Sur lintervalle |—oo;1], le maximum de P est
—1. Donc léquation P(x) = 0 n‘a pas de solution sur
]— 00;1 ]

D Sur lintervalle [1;+ o[, la fonction P est strictement
croissante et continue, d'intervalle-image [—2;+ oo
contenant 0 . Alors l'équation P(x) =0 admet une
unique solution sur [1; + oo

D Conclusion : I'équation P(x) = 0 admet une unique
solution a sur R.

Comme P(1,6) =— 0,488 (négatif) et P(1,7) = 0,156
(positif) ,ona:1,6 <a<1,7.

El D'aprés le tableau de variations de P,on a:

X |— a + oo
P(x) - 0 +
Partie B
[l Pour tout réel x > 1 :
Lo —(+3)-(1-x)3x*) _ P(x)

fx) = (1 +x3Y O +3Y
Donc f'(x) est du signe de P(x).D'ou:

X | —1 a + o0
f(x) - 0 +
o
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R
X
1_+X2

lim f(x)=0.

X —+oo

Comme lim (1—=x)=2et lim (1+x%)=0",
xX——1 x—-—1

E1 Comme pour x #0, f(x) = ,ona:

x>-—1 x>—1
lim f(x)=+oc.

x—-—1

x>—1

On en déduit que 6 admet une asymptote horizontale

d'équation y = 0 en + oo, et une asymptote verticale

d'équation x =— 1.

B %, :y=/(0)(x—0)+r(0).

Comme f’(0)=_171=— 1 et f(0)=+= 1, une

équationde % esty =—x+1.

b Pour toutréel x>—1,0na:

(x—1)x3

—(—x+1)= "

f(X) ( X ) X3 +1

10;1[, positif sur ]—1;0[ et sur ]1;+ oo, et nul en 0

eten 1.0n en déduit que la courbe ‘€ est en dessous de

la droite % sur ]0;1[, et au-dessus de la droite & sur

]—1;0[ etsur |1;+ oof.

Ba.%,:y=01)x=1)+£(1).

Comme f’(1)=;2— ! t (1) =0, une équa-

4 ~ 2 ¢
tion de & est y =—17(x— 1).

, qui est négatif sur

b. Pour toutréel x>—1,0ona:
f)=50-x=0-%(1157)
_ (1=x)01-x)

o 200+x3)
or(1—x)(x*+x+1)=1-x.
(1=xP02+x+1)

2(1+x3)
c.Pour x>+ x+ 1,0ona A =— 3 négatif.

Donc pour tout réel x, x> + x + 1> 0.
On en déduit que pour tout réel x >—1,

f(x)—%ﬂ —x)=0.

Ainsi la courbe 6 est au-dessus de la droite %, sur
]— 1;,+ oo[.

Donc f(x —17(1 —Xx)=

N

IR S SR

@ Partie A

Hg(x)=12x*—-3=3(4x*—1).

Comme lim g(x)=—o et lim g(x)=+oc,0nale
X —+oo

X ——x

tableau de variations ci-aprés :

X — o0 _17 17 + o0
g’(x) + 0 — 0 +
-7 + o0
g(x) . / \ _9 /

E1) Sur lintervalle |— o0;1/2], le maximum de g est
—7. Donc léquation g(x) = 0 n‘a pas de solution sur
|—o0;172].

D Surl'intervalle [1/2 ; + oo [, la fonction g est strictement
croissante et continue, d'intervalle-image [—9;+ |
contenant 0. Alors I'équation g(x) =0 admet une
unique solution sur [1/2; + oo|.

D Conclusion : I'équation g(x)= 0 admet une unique
solution a sur R.

Comme ¢(1,45) ~— 0,155 (négatif) et g(1,46) =~ 0,068
(positif), on a:

1,45<a<146.
El D'aprés le tableau de variations de g, on a:
X — 00 Qa + o0
9(x) - 0 4
Partie B 1
145
Ella. Comme pour x # 0, f(x) = xi)ﬁ, ona
4=
X
lim f(x)=lim % =+ 0.
X —+oo X —+oo
b.Comme lim (4x*—1)=0" et lim (1+x3) = %,
x—1/2 x—1/2
x>1/2 x>1/2
ona: lim f(x)=+oc.

xX——1
x>—1
On en déduit que la courbe € admet une asymptote

verticale d'équation x = 17

1
Fla. Sur ]7,4- oo[,
, x(4x® —3x—8)
X = =
f ( ) (4X2 _ 1)2
donc du signe de g(x).
b. On a le tableau des variations de f suivant:

x g(x)
(a2 —1)"

x |1 a + oo
2
f(x) - 0 +
+ oo + oo
o 7
m
3
. a+1 _ 30 :
c. Pour démontrer que 22— 1 g +on calcule:
8(a3+1)—3a(4a?—1)=8a>+8—12a°+ 3a
=—40> +3a +8.

Or par définition de a, g(a) = 40> — 30 — 8 = 0.
Donc 8(a®+ 1) — 3a(4a®—1) = 0.
On en déduit que 8(c> + 1) = 3a(4a® — 1), soit :

_ +1 _ 3a
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Partie C
Ha. Il semble que la courbe % soit au-dessus de la

droite @ sur] 5t oo[
b. Pour tout réel x > 17, il semble que la distance MN,
lorsque x tend vers + oo, tende vers 0.
+4
F10n pose d(x) = f(x) — % = — 2%
D Pour tout réel x > , d(x)<0.Donc la courbe 6 est
au-dessus de la dr0|te 9D sur ] [
1+ % :
b lim d(x)= lim T X | =0
X —+ oo X —+ o 4(1 _ ) X
4x?

Donc les deux courbes sont asymptotes en + cc.

ET Pour x différent de 2 et de 0,0n a:
—2x<1 AN i)

2x 2
f(x)= 5
‘I__
X
b Comme lim —=0et lim %=0,ona:
X—+oo X—+oo X
7 4
I <1 2 ) i
im =1.
X —+ o 1_£
X
Donc lim f(x)= lim —2x=—oco.

X —+ oo X —+ oo

D Onademéme lim f(x)=+co.

X ——oo
FID) lim(—2x2 +7x—8)=—2et lim(x—2)=0".
X—2 X—2
Donc lim f(x) =+ oo. x<2
X -2
x<2
D De méme, lim f(x)

X—2
x>2

La courbe ‘6 admet une asymptote d'équation x = 2.
El Pour tout réeI X appartenant al-o;2[u]2;+ o,

)= X TOXT0
1) ==20 5%
—2x* 4+ 8x — 6, qui admet deux racines 1 et 3, d'ou le
tableau des variations de £ :

= —o00.

qui est du signe de

X — o0 1 2 3

f(x) - 0 + + 0 -

ZIN BN

[Ja.Pourtoutréel x # 2,0na:

92 _
Fx)—(2x+3) = 2Dy 3)
_ -2
x—2"
b.D Pour tout réel xappartenanta | — oo ; 2, x_—22 >0,

donc la courbe %€ est au-dessus de la droite A.

=2
-2
donc la courbe % est en dessous de la droite A.

D Pour tout réel x appartenant a |2; + oo, <o,

c.Comme lim =0,
X—+oo X 2
lim[f(x)—(=2x+3)]=0
X — 00

La courbe 6 est asymptote a la droite A en +oo.

05| Ef Pourtoutréel x # 1,0na:
dov_ —23-32-1 _  P(x)
f(X)_ <X3_,I)2 _(X3_,|)2'
En posant P(x) =—2x* —3x* — 1.
Fla.Pourtoutréelx, f'(x) =—6x>—6x=—6x(x+ 1),
quis’annuleenOet —1.
D'ou le tableau des variations :

X — oo -1 0
P'(x) - 0 + 0 -

+°°\_/_1\

b.D P admet un maximum égal & —1 sur |—1;+ oo,
donc I'équation P(x) = 0 n'admet pas de solution dans
cet intervalle.

D Sur |— oo ; — 1[, P est continue et strictement décrois-
sante a images dans |— 2;+ oo[ qui contient 0; donc
I'équation P(x) = 0 admet une unique solution a dans
]— 00 ;— 1[.

D Conclusion : '’équation P(x) =0 admet une unique
solution a dans R.

b—-168<a<—167.

c. D'apreés le tableau de variations de P,on a:

+ o0

P(x)

— 00

X |—o0 a
P(x) + 0 -
El f'(x) est du signe de P(x), d'ou le tableau des varia-
tions::

X — o0 a 1 + oo
f(x) + 0 - -
f(OL + oo
(x) \
f / \ O

[} a. La droite T a pour équation y =—x — 1.
B(x+1)
X2 +x+1)°

b.Soit d(x) = f(x)—(=x—1)= (x—

d(x) est dusignede x(x + 1)(x —1).

D Pour x € |—o0;0[U]0;1[, d(x) <0. Donc la courbe
% est sous la droite T.

D Pour x € |- 1;0[U]1;+ o[, d(x) > 0.Doncla courbe
% est au-dessus de la droite T.

[ La droite @ a pour équation y = —17(x +1).

On pose:

(x+1P(x2=x+1)
kx) =7 () + 2(x—1)(xX2+x+1)°

(x+1)—
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k(x) est du signe (x — 1), donc:

D si x <1, alors k(x) <0 et la courbe ¢ est en dessous
de la courbe % ;

D si x >1,alors k(x) >0 etla courbe 6 est au-dessus de

la courbe 9.
6|
N4
0
\X
[l Pour tout réel x # 0,
1

fEx)==x [1+-—— ==f(x).
(=x)
Donc la fonction /" est impaire et la courbe €, admet
l'origine O comme centre de symétrie.
E1) Pour tout réel x >0, g(x) = v x* + 1, donc:
Iimog(x) =1.
X —

. 1
1+ =
X —+ oo X2

0,donc |im

—_

. 1
b Ilim 5 =
X—+o0o X

Donc lim g(x)=+oo.

X —+ o0

El Pour tout réel xde |0;+ |, g (x)—ﬁ>0

donc la fonction g est croissante sur |0 ; + oo|.
Pour tout réel x >0,

g0) =1 _ V/¥+1-1 _ X
X X VA1 +1]
—1
donc Iim%=0.
x—0 X

La courbe 6  au voisinage du point A(0;1) est tres
proche de la droite d'équation y = 1.

B y

Hr(x)=(x—1F+(2-0).
Donc f(x) = x*+x*—2x+ 1.
Ela.) Pour tout réel x, f'(x) = 4x*> + 2x — 2.
D Pour tout réel x, f"(x) = 12x* +2>0.
b.d lim f(x)=+occet lim f'(x)— co.
X —+ oo X —>—o
b La fonction f” est continue et strictement croissante

sur R, d'intervalle-image R qui contient 0. Donc I'équa-
tion f'(x) = 0 admet une unique solution a dans R.

D f'(0)=—2et f'(1)=4,donc0<a<T1.
c.
X | —oo a + o0
1(x) - 0 +
+ o0 + o0
f(x) \f(a) - —

E1 La distance est minimum pour a.
1 a. En utilisant le tableau ci-dessus, les réels cherchés
a et b vérifient :
f(a)<oet f(b)>0,etb—a<e.
b. LUalgorithme complété est ci-dessous :
'

Variables :
e, a,b,m:réels;

Début :
Entrer(e) ;
a-0;b<1;
TantQue b — a > e Faire

atb

2

Si f'(m)<0 Alorsa — m

Sinon b — m

m «—

FinSi;
FinTantQue;
Afficher(a;b);
Fin.
c. On obtient:
e a b m f'(m)
0,01 |0 1
Entrée dans la boucle « Tant Que »
0,5 1 0,5 - 05
0,5 0,75 0,75 1,1875
0,5 0,625 0,625 ~ 0,23
0,5625 0,625 0,5625 ~ — 0,16
0,5625 0,59375 /0,59375 ~ 0,02
0,578125 0,59375 0,578 125 ~ — 0,07
0,5859375 |0,59375 |0,5859375 |~ — 0,02
Sortie de la boucle « TantQue ».
Affichage de a=0,585937 5 et b=0,593 75

5 Problemes

m a. Vrai, car la fonctionfest impaire.

b. Vrai, I|m x|+ 1 |+1 =£(0)=

c. Vrai, lim S ) f(O) = I| 1 =
X—0 0‘X‘+1

d. Vrai, I|m f(x)—xllm x+1 =1.

La dr0|te d équation y = 1 est asymptote a la courbe €
en +oo.

e.Vrai, lim f(x)= lim —X—=-1.

X——o0 X—+oo ~XT1
La droite d'équation y =— 1 est asymptote a la courbe
€ en — o

12 . o x*
B in (0= i Bt
W i f0)= lim =

X4
> lim f(x)— lim -5
X ——o0 -

— — 00.
oo
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F1 a. Par réduction au méme dénominateur et identifi-
cation, on obtient :

— 2 2
S = x x+1 x-1
b.b lim{x— 2 2 =0et |im1—=+oo.
X—0 x+1 x—1 x—-0X
x>0
Donc lim f(x) = — .
x—0
x>0
De méme, lim f(x) = +oo.

x—0

x<0
La droite d'équation x = 0 est asymptote a la courbe €.

. 1 2 .

—_—— = =+ .
DXIer_11<x X x—1> 1etxllnj1x+1 o
Donc lim f(x)=—co. x>

x—-=1
x>—1
De méme lim f(x)=+ooc.

x—-=1

x<-1
La droite d'équation x =— 1 est asymptote a la courbe
€.

D Iim(x—L— 2 >=—1 et lim 2 =+
X1 X x+1 x—1X—1 oo
x>1

Donc lim f(x) = — .
x—1
x>1
De méme lim f(x) =+ .
x—1
x <1
La droite d'équation x = 1 est asymptote a la courbe 6.
El Pour tout réel x de D, f'(x) >0, donc la fonction f
est croissante sur chaque intervalle de définition. D'ou
le tableau des variations :

X |— —1 0 1 + o0
+ oo + o0 + oo + oo
f 7 Vat vt S
e e} — o0 e o} — o0
_ 12 2
Ba. d(x) =/(x) x x+1 x-1
o1 1
Jm oy T 0 Nim ey = oet fim = =0
Donc lim d(x)=0.
X —+ oo

De méme, lim d(x)=0.
X ——o0

b. Les courbes € et % sont asymptotesen — oo eten +oo.

E ElLe polyndme x*+ xa+ a* a un discriminant

égal & —3a?, négatif. Donc il ne s'annule pas si a est non

nul. Donc I'ensemble de définition de f est:
D=]-o;alU]a;+ o].

_ (1= a®)x*+ ax + a?

a (x - a)(x2 +ax + az)

E1 Pour tout réel x de D, f(x)

D Sia=0,alors f(x)= 17 qui n'admet pas de limite
finieen 0.
DSia#0, lim(x—a)(x*+ax+a?)=0,

X—a
et: lim ((1 — a®)x* + ax + a®) = a*(3 — a?).
X—a
Il est donc nécessaire que a? = 3, soit a =—+3 ou

a=v3.

dSia=—v3,alors ()= ;22
Donc lim f(X)=—33-

X——+v3

. —2x—+/3

- | =—==_>=
D Sia=+3,alors f(x) 2t 3x+t3
Donc lim f(x)=—@-

X—+3

m [l Pour que la courbe % présente une asymptote
verticale, il faut que la limite de f(x) lorsque x tend vers
b soit infinie.

Donc comme lim(ax? —9) = ab®>— 9, on doit avoir
ab>-9+0. *7°

Cette condition nécessaire est suffisante.

Donc la courbe € admet une asymptote verticale en b
pour les couples (a; b) tels que ab®> — 9 # 0.

FlOn a lim f(x)= lim ax. Cette limite doit é&tre

X —+ o X —+ oo
finie, donc on doit avoir a = 0, pour que la courbe 6
présente une asymptote horizontale en + o ouen — .
Cette condition nécessaire est suffisante.
Donc la courbe ¢ admet une asymptote horizontale en
+ o0 et en — oo pour les couples (0; b).

2_
El a. f est définie sur R\{2} par f(x) = %29
b lim f(x)= lim x=—oco.
X —— o X——x
D lim(x2—9)=—5cet lim(x—2)=0",donc:
X—2 X—2
x<2
|imf(X)=+oo.
X—2
x<2

D lim(x*—9)=—5et lim(x—2)=0", donc:

X—2 X—2

x>2
lim f(x) =—oo.
X—2
x>2
b i = i =+oo0.
ARSI I s
b. Pour tout réel x de R\{2}, f'(x) = )((_4)(2;29 >0
Y —
Pour le numérateur, A =— 20.
D'ou le tableau :
X |—o 2 + o0
f(x) - -
+ o0 + o0
f(x)
/ /
- o0 e
c.Onpose d(x) = f(x)—(x+2)=— XEZ :

D Si x <2 alors d(x) >0, donc la courbe ¢ est au-dessus
de la droite A.

DSi x>2 alors d(x)<0, donc la courbe € est en
dessous de la droite A.

lim x =—oo.
X—=—0

B o im s(x)=

D lim f(x)= lim 8Vx =+oo.
X —+ oo X —+ oo
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Er(1)=1etlimf(x)= limx=1.
x—1 X—1
x <1

Donc la fonction f est continue en 1.
D f(4)=16c¢t lim f(x) = lim8yx = 16.
X—4 X—4

x>4
Donc la fonction f est continue en 4.

D Comme ailleurs elle est composée de fonctions
usuelles, la fonction f est continue sur R.

[l La fonction £ est définie sur [0; 2] par:
Dsio<x<T1, f(x)=0+(x—0) =x*;
Dsi1<x<2, f(x)=1+(x—1P=x*—2x+2;
dsix=2, f(2)=2+(2-2)=2.

y

‘I_

0 1 X

B lim f(x) = limx*=1=7(1).
x—1 X—1
x <1
La fonction f est continueen 1.
D lim f(x) = lim(x>*—2x+2)=2=71(2).
X—2 X—2
x<2
La fonction f est continue en 2.
La fonction f est donc continue sur [0; 2].

EfAu vu du graphique, I'équation (E) semble
admettre une solution dans |0 ; + oo|.
1

Ela.Pourtout x >0, g'(x) = 1 +2 >0
x 0 a + oo
g'(x) + N

#”’//”’,,9,’/~”/’ﬂ’?ﬁ+a
b. La fonction g est continue et strictement croissante
sur |0 ; + oo[, d'intervalle-image R qui contient 0. Donc
l'équation g(x) =0 admet une unique solution a.
Comme cette équation est équivalente a (E), I'¢quation
(E) admet une unique solution.

Par balayage, 2,41<a <2,42.

ElE)eox*—2x—1=0 qui est une équation du
second degré de discriminant 8 et qui admet deux solu-
tions1++2 et1—+v2.Donca=1++2.

g(x)

— o0

KD Sur ]0; + oo, f’(x)=—%—3x2<0.

b lim— =+00,donc lim f(x) = +oo.
x—0 x—0
x>0 x>0

lim —x* =—o.
X —+ oo
La fonction f est continue et strictement décroissante
sur |0;+ o[, dintervalle-image R. Donc léquation
f(x) = 1 admet une unique solution.
Fl0na 0724 <a<0725.

[} a. Tout polyndme de degré 3 est continu et d'in-
tervalle-image R, car lim x> =—w et lim x> =+w.

X —— o0 X —+oo

Donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il
s'annule au moins une fois sur R.

b. On raisonne de la méme facon pour un polyndme de
degré nimpair,car lim x"=—occet lim x"=+oo.

X ——o0 X —+ o
F1 Tout polynéme de degré n pair ne s'annule pas obliga-
toirement au moins une fois sur R : en effet la parabole
d'équation y = x> + 1 ne coupe pas I'axe des abscisses.
Ela.Onpose f(x)=x3—6x+3.

Comme lim f(x)=—occet lim f(x)=+oo,
X ——o0 X —+ oo

et f(=3)=-6, f(0)=3 et f(2)=—1. Daprés
le théoreme des valeurs intermédiaires, l'équation
f(x) = 0 admet au moins trois solutions, et donc exac-
tement trois solutions : une dans [—3;0], une dans
[0;2], etunedans [2;+ .

b. Léquation x>+ 1 =0 n‘admet qu'une seule solu-
tion dans R, car la fonction x — x> + 1 est strictement
croissante sur R.

a. Le dessin suggeére que :
D pour toutréel x >0, —x < f(x)<x;
D pour tout réel x <0, x < f(x) <—x.

b. Comme limx =0 et lim—x =0, daprés le théo-
xX—0 xX—0

réme des gendarmes lim f(x) = 0.
X—0

ﬂ Partie A

EJ Un point M(x ; y) appartient a %, si, et seulement si:
x=0;y=>0ety=1—-+v1—x%s0ity—1=—+v1—x%,
donc en élevantau carré x>+ (y — 17 = 1.

F1 0n en déduit que (6,, est un quart de cercle de centre
A(0;1) etderayon 1.

E1 Laire o est égale a I'aire du carré de c6té 1 cm moins
I'aire du quart de cercle défini ci-dessus soit :

T
A =1 4 cm*.

Partie B
Ell Pour tout réel xde [0 ; 1], 'aire du rectangle OHMP est
xXf(x). Donc on doit avoir :

x(1=v/1-x2)=1 —%.
Donc: xv1—x2=x—1+%.

Et comme les deux membres sont positifs sur [0;1], en
élevant au carré, on obtient I'équation :

(1 -x%)= (x -1+ %)2 sur l'intervalle [0;1].

Fla.Onag'(x) =—4x>*+2 —%etg"(x) =—12x*<0.

1 g(0)=2-5>0etg(1)=-2-5<0;

D g’ est continue et strictement décroissante sur [0; 1],

d’intervalle-image [— 2— % ;12— %] qui contient 0.
Donc I'équation g'(x) = 0 admet une unique solution
x,sur[0;1].

b 0,4<x,<0,5.
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b- X 0 XO 1
g'(x) + 0 -
X
g(x) / g(xo) \
a b
_ (m—4y
Avec g = 16 < 0,05,

2
g(xo) = Ozetb_ﬁ—ﬂ-i‘va 05.

c.Sur [0; %], g(x)>0.

Sur [xo ; 1] la fonction g est strictement décroissante et
continue, d'intervalle-image [b; g(x,)] qui contient 0.
Donc I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a
sur[0;1].

Ona 0,787 <a<0,788.

2
El g(x) = 0 équivauta x*(1 —x?) = (x—] +%> .

Donc l'aire du rectangle OHMP est égale a l'aire o si, et
seulementsi, x = a.

Fla.Sur[0;+ o, Iéquation f(x)=y e x=,/y.
Donc la fonction réciproque de f est la fonction définie
sur[0;+ oo pary — .
b. La courbe de f et de g sont symétriques par rapport a
la droite A d’équation y = x,car:

M(x;y)e 6 &y =x @x—ﬂ@M(y x)€ €,
Ha.la fonctlon f est représentée graphiquement par
la courbe ci-dessous :

La fonction f est continue et strictement croissante
sur R, d'intervalle-image |— 1;1[. Donc pour tout réel
y€]—1;1], léquation f(x)=y admet une unique
solution dans R.

b.) Si y€[0;1], alors x > 0. Léquation Tl +X\x\ =y
- L X N 4
équivauta 7745 =y, soit x = 7~
: X
bSi ye |- I 0. Léquati =
i ye]—1;0], alors x<0. L'équation 150X y
L s X R 4
équivauta 57 =y, soit x = 7

b La fonction réciproque de la fonction 1 est définie sur

|=1;1 par:y —

Partie A

ElsSi x[0;1], alors g(x)
sur [0;1].

1-|y|’

= 0. Donc f est bien définie

2
ElPour x[0;1[, g'(x) = M>O
(x=1)
D'ou le tableau des variations de g :
x 0 1
g'(x) +

+ o0
o)

Ela.Sur[0;1],0ona:

f(x _Na—x _ X 1—x m
Donc: )!iinofg(x) = )!iTo /ﬁ =0.

La fonction f est dérivableen 0 et f'(0) = 0.

b. La fonction f est strictement croissante sur [0; 1], car

les fonctions f et g ont méme sens de variation.

1 lim g(x) =+o0,donc lim f(x) = lim V't =+o0.
X—1 X—1 t—+oo

La courbe 6 admet pour asymptote la droite d'équation

x=1.

By
‘I_
T O_ 1 IX
Partie B

El Voir la figure ci dessous.
2]

FlLe cercle T" a pour centre le point de coordonnées
(0,5;0) et pour rayon 0, 5 Donc son équation est :

(=5 )+ =
El a. La droite (OA) a pour equation y=
b.D Les coordonnées de M vérifient les équations du
cercle I" et de la droite (OA).

——, soit x> + y> —x = 0.

Soit:
x=—"
y = tx 1+t
5 = ,car x #0.
x+y°"—x=0 y = t
1+ ¢
T .t
DonCM<1+t2’1+tz>'
Ona AN = MO, donc si N(xy, yy)ona:
_ 1
WoIT TG
ot
W=
2 t3
one N1 £ 17 g )
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En reportant les coordonnées de N, on obtient que les
coordonnées de N vérifient I'équation :
x(x®*+y*)—y*=0.
E M(x ;y) appartient a la cissoide de Dioclés si, et
1{)( ,soity = f(x)ouy =—f(x).
La courbe 6 est une partie de la cissoide. Lautre
partie est la symétrique de 6 par rapport a I'axe des
abscisses.

seulementsi, y? =

k& Partie A

B lim g(x)= lim x}=+c.
X —+oo

X —+ o

D Sur [0;+ oo[, g'(x) = 3x* — 1200 = 3(x® — 400).
D'ou le tableau :

x |0 20 + oo
g'(x) - 0+
—100 + oo
9(x) \ /
—-16100

E1 g(40) = 15900. La fonction g est continue et stric-
tement croissante sur [20;40], d'intervalle-image
[-16100;15900] qui contient 0. Donc Iéquation
g(x) = 0 admet une solution unique a dans l'intervalle

[20; 40].

Ona 34 <a <35 alaide d'un balayage.

H x 0 a + o0
g(x)] - 0 +

Partie B

EI» lim(x+50) =50, lim(1200x + 50) = 0
xX—0 X—0
et limx?>=0".
X—0

Donc lim f(x) =+oo (opérations sur les limites).
X—0

D lim (x+50)=+o0,

X —+ oo

. 1200x +50 \ _ . 1200 _

lim - 5 | = lim ——=0.
X —+ o X X—+o X

Donc lim f(x) =+oco (opérations sur les limites).
X —+ o0
E1Pour tout xde |0;+ o[, 0ona:
, 1200x + 100 _ g(x)
f(X) =1- 3 =

3 .
't X
El f'(x) est du signe de g(x) sur ]0;+ o[, dou le
tableau des variations de f':

x |0 a + oo
g'(x) - 0 +
+oo + 00
g(x) \ /
/e

4] y
. %

1504
1y=130

100 4

1004

101

T -0 ‘IIO T T T 5IO T T X

H Graphiquement I'équation f(x) = 130 admet 20 et
60 comme solutions.

Partie C
C(x)

nCM(X):(T=X+50+1ZO(l¢

=f(x).
D’apreés la partie B, pour avoir un colit moyen minimum,
il faut produire entre 3 400 et 3 500 objets.

2 Le nombre minimum et le nombre maximum d'objets
que l'entreprise doit fabriquer pour étre rentable est
obtenu en résolvant I'inéquation Cy(x) < 130, soit une
production comprise entre 2 000 et 6 000 objets.

B8 £ Pour tout entier n > 2, pourtout x €[0;1]:

So() = fre1(x) =x"(1=x)+x>0.
Donc la courbe 6 est au-dessus de la courbe € sur
[0;1].
E Pour tout entier n > 2, pour tout x €[0; 1] :
(fr)(x)= n(x"~'—1)<0. La fonction f, est donc
décroissante et continue sur [0;1], d'intervalle-image
[2—n;1] qui contient 0. Donc Iéquation f,(x) =0
admet une unique solution a, dans [0;1].
El D'apres la question K8, f,(d,+1) = fp+1(dn+1)>0.
Donc f,,(a,+1) = 0. Or la fonction f, est décroissante
sur[0;1] et f,(a,) = 0.
On en déduit que a,, + 1 <a,.
La suite de terme général a,, est décroissante et minorée
par 0, donc elle converge.

Ela.Pourn > 1, pourtout x €[0; + oo|,

, nx"
X)=——"—5
(fn)( ) (1 +Xn)2
sante sur [0; + oo. 1
b.Pourtoutn>1, f,(0)=1Tet f,(1)= 5.

< 0. La fonction f, est décois-

Les courbes €_passent toutes par A(0;1) et B<1 ; 17)

c. Soient deux entiers n et m non nuls avec n<m.

1o)==

+x")(1+xm)
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dsixe[0;1], (x™ " —1)<0alors f,(x)—fin(x)<0
Donc la courbe 6, est sous la courbe 6_sur [0;1];
dsixe[l;+ o[, (x""=1)>0,alors:
fn(x) = fm(x) >0, donc la courbe €_est au-dessus de
la courbe €_sur [1; + oof.
F1a. On conjecture que :
bsixe[0;1],alors lim f,(x)=1;

n—-+oo
Dsixe|1;+ o[, alors lim f,(x)=0;

n—-+oo

bsix =1, f,(1) est une suite constante égale a 0,5.

b.DSi xe€[0;1, alors la suite géométrique de
raison x converge vers 0. Donc : lim x" =0, donc
n—+oo

lim f,(x) =1 (opérations sur les limites) ;
n—+oo

Dsixe]1;+ oof,alors lim x" =+co

n—-+oo
et lim f,(x)=0;
n—-+oo

bsix =1, f,(1) est une suite constante égale 4 0,5.
1 sixe[0;1]
Ha. f(x)=15six=1

o sixe|1;+ oo
b. La fonction f n'est pas continue en 1.

Ha.d f(x)=2x fi(x)—folx) =2 —1;
b f3(x) = 2x fo(x) = f1(x) = 4 = 3x;
b fulx) = 2x f3(x) — fox) = 8x* — 8" + 1
b. f5(x) = 2x fa(x) = f5(x) = 16x> — 20x3 + 5x.
2]

o 1

—_

’

Il semble que I'équation f,,(x) = 0 admette exactement
n solutions dans [—1;1].

El a. Démontrons pour tout entier n la propriété P, :
« f,(cosx) = cos(nx) ».

Initialisation : P : « f;(cosx) = cos0 = 1 »: vrai.
Hérédité : Démontrons que si P, est vraie alors P, :
« fn11(cosx) = cos(n+ 1)x »est aussi vraie .

On a f,4q(cosx) = 2cosx f;(cosx)—f,_;(cosx) en
tenant compte de I'hypothése de récurrence :

fn+1(cosx) = 2cosxcosnx — cos(n — 1)x.

Sachant que 2 cosacosb = cos(a+ b) + cos(a — b),
ona:

fni1(cosx)=cos(n+1)x+ cos(n—1)x—cos(n—1)x.
Soit f;,1;(cosx) = cos(n+ 1)x

Conclusion : pour tout entier n, f,,(cosx) = cos(nx).
b.Comme x €[—1;1], on pose x = cost

fn(x)=0& x =cost et f,(cost) = 0.

Or f;(cost) =0 & cosnt = Oc)t—ﬁﬁka ou k
est un entier relatif quelconque.
Donc f,(x)=0& x= cos(w + ki) ou k est un

entier relatif.
Les solutions sont les n réels cos(— + k—

on ) ou k est
un entier variantdeOan—1.

Prendre des initiatives

Les fonctions f doivent vérifier : pour tout réel x,
J(x)=(f(x)P, soit £(x)(1 = f(x)) = 0.

Le probleme a deux solutions : les fonctions constantes
égalesaOeta 1, car elles doivent étre continues sur R.
Sinon, on peut en construire d'autres, par exemple :

On pose g(x) = f(x)—x sur[0;1].

Léquation f(x) =x & g(x)=0.
Lafonctiongestcontinuesur[0; 1]avecg(0) = 1(0) >0
et g(1)=/(1)—1<0, car f prend ses valeurs dans
lintervalle [0;1]. Donc g(1) <0 < g(0).

L'équation g(x) = 0 admet au moins une solution dans
[0;1].1len est donc de méme pour I'équation f(x) = x.

. b Pour tout réel x, —1 < ;donc:
x—1<x—sinx<x+1.

D Pour toutréelx, —1 < cosx < 1,donc:
2x—1s2x+cosx<2x+ 1.
Comme x tend vers + oo, en raisonnant sur |1; + oo, les
réels ci-dessus peuvent étre considérés comme stricte-

ment positifs. Donc:
1 1 1
2x+ 1 S 2x + cosx S 2x—1"°
Et en multipliant membres a membres ces réels stricte-
ment positifs :

sinx <

x—1 X —sinx x+1
2x+1  2x+cosx ~ 2x—1"
b lim x—1 _ lim L=1—;
X4>+002 +1 X*,+002X 2
. . x _ 1
LU oy L LA

D’aprés le théoréme des gendarmes, “T f(x)= 17
X —Too

26  Livre du professeur - CHAPITRE 2 Limites et fonctions continues



©Hachette Livre 2012 - Déclic T S

D) Pistes pour ’accompagnement
personnalisé

Revoir les outils de base

a. La suite u diverge vers + .

b. La suite u converge vers 3.

c. La suite u n'a pas de limite.

d. La suite u converge vers 0 (suite géométrique de
raison 0,5 inférieure a 1 en valeur absolue).

132 T

Les savoir-faire du chapitre

Hec. Hec.

<1074

ElLes solutions de linéquation 1jx2

sont les réels de I'ensemble :
|- o0;=+v3%10*=1[U]vV3X10* =1 ; + .
3
. +2= :
Ea f(X) 2 1+X2
D'apreés la question [, pour tout réel x >+/3X 10— 1,
ona:

0<f(x)+2<10*
b. D'une facon générale, pour tout entier naturel n, il
existe unréelatel que x >a,ona:

0<f(x)+2<10".
Donc lim f(x)=—2.
X —+ oo

c.La droite déquation y =—2 est asymptote a la
courbe représentative de f en + .

I] lim (2x2=3x)=lim 2x* =+ co.

X —+ oo X —+ o0
. 2X . 2X
B lim — = lim =5 =0.
x——co X°+4 X—-—o0 X

EI) limx?>=4et Ilm(x —-4)=0",
X—2
x<2

donc lim f(x) = —occ.
X—2
x<2
=4etlim(x*—4)=0",
X—2
Xx>2
donc Iimzf(x) =+ 0.
X —

Xx>2

D lim x?
X—2

.I] I|m (x —3x)= lim x*=+o0,

X —+ o0

donc I|m f(X):tIIT Vit =+,

X —+ oo

Fl lim———— =+ .

*1(X—1)
Donc Ilmf(x) = lim vVt =+oc0.
t—+oo
B lim = =o.

X —>—o0 X

Donc lim f(x) = lim sint = 0.
X ——o0 t—-0

B men multipliant f(x) et en divisant f(x) par
Vv x>+ x+ 1 + x, on obtient que pour tout réel x,

f(X)= x+1

Ve +x+1+x’

F1 En mettant « x » en facteur au numérateur et au déno-
minateur, puis en simplifiant on obtient pour tout réel
x>0:

Donc lim (1 +17)=

X —+ oo

et lim ( /1 +1—+1—2+1>=2.
X -+ o X X
Donc lim f(x)= 17 (opération sur les limites).
X —+oo

a. Vrai, car 'ensemble des images est R.

b. Vrai, car sur |—oo;1[, f(x)>0 et sur |a;+ oo,
f(x)>0 (avec f(a)=0) et lintervalle |1;a[ a pour
ensemble-image |— o0 ; 0[.

c. Vrai. Il sagit des droites d'équations respectives y = 0
( lim f(x)=0)ety=1( lim f(x)=1).

X ——o0 X -+

d. Vrai.

e.Faux. Pourtout x € |3; + o[, f(x)€]1;4[.

Mathématiques au fil du temps

[fona:
yVV-x*=16y=vx*+16ouy=—v x>+ 16.
Donc # est la réunion de la courbe représentative €
de f etde la courbe 6 représentative de — f.

FIb La fonction x+— x?>+ 16 est décroissante sur
|=o0;0], donc la fonction f est décroissante sur
|— o<; 0], car la fonction racine carrée est croissante.

) La fonction x —> x? + 16 est croissante sur [0; + oo,
donc la fonction f est croissante sur [0;+ oo, car la
fonction racine carrée est croissante.

D lim (x¥*+16)=+o0,donc lim f(x)=+co.
X —+ oo X —+ oo
D Deméme lim f(x)=+oo.
X—>—o0
X — oo 0 + o0
+ o0 + o0
f(X) \\\\\* /////7
4

16
FlOna f(x)—x=—F————.
/) Vx2+16 +x
Comme lim (VX2 +16 +x)=+oc,0na:

X —+ oo

Jim (7()=x)=0,

la droite A d'équation y = x est asymptote a 6 en +co.
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-

En lien avec les sciences

[N Si on appelle d la distance entre les villes A et
B, le temps, en heures, mis pour aller de A a B est 8% .

Celui pour aller de B vers A est % Le temps mis pour le

parcours total est 2d .
v(x)

. ..d ,d_ 2
Donc tout réel x >0 : 80 T x v(x)
1,1 _ 2 _160x
soit g5+ = V(X).Donc v(x) <180
(2] I|mv(x) 0.
. 160x

| = | = 160.

UL T

El Pour tout x >0, v/(x) = 12800,
(x+ 80)2
X 0 + oo
v'(x) +
160

v(x)

/

0

[l La fonction u est définie sur | ;4 oo| par:

2
ulp) =2 () ==L <o,
p f + o0
u'(p) -
+ o0
L
f
B lim u(p)=fetlim(p—f)=0",
p—to p—f

p>f
donc limu(p) =+ .
p—r

p>f

Vers le supérieur

m a. Faux.
b. Vrai.

c. Faux.

d. Vrai.

e. Faux.
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CHAPITRE

Compléments sur les
fonctions numériques

) Introduction

1. Programme

Calculs de dérivées : compléments

« Calculer les dérivées des fonctions :

- Calculer la dérivée d'une fonction
x — f(ax + b) ou f estune fonction
dérivable, a et b deux nombres réels.

A partir de ces exemples, on met en
évidence une expression unifiée de la
dérivée de la fonction x — f'(u(x)), mais
sa connaissance n'est pas une capacité
attendue.

Les techniques de calcul sont a travailler
mais ne doivent pas étre un frein a la
résolution de problémes. On a recours, si

besoin a un logiciel de calcul formel.

Exemples de fonctions discontinues, ou d
dérivées non continues.

Fonctions sinus et cosinus
cosinus.

de ces fonctions.

« Connaitre la dérivée des fonctions sinus et

- Connaitre quelques propriétés de ces
fonctions, notamment parité et périodicité.

- Connaitre les représentations graphiques

On fait le lien entre le nombre dérivé de la
fonction sinus en 0 et la limite en 0 de %
En dehors des exemples étudiés, aucun

développement n'est attendu sur les notions
de périodicité et de parité.

On fait le lien entre les résultats obtenus
en utilisant le cercle trigonométrique et les
représentations graphiques des fonctions
X > COSx etx —> sinx.

= [SPC] Ondes progressives sinusoidales,
oscillateur mécanique.

2. Intentions des auteurs

On a regroupé dans un méme chapitre ces deux para-
graphes du programme qui, traités individuellement,
n‘auraient pas donnés assez de matiere pour les acti-
vités de découverte et les travaux pratiques. lls peuvent
aisément étre partagés en deux petits chapitres dans les
progressions que les professeurs établiront, en traitant
de préférence les fonctions trigonométriques avant les
compléments sur la dérivation pour disposer des fonc-
tions sin et cos dans 'utilisation des nouvelles formules
de dérivation.

Du point de vue mathématique :

- on étudie les fonctions sinus et cosinus. La dérivabi-
lité en zéro fait I'objet d'une activité de découverte et la
dérivabilité sur R est traitée en exercice ;

- on introduit les notions de périodicité et de parité, sans
trop insister comme le demandent les commentaires du
programme;

- on donne les formules de dérivation au programme
exceptées celles concernant les fonctions exp et In qui
seront vues dans les chapitres 4 et 5.

Les exercices ont pour but d‘assimiler les nouvelles
formules (sans oublier de voir des cas de non dérivabi-
lité) et de réinvestir les notions déja vues concernant les
fonctions (tangentes, limites, études de variations).
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> Partir d’un bon pied

Objectif

Réactiver les connaissances du cours de Premiere concer-
nant la dérivation et la trigonométrie et revoir la notion de
composée de deux fonctions rencontrées dans le chapitre 2.

A Hec Hb. Hb. Oa. Hec
B) Blvrai; g(0)=f(3X0—-2)=f(-2).

FlFaux; g(0) = f(-2)=(-2) = 4.

E1 Vrai; voir calcul du E.

HFfaux; g(x) = (3x—2) = 9x2 — 12x + 4.

A vrai ; voir calcul du 1.

[ vrai; voir calcul du 1.

EdFaux; g'(x) = 18x —12.

E3 Faux ; voir calcul du 4.

Elvrai; 6(3x —2) = 18x — 12.

L) Ela. Le point A est associé aux réels x + k X 21 avec
k entier relatif.

b. Le point B est associé au réel —x, Cau réel x+ w, D
auréel T — x.

c. cos(—x) = cosx ; cos(m + x) = — cosx ;

cos(m —x) =—cosx ; sin(—x) =—sinx;

sin(m + x) =—sinx ; sin(wr — x) = sinx.

El a. Vrai. b. Vrai. c. Faux. d. Faux.
e. Faux. f. Vrai. g. Faux. h. Vrai.

) Decouvrir

al® yariations des fonctions

sinus et cosinus
Objectif

Introduire les fonctions sinus et cosinus et utiliser le cercle
trigonométrique pour visualiser leurs variations sur l'inter-
valle [—; ].

E1 Quand M varie de la position K a la position L, C varie
de—1a0etSdeOa—1.

On en déduit que sur l'intervalle

T .
—-7T;— 7] la fonction
cosinus est croissante et la fonction sinus est décrois-
sante.

El En faisant le méme type d'observations sur les trois
autres intervalles, on obtient les tableaux de variations
des fonctions cosinus et sinus sur [— 7 ; 7| suivants :

X — T 0 T
1
cosx / \
-1 -1
I 2 .
0 1
sinx \ _1/ T o

Dérivabilité de sinus
et cosinus en zéro
Objectif
Etudier la dérivabilité en zéro des fonctions sinus et cosinus.

Kl a. On applique le théoréme de Thalés :

% = CTM, C étant le projeté orthogonal de M sur (OI ).
CM X 01 sinx X 1 sinx
cosx

Donc /T = ocC = cosx
b. Aire de OIM < aire du secteur OIM < aire de OIT
sinx

. X 2
e <5-X12< =,
0,5X1 Xsinx 2><1 0,5><1><COSX,

sinx
cosx ’
En divisant par x > 0 l'inéquation sinx < x, on obtient :

sinx
<1;

COSX _ . sinx
———— 20 l'inéquation x <
- a = cosx '

en multipliant par 2, on obtient : sinx < x <

en multipliant par

sinx

on obtient : cosx <
sinx
X

Finalement, pourtoutxde]O ; %], COSX < <1.(1)

in(0+ h)—sin0 i
.. sin h) sint _ S'Zh ; l'encadrement (1) et

le théoreme des gendarmes donnent : Aiino% =1.
Donc sinus est dérivable en zéro et sin’(0) = 1.
Ha. cosh—1 _ cos’h—1 _  —sin’h
h h(cosh+1)  h(cosh+1)
_ sinh —sinh
h cosh+1°
cos(0+h)—cosO _ cosh— 1

; avec l'égalité précé-

h h
dente et le résultat de [l c. on obtient :
IimCOSh% =1X0=0.
h—0

Dong, cosinus est dérivable en zéro et cos’(0) = 0.

Notion de parité

pour les fonctions

Objectif

Introduire la notion de parité par une approche graphique.
E a. Le programme a conclu « F EST PAIRE » pour les
fonctions x — x?,X — | x|,x — 3etx — cosx.

b. Les quatre courbes sont symétriques par rapport a
|'axe des ordonnées.

El a. Le programme a conclu « F EST IMPAIRE » pour les

. 1 .
fonctions x — X, X — 7 etx — sinx.

b. Les trois courbes sont symétriques par rapport a l'ori-
gine du repere.

Vers la dérivée
de x— f(ax + b)
Objectif
Conjecturer la formule de dérivation dex — f(ax + b).
Cas1
1] 2,=R.
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H g(x)=9x* —30x+25; g'(x) = 18x — 30

(g est dérivable sur R comme somme de fonctions déri-
vables sur R).

H /(x)=2x ;
—3f'(—3x+5)=—3X2(—3x+5)=18x—30:

on retrouve g'(x).
Cas 2 1
n@gz R\{_T}'
2 L 1
H g (x)=———"—5 (g est dérivable sur R\{——}
g( ) (2X+ 1)2 (g 2

comme inverse de fonction ne s'annulant pas sur

1
R\{— 7}).
1

Brx)=-"5;

) —1 2
2/ (2x+1)=2X =— :
A ) (2x+ 1) (2x+1Y
on retrouve g'(x). Pour le cas général, on conjecture
que: g(x)=axf'(ax+b).

Utilisation de la quantité
conjuguée
Objectif
Utilisation de la quantité conjuguée pour étudier une limite

indéterminée avec une expression comportant des racines
carrées.

Kl a. La calculatrice affiche 0.

b SOFN=/(0) _ Ve +1-1
: h B h ’
quand h tend vers zéro, numérateur et dénominateur

tendent vers zéro.

vhP+1-1 _  hPH+1-1 h
h A(VR2+1+1) VA2 +1+1

quand h tend vers zéro, le numérateur tend vers 0 et
le dénominateur vers 2, donc le quotient tend vers O :

f'(0)=0.
g /0+th=7() _ VR +2h+2-2
h

h
_ h>+2h+2-2 _ h(h+2)
h(vh2+2n+2+v2) h(Vh2+2n+2+V2)
h+2

VR +2n+2+472
quand h tend vers zéro, le numérateur tend vers 2 et

le dénominateur vers 2+/2, donc le quotient tend vers
1

, 1
= 1)=—=.
- ra)=—=
La calculatrice affiche 0,707 qui est une valeur appro-
. 1
chéede —/—.
V2

Exercices d’application

RIVCISENEY Etudier une fonction
trigonométrique

f et g sont dérivables sur R comme sommes de
fonctions dérivables sur R.

f'(x)=1-sinx>0, car, pour tout réel x, sinx<1 ;
donc f est croissante sur R.
g'(x) =1+ cosx >0, car, pour tout réel x, cosx >—1;
donc g est croissante sur R.

2| El f(x) =sinx; f'(x) = cosx.

Tangenteen0: y = x.

Fl f(x) =x+cosx; f(x)=1—sinx.

TangenteenO: y =x+1.

El f(x)=sinx+ cosx; f'(x) = cosx — sinx.
Tangente en %:y=—x+%+ 1.

[} / est dérivable sur R comme sommes de fonc-
tions dérivables sur R.

Bl f'(x) =— sinx — cosx.

3t VAL
X 0 a4 2 27
f(x) - 0 + 0 -

6 2

1\_5/ T~

a h'(x) = cosx X cosx + sinx X (= sinx)
= cos’x — sin’x = cos(2x).

SRLALUSTEUEY Utiliser les nouvelles
formules de dérivation

B )=2x— 1

2/x+1 x+1
b. f'(x) = 2n X (~sin(2nx)) = — 27w sin(2nx).

a f'(x) = 2X(=sinx) X cosx =— 2sinxcosx
et g'(x) =— 2cosxsinx.

I] La fonction cosinus est dérivable sur R, donc f
estdérivable sur R ; f'(x) =— 3sinxcos’x.
F15 — x? est strictement positif sur I, donc f est déri-

vablesurl; 7’ =X
0=

El Lafonctionx — 0,5x* — 7 est dérivable sur R, donc f
est dérivable sur R; 7'(x) = 4x(0,5x% — 7).

[ La fonction x — 2x + 1 est dérivable et ne sannule
pas sur I, donc f estdérivable surl; f'(x) = ;24.
(2x + 1)
Cos X

ﬂ h(X) = W,donc h(O) = 0,5.

Onobtient: y = 0,5x + 1.

Bl o r(x) = a(2x+ 1)@ +x—1).
() = ——sinx__
B 7= 2v2+cosx
F(x)=(x*=x+1), doncf est dérivable sur R et
pour tout réel x: £'(x) = 3(2x—1)(x2 —x+ 1),

On étudie le signe de la dérivée: (x> = x+ 1) estpositif,
car c'est un carré.
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La dérivée est donc du signe de (2x — 1), clest-a-dire
négative pour x < 0,5 et positive pour x = 0,5.

La fonction f est donc décroissante sur |—oo0;0,5] et
croissante sur [0,5; + oo| ; elle admet bien un minimum

. 3V _ 27
_ — 0753 = -
en x = 0,5 quivaut f(0,5)= 0,75 —<4> o4

D) Iravaux pratiques

Le navigateur distrait

f’(x)=L X 1 _5x=3/x+1
3 Vx*+1 5 15¢/ X2+ 1
. 16x°> — 9

15+ 1(x+3V2+1)
> 0,donc f'(x) estdu signe de 16x* — 9.
Les racines de 16x*> — 9 sont + %, donc 1" est décrois-

sante sur [O ; %] et croissante sur [% ; 10].
Conclusion : Robinson doit rejoindre la cote a 750 m de

A.
3 34 donc il mettra 2 heures et

Remarque : f(?) =15
16 minutes pour rejoindre la maison.

Etude de la fonction tangente
ﬂcosx¢0©x¢£+mt avecncZ.

sinx .
E1Si n est pair, tan(x + nnt) = cosy  fanx, etsinest
—sinx sinx
impair, (tanx + nt) = = = tanx.
P ’( n) —COSX CosX
—sinx
tan(—x)=——_—=—tanx.
(=x) COSX

On en déduit que tan est périodique de période 7 et
impaire.

E Sur [0 iy les fonctions sinus et cosinus sont déri-
vables et la fonction cosinus ne s'annule pas.
2 L2
/ COS“X + sin“x 1
tan’(x) = 5 =——>5—=1+tan’x>0,
Cos“x Cos“X
donc tan est croissante sur |0 ; 7
. 9 . T
O lim tanx =+ oo, donc la droite déquation x = 5
x-g
x<£

2
est asymptote a la courbe de la fonction tangente.

. T , . .
HLle tracé sur [0;7[ permet d'obtenir le tracé sur

] 5 ,O] par symétrie par rapport a l'origine. Puis on

translate par les translations de vecteurs krOI avec
keZ.

Le mouvement du bouchon
H 7(t)=15cos(4rt).

_ 325
Hin=";
Ha. g(t) = 1,5cos(4n(t+3,25)) = 1,5cos(4nt + 137)

=—1,5cos(4mt).

b. Lorsque cos(4rt) = 1, donc lorsque t = 0,5k avec k
entieretk = 7

Ha. v(t) = 6xsin(4nt).

b.v(t) =0 4nt = knr & t = 0,25k avec k entier et
k>13.

D) Faire le point

17 [ 1 He
Hec. da.

E Vrai.

B Faux.

Ha. Aec.

E Faux. E Vrai. A Vrai.

A Vrai.

D) Exercices d’application

D Fonctions cosinus et sinus

[l Vrai. Fl Vrai. ElFaux. [EdVrai.
Do B Ha. Ob. HBb.
Hb. He He. Oa.

22 5] f(x) =—1— — 2sinx.

El f'(x) = cosx — T
B f(x)

El /'(x) = 2xcosx — x*sinx.

=—3sinx—2cosx+ 1.

F1 f'(x) = (3x* + 4x)sinx + (x> + 2x* + 1) cosx.
Ef(x)= 2}; cosx — v x sinx.

Do yx=20

B /(x) = co:)é(;zx;mx

B0~ 03 o

25| Bl —1<sinx<1,

donc x* +3x — 1 <f(x)<x*+3x+ 1.
lim f(x)=+o0c, car lim x>+ 3x—1=+0c; de
X —+t o

X —+ oo
méme en — oo

ﬁ Fl Pour tout x >3,0na:
¥—1<x*+cosx<x>+1;

2
X° + cosx
donc <
x—3 -3

2
. x-—1

FlOna lim =
X—+o X 3

Par un théoréme de comparaison,ona:

2
. X° + cosx
lim —————— =+
X -+ oo x—3

X —1

,carx—3>0.

lim x =+o0.

X—+ oo
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I]cosx>—1,donc f(x)>x—1 ;

donc Iim f(x)=
E—1 sinx < 1 et x>0, donc —f<f( ) < 17;
donc I|m f(x
Elsmx< 1,donc f(x)<1—-Vx;
donc lim f(x)=—
X -+ oo
mﬂf (x)="" SINX_ 1 1, donc Ilmf( )=2.
Ef(x)—f+lsmx donc lim £(x) = 2
sinx
Bf(x)ZTX cosx + donc Ilmf(x =1.
. n,l('ino sinx
x>0
. xX*+sinx _
B I'm,t cosx B)I(Lo xsinx
=2 x<0
x>%
cosx—1 cosx — cos0
. | =lim—————= '
K lim me lim " cos'(0)
=—1sin0 = 0.
Bl lim <%
Xa%X—T
On poseh=x—%eton obtient:
. COS(%-H’)_COS% (T T
fl,lino h =cos<7)=—sm7=—1.
31] o I sin 3x) B
sinx _L
E)I(_,o 5 5"
i sm( X) _ . sin(x) 2 _ 2
B)I(lﬂ0 —Xllrln0 o X3 =3
( x) _ . sin(3x) . 2x 3 _ 3
EI)I(lEnos (20) = I|m 3 X sin(20) X5 =5
[N Vrai, car sin%= 1.
FlFaux, car f(x)=0@%=k7r@x=% avec k
entier non nul.
ElVrai, car —x <f(x)<x si x>0 et x<f(x)<—x si
x<0. .
ﬂVrai,enposantX=A, lim f(x)= I|m2 sinX_ _ .
X X —+ oo X
I]f(—x)z—x—sinxz—f(x).
Fx—-1<f(x)<x+1, donc lim f(x)=+oc et
lim f(x)=- Xohee
X——0
El /'(x) =1+ cosx.
B (x)=0e cosx=—1¢ x=m+ kX2 avec
kelZ.
El cosx >— 1, donc f est croissante sur R.

B iim f(x)=—wet lim f(x)=+oo.

X xo X
x>—% x<%
E1 f'(x) = tan’x > 0.
. x - T
2 2
f(x) +
f(x) e
ﬂx2—1 <g(x),donc lim g(x)=+o
X ——o0
et lim g(x)=+co.

X -+
Ef(x):g()()(i)cosxz0(:})(:_-"”T7r
=T oux="Toux=-r

ou X 5 OuX=-5-oux 5

El Sur [—27t;—377t] cosx >0, donc g(x) < f(x).

37

Sur =5~ g] cosx < 0, donc g(x) = f(x).

Sur —% L] cosx = 0,donc g(x) <f(x).

Sur x <0,donc g(x)=>1(x).

w N|=1
=1
N%w

Sur

N ‘

,27t], cosx = 0,donc g(x) <f(x).

T
a MN( : )

0
F1Tout point de la courbe de la fonction sinus est
I'image d'un point de la courbe de la fonction cosinus

T
2 |
0

) Dérivée de x — f(ax + b)

par la translation de vecteur U

EfFaux. HElFaux.  ElVvrai. 3 vrai.
Efvrai. HFaux.  ElFaux.  ElVrai.

Hb.  Ha. Hb.  DOa.

Ma. 8. Hec Oa. Hb.
Blo.. Baec Bb

[} On conjecture que f admet un maximum en 2
valant 0,5.

FlPour x >1:
X
X /x—1
f'(X)z 2v x— 1 X — X_Z(X_1)
x? 2%V x—1
__—xt2 |
2%V x—1"

f'(x) estdu signe de —x + 2, donc £ est croissante sur
[1; 2] et décroissante sur [2;+ oo. Ainsi, / admet un
maximum en 2 valant £(2) = 0,5.
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43| [N Pour h>0,

Sa+n)—r(1) _ (+hVh _
h h

+ oo quand h tend vers 0: f n'est pas dérivable en 1.

Fl Pour h>0,

1+h)—f(1
A h) /) = h\f/,ﬁ =vh tend vers 0 quand h
tend vers 0: f est dérivableen Tet f'(1) = 0.

44 5]
sin(a+h)—sina _ sinacosh + sinhcosa — sina
h B h

= sinaXCOSh%+cosa>< S'Zh .

1\;%h tend vers

F1 Avec les résultats de I'activité 2 page 92,
sin(a+h)—sina

lim h =sinaX0+ cosaX1 = cosa.
h—0
T
El cosx = sm( 7),
, T .
donc cos'(x) cos(x+7) =—sinx.

3
45| El 1 est dérivable sur Ret f'(x) = 3<%x— 1) .
4
(1-2x7"
1

X
2

[ 1 est dérivable sur Ret f'(x) =— 2xsin| 2nx +

E 1 est dérivable sur R\{%} et f(x)=

El f estdérivablesur |2; + o[ et f'(x) =
4

—1
@)
4
m . - 3

[l La fonction f est dérivable sur R\{T} et

) 12

X -
f( ) (3 —4X)4
Fl La fonction £ est dérivable sur |1; + oo et
’ 2\/ X— 1 1
=—2X = .
/() x—1 (x—1)V/x—1
El La fonction f est dérivable sur R et

) —2co0s2x

X)=—" "3

S (2 +sin2xy

La fonction f est dérivable sur R et

10 =ex 3 x(B52) = 8(HE )

=—3X(—4)X(3—4x)"* =

"N X T _ T
fx)=0e 5 +35 =5
avecke 7.
48| f estdérivable surRet f'(x) = %nsin(nx—%).
ffx)=o0er —%=k7t=)x:1?+kaveckez.
f(O)ZSinB:g,

- =3,
donconaf = 4 Oub=-","

f'(x) = acos(ax+ B),donc f'(0) = acosB =—1

SlB—f anrscosB—@eta=—«/§.

Imp055|ble car a>0.
Doncf=——eta= /2. 0n obtient finalement :

f(x) = sin(ﬁx+ T>

50 f<o>=“§@{cosb=? @{b%
2

f(0)y=-1 —asinb=—1 =
B rfx+n)= cos<2x—%+27r)= cos<2x—%>

=f(x).
Ha. f'(x)=— 25in<2x—%>.
b.f’(x)=0<:>2x—%= kn@x=£+k%avec

6
keZ.
T 27
Deux solutions sur l'intervalle d'étude : 6 et 3

c. f'(x) est positive sur [ 6 ] et [ 23n ,n] et négative

sur | 55 25|

d.

f'(x) + 0 - 0 +
1

R /

E B f(x+2r) =1(x).
EZcos(x+%> = 2<§cosx—17sinx>
= V3 cosx — sinx = f(x).

Bf'(x):—zsin(x+£);

donc f'(x) <

137t]

21

f(x) ﬁ \_2/
15)=e5) =y 5+

, . 1
= COosS + 1 +sinx—F——
S'(x) = cosxyx 1 Fsinx 7

\@

p _ 1
tg)= AT

1
donc f’(i) = g(ﬂ) =
2 2 T
2./ 5 > +1
Les deux courbes ont donc la méme tangente au point

d’abscisse %
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. BN v(t —ncos<2—7tt—£>,

T 3
donc v(0) = 4%><17—47t.
Ha(t)=— 77_22 5|n<2%t—%>,
donc a(0) = 877_52 X(—TE’):— 16m2y/3
Bv(t)—O@zTnt 3 =%+kn@t=§7+Lk

avec ke N.

E) Dérivée de x — /u(x) et X — (u(x))"

E [l Faux. FIVrai. FElVvrai. Evrai. HVrai
[l a.eth. Ea., b.etc. Elb. etc.
Blmri)=—32—
vy
4 1
B0 =——
22, /1 ——
X
SInX
B 0= 2V cosx

B a r(x)= 4(1 -~ %)(X + 17)3
F1 7'(x) = 3(cosx — sinx)(sinx + cosx ).

Elf’(x):4< 2}; +1>(/}+x)3.
Do o= -5

Ef( )_ 4sinx

cosx)

—2(cosx + sinx)

B rx)=

(sinx — cosx )’

60 H f(x)=18x(32— 1) ;T:y=72x— 64
a = 3
Bf'@Fﬁ;
T:y=—£x+ﬁ+

4 12 2

;T:y=—05x+05.

il Initialisation : (u') = v’ et 10/’ = u'.
Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel n,

(u")=nu'u""" ;alors:
(un 1) = (u"x U)/= (WYu+u"v =nd'u" Tu+ud
=(n+1)uu"
1T\_ (U”)/ _ndu" _ —nd
E<7>__ u2n u2n - un+1 .

ElEn utilisant les exposants negatlfs le résultat de la
question Fl sécrit: (u™") =—nu'u™" .

Dong, pour tout entier relatif n, (u ) =nu'u" .

N B I
donc /(1) = N R
f()=—7- g onobtlenty——Tz)H_ 3‘{‘5.
B /(x+ 21) = £(x).
B f(—x) = —%sin3x + 175in2x, donc f nest ni paire
ni impaire.

Ela. f(x) = cosxsin’x + cosxsinx
= sinxcosx(sinx + 1).

b. Sur [0 ; %], sinx >0 et cosx > 0, donc f'(x)>0.
Sur [% ; n], sinx =0 et cosx < 0,donc f'(x)<0.
Sur[n; 32 ] sinx < 0 et cosx < 0, donc f'(x) > 0.

Sur [3—7T ; 27t], sinx < 0 et cosx > 0, donc f'(x)<0.

2
a
x |0 % T 3T7T 21
f’(x)O + 0 - 0 + 0 -
N 1
f(x)0/6\0/6\0

El ] AM semble minimale lorsque x), = 0,5.

BAM=/(x—1P+(/x—0F =v/x*—x+1.
Ha. g’(x)zzzé(% est du signe de 2x—1,

et pOSItIVE sur [ 12 ; T 00 [

donc négative sur 0

b.

X 0 + oo

g'(x) -

g9(x)

V3

1 Ladistance minimalevaut 5"

> Prépa Bac

lorsque M(0,5; v/0,5).

@ﬂl sinx_ _ SmXX\/;=1><O=O,
~0 Vx
donc f est contlnue en zéro.
fO+h)=f(0) _ . sinh. 1
E1 lim = lim X =
h—-0 h h-o h vh
donc f n'est pas dérivable en zéro.

\/7 <fx)<

donc y = 0 est asymptote alacourbede f en + .

——,donc Erroof(x) =
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@ Partie A

H lim g(x)=—o; lim g(x)=+c0.
X ——o0 X —+ oo

X2

Bgx)=vx*+1+ e >0, donc g est stricte-

ment croissante sur R.
ElLe théoréme des valeurs intermédiaires assure
I'existence de a et la stricte monotonie son unicité ;
07<a<08.
On en déduit que a est négative sur | — oo ; a| et posi-
tive sur [a; + oo .
Partie B
H lim f(x)=—o0;

X——0

_ X2 1
pour x >0, f(x)—x(T— 1+—2>,

donc lim f(x)=+oco.

X —+ oo
B/ =x- X _ = VX +1—x
Ve +1 Ve +1
_xg(x)
X2+1

Ela.g(a)=0,doncva2+1 = 17;

a1 at—
donc f(a) =3~ =3
b.
X — 00 0 [0 + o0
X - 0 + +
g9(x) - - 0
(%) + 0 - 0
—1 + oo
f 7 lat-r T
— o0 3a
67 i X = — i - — .
.I])(Ilﬁrr_ww(_’_1 oo,doncXILn11f(x) 0 ;
x>—1
XIiTwX+1 =1 ;doncXIiToof(x)= 1.
o 3 .
Fl f(x)=-——""—42>0, donc f est croissante sur
(x+1)
]—1;+oo[.
X —1 + o0
f'(x) +
1

BT,y =/"(a)x—a)+f(a).

T, passe par l'origine © —af’(a) + f(a) = 0
e-3a+d*a+1)=0ed*(a—2)=0

< a=0oua=2.

DoncTy:y=0eth:y= %x sont les deux tangentes
passant par l'origine.

Exercices d'entrainement

’ _ 2_3X . ’ .
68| Ha. f1(x)—72m ;donc f7(x) est du signe

de 2 — 3x, c'est-a-dire positif sur [O ; % et négatif sur

2.

x |0 % 1
f4(x) + 0 -
2
fa(x) 0/ 33
2
C. X1 —?.
’ _1

Ea.f,,(x)—nx” 'V1—x +Xnﬁ

o2 T (1 =x)=x" _ x""'[2n—(2n+ 1)x]
Salx) = 2V/1—x B 2V/1—x '
b. f,,(x) est du signe de 2n —(2n + 1)x, clest-a-dire

. . 2n o 2n |

posmfsur[O, N+ 1 ]et negatlfsur[zn_H ,1[.
c _2n

X T o0+

_ 2 .
Ha.x,.1—x,= an+3)an+1) >0 (on peut aussi
dériver x 2 )
= ox+1”

b. lim x,=2.

X —+ o

& &1 £(x+27) = £(x).
/2

ﬂa.\/fcos(x - %) = ﬁ(cosxxg + sinxxT>

= Cosx + sinx.
b. f'(x) == 3sinxcos®x — 3 cosxsin’x

. T
=-3 smxcosxcos(x - 7) avecHl a..

4
H
T T T 3t
_ _T _T 9 LT
X T Ty Ty 2 4 T
sinx 0 — - - 0 + + +
CosX - 0 + + + 0 — —
T _ _ _
cos(x—4) 0+ + +0
f(x) 0O+0—-0+0-0+0 —
1 1 /2
fx) T N T AT
—1 2 —1 —1

L
T/ % 0{ ISR

H a. On développe (a — b)(a? + ab + b?).

b. f(x) =0 & cosx = sinx

ou cos?x + cosxsinx + sin’x = 0 en utilisant la factori-
sation de a..

8 Livre du professeur - CHAPITRE 3 Compléments sur les fonctions numériques
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. T
cosx=5|nx<:)x=7+k7taveckeZ.

cos’x + cosxsinx +sin’x =0 & 1+0,5sin(2x) = 0
& sin(2x) =— 2 :impossible.

&) Problemes

i On conjecture que la fonction s est décrois-

sante sur |0; —,- 4 , puis croissante sur[ 4 ] Elle varie

de 3,14 a 2,14 qui semble étre son minimum, puis de
2,14 a3,14.
Fla. Le triangle DBM est rectangle en M. On a
DM = DB X cosx = 2cosx et, si on appelle h la hauteur
issue de M du triangle DBM, on a :

h = DM X sinx = 2cosxsinx = sin(2x).
2 Xsin(2x
Laire de DBM est f(x) = %
b. Ainsi, A (x) = 1 — sin(2x).
H &ﬁ’(x) =—2cos(2x).La dérivée est donc négative sur

= sin(2x).

T
[O 4 et positive sur [ ; 2
On obtient le tableau de variations suivant :

A
A'(x) - 0 +
A(x) " . . 7 "

i ot T X
[ Laire de la zone bleue décroit sur [O;T]’ croit sur
T, T - .
[T ; 7] et admet un minimum qui vaut = — 1.

1 Laire de la zone bleue sera minimale lorsque l'aire
du triangle DBM sera maximale, c'est-a-dire lorsque sa
hauteur sera maximale. Cela sera réalisé lorsque le point
M sera sur la perpendiculaire a (DB) passant par A, donc
lorsque le triangle DBM sera rectangle et isocele en M.

Langle (D_B) ; DT\/T) aura pour mesure %

[N Avec la calculatrice, on conjecture une solution
de valeur approchée 0,74.

F10n sait que pour tout réel x, on a —1<cosx< 1,
dong, si x > 1, on ne pourra jamais avoir cosx = Xx.

E1si xe[—7 0[ on a cosx =0 et x <0, l'équation
cosx = x n'a pas de solution.
Si x <-— % < —1, I'équation cosx = x n'a pas de solu-
tion, car pour tout réel x, —1 < cosx.
Conclusion : si x <0, I'¢quation na pas de solution.
Ela. f(x)=1+sinx>0 si xe[0;1], donc f est
strictement croissante sur cet intervalle.
b. £(0)=—1; f(1)>0 et f est continue et stricte-
ment croissante sur [0;1], donc l'équation f(x) =0
admet une solution unique a sur cet intervalle.
c. Avec la calculatrice, on obtient :

0,739 <a < 0,740.

3 On a trouvé en [ c. un encadrement du réel a qui
vérifie f(a)=0¢ a—cosa =0 cosa = a. Cest
ce que l'on a conjecturé avec la calculatrice.

.I]f 0)—1
-1 _x
Br(= o etgn=1 - 4.
Ona f'(0)= g(O)—f Les courbes représentatives

des deux fonctions admettent la méme tangente au
point d'abscisse 0.

Ba.d(x)Zf(x)—g(x)Z«/x+1—1—§+X?.
d’(x)=17—1f+i
2V/x+1 2 4
_ 2 2vx*1 | xVx+]
4/x+1  4/x+1  4/x+1
2+ (x—2)Vx+1
a 4y x+1 ‘
b.h(x)=2+(x—2)V/x+1,
donc H(x)=Vx+1 +(x—z)xﬁ
C2(x+1)+(x—2)  3x
B 2v/x+1 C2VYx+1

La fonction h est décroissante sur |— 1; 0] et croissante
sur [0; + oo[ et comme h(0) = 0, cette fonction admet
un minimum en 0 qui vaut 0, donc la fonction h est posi-
tive sur son ensemble de définition.

c. Comme 4+ x+ 1 est un réel positif, on a : pour tout
réel x>—1;d(x)>0

[a. lim d(x)=+o,car lim f(x)=+o
X —+oo X —+ o
X2
et lim —g(x)= lim g = Too
X -+t X —+t o
b.
X —1 + 0
dx) |+
+ oo
dix)|_3 7
8

H La fonction d est négative sur |— 1;0] et positive
sur [0;+ oo[, donc la courbe représentative de f est
en dessous de celle de g sur |— 1; 0] et au-dessus sur
[0;+ .

El f,(x+ 27) = sin(x + 21) + sin(n(x + 27))

= sinx + sin(nx + 2mtn) = sinx + sin(nx) = f,,(x).
La fonction f,, est 2mw-périodique.
FlPourn =0, cos(nm) = cos0=1et(—1° =1,
On suppose que pour un entiern,ona cos(nt) = (= 1)’
et on démontre que: cos((n + 1)x) = (—1)"""
cos(nt+ 1) =—cos(nt)=—(=1)" =(=1)"".
Par récurrence, on a bien I'égalité pour tout entier n.
El f,(n) = sinm + sin(nm) = 0.La courbe ¢ _passe bien
par le point A(r; 0).
£l f7,(x) = cosx + ncos(nx).

Léquation de la tangente en A est :

y =/a(m)(x =)+ folm) = (= 1+ n(=1])(x— x).

Livre du professeur - CHAPITRE 3 Compléments sur les fonctions numériques 9
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[ a.On prend x = 0 dans l'équation précédente, on
obtient y, =—n(=1+n(=1)") = (1 —n(=1)").

b. Selon la parité de n, la quantité (—1)" vaut 1 ou — 1,
donc la suite (y,) diverge, elle n'a pas de limite.

¥ (AB ; AD) = 2(CB ; CB) = 2x.

1 a. On trace la hauteur [DH] issue de D dans le triangle
CAD.Ona DH = CD>< sinx = 2cosxsinx = sin(2x).
Ainsi, aire de CAD =

laire intercepté par | angle de mesure 2x vaut x.
b. Comme l'aire du demi-disque inférieur est égale a

sm(2x) et 'aire du secteur circu-

T
T 1 . 2
ona:a(x)= 5+ 75|n(2x) + x.

El a. et b. Laire balayée est égale a I'aire du demi-disque
diminuée des aires du triangle CAD et du secteur circu-
laire ABD, mais comme x est négatif on obtient :

a(x)="=L ( sin(— 2x)+(—x))

1 .
= 5+ 5sin(2x) + x

Ea.ad(x)=cos(2x)+ 1>

N‘Fl N‘

0,car—1<cos(2x)< 1.

La fonction a est croissante sur ]— % ; % [
b.

X _T T
2 2
a'(x) +

a(x)

T

/’

[ Avec la calculatrice on trouve —0,30 < x < — 0,29.

0

ElSi xe[0; 7], sinx>0; donc la fonction f est
bien définie.

F1 Dans le calcul suivant, h >0 :

i L) =f0) ¢sm

h—0 h

Or, daprés le cours, fl1|m S'Zh 1 et, de plus,
o

)()

+ o0o. Donc Iim
h=0

. 1T
lim—— =

h—0+ h
et f n'est pas dérivable en 0.
El Dans le calcul suivant, h<0 :

+h)- in(m +
i = flx+h)—f(x) _ im sin( + h)
h-0 h h— h
= lim v —sinh vsm 1
h-o h /- =
o sin(—h) 1T
= fim =y LRy =
La fonction f n'est pas dérivable en 7.
£ 7(x)= zc‘/osi Le signe de f’(x) est celui de
cosx, d'ou le tableau de variations suivant :
T
x |0 > T
rell  + -
f(x) 0 / \ 0

h—0 \/>'

2

[I(E)(:)y2=1—XT<:)XE[—2;2]

2 2
= /71X = X
ety =4/1 4 OuYy 1 4

X

Fla. f(x) = 2 - X
2,/1—"72 4\/1_XT2

Cette dérivée est positive sur [—2;0] et négative sur
[0;2].
b. Dérivabilité en —2(h>0):

: (=2+h)
+ _\meTh)
lim f(=2 h) —f(=2) = fim ; 4
)
4h h2 4
v T Jah—-n . A p 1
Ilm I|m >h lim 5 =+
h—0
Dérivabilité en 2(h<0):
, : (2+hY
2+ - i
i /2N @ o VT
/—4h h?
- v —4h — h?
|m h

/7

La fonctlon f n'est dérivable nien —2 nien 2.
c.

I|m -

X -2 0 2
Fol o+ -
1
fx) 7 ~.
0 0
H 8

1.5

[l La courbe €, s'obtient a partir de €, par symétrie par
rapport a I'axe (Ox).
E

N

E SoitMun pointquelconque de 6. Les coordonnées de

/V’-ﬁont(X;\/j%tMF:\/(x—ﬁ)2+1—’;f2
= —2\/>x+4—\/<x‘§§7_2>2=x«£§

X? +2‘.

De méme,ona MF =
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Comme x€[—2;2]ona:

@—2<0 et X? +2>0;
donc MF + MF =— Xzﬁ +24 X‘f +2 =4,

Pour des raisons de symétrie par rapport a l'axe (Ox),

on aura le méme résultat si M est un point quelconque

de6,.

[l La fonction f est définie sur [—a;+ oo et la
. 3

fonction g sur [—oo; >

Les courbes représentatives de f et g se coupent si, et

. 3 <
seulementsi, —a < 5, c'est-a-dire a > —

2 2
F1 Avec le logiciel, on trouve a =— 0,75.
ElOnrésout: f(x)=g(x) & vVx+a =+3—-2x
3—a

S3X=3—a&Ex= 3 -
3—a _\/3—0 _\/2a+3
Oncalculef< 3 )— 3 +a= 3

On obtient bien B<3;a i/ 20;3 )

[l Equationde T :
[ 3—a 3—a 3—a
r=r(350 25 (257)
’ 1
OI =7I
S = S v
,3—0 _ 1 .
doncf< 3 )‘ \/Za+3 '
2 == =
3
S 1 _3-a 2a+3
dou:y = \/Za+3 (X 3 )*v 3
273

Equationde T :

y=g’<3ga>(x— 3ga)+ (3?’).

g
’ _; / 3_a = _1 ’
OI’,g(X)— ‘/3_72)(:(10an< 3 ) 2a+3 '
3
s —1 _3— 2a+ 3
dou:y = 20+3< 3 >+ 3
3
1
_ S B
EH Un vecteur directeur de T, est V Z/W /
3
3

2 2a +
donc un vecteur directeur est aussi vV 3
1

)

Un vecteur directeur de Tg est W ﬁ ,doncun
3

/2a+3
vecteur directeur est aussi w| 3 .

—1
[3 Les deux tangentes sont perpendiculaires si, et
2a+3 )_ 1=0

seulementsi,7~W=0<:)2< 3
4a+3 _ __ 3
3 =0&a= 4

=4

[l Le périmétre est égal a 12, donc 2x +y = 12 et
I'inégalité triangulaire donne 2x =y en considérant le
triangle aplati comme possibilité.
F1 Avec les deux renseignements du Elon obtient
2Xx212—2x < x = 3.
Comme y = 0,0n aaussi:

2X+yz22xe 1222x & x< 6.
Conclusion:3 < x< 6.
El La valeur conjecturée est x = 4 et le triangle semble
étre équilatéral.
E10n trace la hauteur [AH] issue de A, on a, d’aprés le

théoreme de Pythagore :

2 _ 5 (12-2) _ 48x—144

2 2 ) _
AH® = x 2 X 2 2
DoncAH=M=v12x—36.

H Laire de ABC est égale a :
f(x)= 17(12 —2x)V12x— 36 = (6 — x)v/12x — 36.

Ha. f(x)=—v12x =36 + (6 —x) X 12

2v/12x — 36
_ 6(6—-x)  12x—36 _ —18&+72 _ —9%+36
J12x—36  v/12x—36 2v/3x—9 V3x—9

b. Cette dérivée est positive sur [2; 4] et négative sur
[4;6], donc la fonction f admet un maximum en 4.
EASi x = 4,alors y = 12 — 8 = 4 et le triangle est équi-
latéral. 'aire maximale est f(4) = 2v/12 = 4+/3.

D) Pistes pour ’accompagnement

personnalisé

Revoir les outils de base

sin(x + ) =—sinx ; cos(m — x) =— cosx ;

. T _ T o

sm(x + 7) = COSX ; cos<7 —x) =sinx;

cos(—x) + cosx = 2cosx ; sin(—x) — sinx =— 2sinx.

@ sinx>175=[%;5i];

6
cosx <0 SZ]—N;—%[U]%;E];
sinx<—g S=[—%Tn;—%].

a. x =—%+k>< 27 (k entier)
b.x = " + kX2m (k entier)

3
= 4+ kX 27 (kentier).

3
C.xX= % + kX 27 (k entier)
ou x=zt5—7t+k><27t (k entier).

e T — cne 3T
d. cosx = cos— & COSX = CoS 2 "
X = 3n + kX 27w (k entier)

4
ou x = _%Tn + k X 27 (k entier).

ou x =
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.a.sm(er?)—sm > @x+? 2 + kX 21
S x = % + k X 27 (k entier).
mo_ 31 _m_ T
b. 3x > 2 + kX21w ou 3x > 2 + kX 21
<=>3X_ST+/(X27I ou 3X_%TTC+I(X27I (k entier).
Y 21 - 2n
S x = 12 + kX 3 Oux= +k>< (kentler)
C.ZX_% kX 21 ou 2x=—%+k><27t
@x—%+k><7t ou x——?+k><7t(kent|er)
X Ty ST o, X, T _ 5T
d.cos<2+3> COS6 (:)24-3 6 + kX 21
X T 51
ou 5 + 3 = 6 + kX2
X _ T X __7In
(:)7— > + kX21 ou 2 =" % + kX271
S x =1+ kX41 ou X——7T7t+k><47t (k entier).

fO)=—1c=-1;
f(-2)=—5©4a—-2b—1=-5;

£'(=2) =1 (1 est le coefficient directeur de la tangente
DNet f'(x) =2ax+b,donc —4a+b=1.

4a-2b=—4 |03
On a donc le systéeme: <

—4a+b=1 a=—~"

2

Doncf(x)=17x2+3x—1.

Les savoir-faire du chapitre

Etudier une fonction trigonométrique

84 f(x)= —1—sin<§).

2
Si x€[0;2r], alors %e[o; | et sm( ) 0 ; donc

f'(x) <0 et f estdécroissante sur [0; 27].
X
85| g(x)= cos( 5 )

Si x€[0;2x], alors %e[o;n] et cos<§)>0 sur
[0, 5| et cos(§)<0 sur [%;n], donc f'(x)=>0
sur le premier intervalle et f(x) <0 sur le second. La

fonction f est croissante sur [% ; n] et décroissante sur
[L . n]
2°F

mn 8]
y

p:4

\‘ 1.5707

F1 Lafonction f semble décroissante sur ]0 ; %] ; Crois-

T . N
sante sur [7 ; n[. Les limites en 0 et en ™ semblent étre
égalesa + .

COSX
sm

Hr(x)=

tive SUI’] ; P ] et pOSItIVG sur [ > ; [

. On retrouve bien la dérivée néga-

limsinx = limsinx=0";
x—0 X—T
x>0 x<m

donc Iimof(x) = lim f(x) = +oo.

x>0 x<m

[fLe dénominateur ne sannule jamais, car
—1<cosx <1 ;donc f estdéfinie sur R.
E1 Pour tout réel x, /(—x) = f(x) grace a la parité de la
fonction cosinus ; de plus, f(x + 2r) = f(x).
, —sinx(cosx — 2) + cosxsinx
B f'(x)= 2
(cosx —2)
2sinx
(cosx — 2)2
qui est du signe de sinx, donc positif sur [0 ; . La fonc-
tion f est croissante sur cet intervalle.
[ Par parité, cette fonction est décroissante sur [— 1 ; 0].
B
¥

f'(X)='|\/X—'I+<X—1)X !

( ) ( ) 2vx—1
2x—1)+(x—1 3 x— 1 3

= = X—F——=5+vVx—1.
2/ x—1 2 x—1 2 X

ma.f(x

) = cos(2x) + x X (—2sin(2x))

= cos(2x) — 2xsin(2x).
-2
N — _2V2x+3 —1
b0 =3 T (2x+3)V2x+3 "
COS(%_X)
C.f’(X)ZT.
sin <?—X>
. 1 ’ J— 1
m I]S|x>7,f(x)—ﬁ>0

et f(%) = 0< f(x) pourtout x de ]17,+ oo[,doncf
est croissante sur son ensemble de définition.

1 _ (L
mf(z +h)=/(3) :,l,ilno/iZTh

h—0 h

V2

n =+ o0, donc f n'est pas dérivable en 17

= lim
h—0

IiT f(x)=

X 17 + oo

x|

+
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By =7(5)0x=5)+f(5) Bl f/(x) = —2Sinxcosx

.2
oy tos)ra=Tard, 21+ sinix
_ sin(2x)
2vV/1 +sin’x
ma.D=]17;+oo[;f’(x)=#. -
Vax—1 SiXE[O;T],ona2xe[0;n]etsin(2x)>0.
b.D=]-00;0[; f(x)= ﬁ Donc la dérivée est positive sur cet intervalle.
, 2 a T T
.D=R; f'(x)=15(5x+ 4. x = 0 5
d.D=R;f’(x)=—41—x)3 £(x) _ 0 4
1
e.D =R\ X)=—" "3 V2 V2
0=y 0
’ 27 ' (6x+3)Vex+3 "
A . Approfondissement
Etudier une fonction du type vu ou u" PP
............................................................................................ m n “m f(X) _
ma.D=R;f'(x)=2;(—_1. Xoree
2v x*—x+3 7(x) = —1
b.D=R;f’(x)=%, (x—=vx2+1)’
co1sx Onobtient lim f(x)=
’ 2 X —>— o0
.D=10;+[; =3——(+ .
€D =105+ el; £ (x) = 371+ 2/x) B )1 e X xR
d.D=R; f'(x) = 4(cosx — sinx)(sinx + cosx)’. X+ V1
EJ Si x est positif, la dérivée est clairement strictement
positive.
. D Pour toute valeur de a non nulle, f( ) =0. Si x est négatif,
- Si a est positif,
. 4 X—X +—2 —-1+,/1 +—
lim (ax—1) =+o00,donc lim (ax—1)" =+o0; 1(x)=
X -+ oo X -+
_ ' . —x\/1 +— \/1 +1
lim (ax —1) =—o0,donc lim (ax—1)" =+cc. X
X ——o0 X — =
« Si a est négatif, fx)=1 1 Jr1_ :
lim (ax— 1) =—o0,donc lim (ax—1)' =+o0; X
e e or,1+— ! >1,donc <1
lim (ax—1)=+00,donc lim (ax—1)' =+oo. X 1_,_172 '
X — — oo X —— o0 X
donc f’'(x)>0
D £'(x) = 4a(ax—1). f'x)
. ers ’ 1 ’ ﬂ X — +
- Si a est positif, f'(x)>0 lorsque x > g ets (x)<o0 o o
dans l'autre cas, d'ou les variations de f" conformes au f'(X) +
tableau. + 00
- Si a est négatif, (ax — 1) 0 lorsque x<— 1 , dong, f(x) 0 /
comme d est négatif f'(x) < 0 dans ce cas, et =20
L 0= f(x) H ]
lorsque x = o d'ou les variations de f conformes au 45’
tableau. .
[N Pour tout réel x, R .
fx+m)=y/1+sin?(x+ 1) =/1+(—sinx) T 7 F T P77
= V1 +sin’x = f(x).
Donc f admet pour période 7. On remarque quen +oo la courbe longe la droite

F1 Pour tout réel x, d’équation y = 2x.

f(=x)=/1+sin?(=x) = /1 + (- sinx)’ a XliTm(fO() —2) = XliTm(V X +1—x)
=1 +sin’x = f(x). i 1

Donc f est paire. xetoo X2+ 1 +x
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Fonction

exponentielle

&) Introduction

1. Programme

CHAPITRE

Fonction exponentielle

Fonction x — exp(x)

B G 9 Démontrer 'unicité d'une
fonction dérivable sur IR, égale a sa dérivée
etquivaut 1en0.

La fonction exponentielle est présentée
comme |'unique fonction f'dérivable sur R

telleque: " =f et f(0)=1.

L'existence est admise.

Relation fonctionnelle, notation e*.

B G Démontrer que
lim e =+o0et

X — 4+

- Utiliser la relation fonctionnelle pour

transformer une écriture.

lim e*=0.

X ——00

« Connaitre le sens de variation et la

représentation graphique de la fonction

exponentielle.

. . . eX

- Connaitre et exploiter lim S + oo et
X —

. + oo
lim xe*=0.
X——o00

« Calcul de la dérivée de la fonction
X —> e”(")

On étudie des exemples de fonctions de la
forme x — exp(u(x)), notamment avec
u(x)=—kx ou u(x)=—ke*(k>0) qui
sont utilisées dans des domaines variés.

On fait le lien entre le nombre dérivé de la
fonction exponentielle en 0 et la limite en 0

deb
X .

= [SPC et SVT] Radioactivité.

Etude de phénomeénes d'évolution.

Plusieurs démonstrations, ayant valeur de modeéle, sont repérées par le symbole B Certaines sont exigibles et correspondent a des capacités attendues. De méme, les activités

de type algorithmique sont signalées par le symbole ¢.

2. Intentions des auteurs

Conformément au programme, la fonction exponentielle est présentée comme |'unique
fonction dérivable sur R valant 1 en 0 et égale a sa dérivée.
Des résultats sur les limites et sens de variations nourrissent des activités et problémes qui
privilégient des approches contextualisées ou les outils informatiques et les logiciels de
calculs formels ont toute leur place. La résolution de problemes a été privilégiée.

Livre du professeur - CHAPITRE 4 Fonction exponentielle 1
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D) Partir d’un bon pied

Objectif

Réactiver les connaissances du cours de Premiére concer-
nant les calculs sur les puissances et les suites géomé-
triques. Une activité fait travailler sur la dérivation, prévi-
sion de I‘étude de la dérivée de la fonction x — e""),

A Hb. Ha. Hb. Oa.
B)a. f/(x)=8x+12.
b. f'(x) =—4cos<—4x+%>.
) = [ X
c.f(x)—zg<2 5).
L) Ha.eth. Ha.etb. Ha.etc.

D) Découvrir

Croissance d'une population
de bactéries

Objectif : Faire le lien entre une suite géométrique et une
croissance exponentielle.

Kl E1 Voir graphique de la question K.

E Au bout de 17 heures, le nombre de bactéries vaut
environ 750 millions ; au bout de 21 heures, il vaut
environ 1500 millions ; au bout de 25 heures, il vaut
environ 3 000 millions.

B Taux dévolution entre 16 et 17 h :

750 — 640
640
Taux d'évolution entre 20 et 21 h :
1500 — 1280
1280
Taux d'évolution entre 24 et 25h :

3000 — 2560
2560

La suite (u,) semble étre une suite géométrique de
premier terme u, = 40 et de raison environ 1,17.
H A I'aide du tableur, on trouve environ 46 h.

X100 =17 % ;
X100 =17 % ;

X100 = 17 %.

kX Loi de refroidissement
de Newton, modélisation discréte
Objectif : Approcher a l'aide d’'une loi de la physique, le
principe d’une décroissance exponentielle.
Kl La variation de température entre les minutes n et
n+1estT,.; — T, et,commeilyaproportionnalité avec
la différence entre T,, et 20 °C, on a bien :

Toe1 = T, = k(T, = 20).
Ha.u,,1=T,41—20=T,+k(T,—20)— 20
=(k+1)(T,—20)=(k+1)u,.

La suite (u,) est géométrique de premier terme
Up = 80 — 20 = 60 et de raison (k+ 1).
b.u, =60X(k+1)",donc T, =60X(k+1)" + 20.

c.Ona T, =60X(k+1f+20=69, donc k=~—0,1.
Ainsi, T, ~ 60 X 0,9" + 20.
H T~ 60X0,9% + 20~ 273°C.

Des fonctions « transformant
les sommes en produits »

Objectif: Etudier, a partir d'une propriété des suites
géométriques, la relation fonctionnelle caractéristique de
la fonction exponentielle et les premiéres propriétés de
cette fonction.
Bu,=q";u,=g" donc:

unxup = qn+p = un+p-

B3 Pour tout réel x,
f(x)=f(x=a+a)=f(x=a)xf(a)=0,

car f(a)=0.
Ha. f(x)=f(x+0)=f(x)xf(0);

or, f(x)#0,donc f(0)=1.

b /00 =1(5+5) =[5 >0,
c.1=7(0)=f(x+(=x)) = f(x)xf(=x),
donc, comme f(x)#0, f(—x) !

fx)

d.On pose u, = f(n), donc:

Uneq = f(n+1)=£(n)Xf(1) = (1) X u,.
On a bien une suite géométrique de raison f(1).
3 Comme les fonctions y — y + x et f'sont dérivables
sur R, la fonction g est dérivable comme composée de
deux fonctions dérivables sur RR.
g(y)=1Xf"(x+y) et, de plus, comme:

S =)

g (y)=r(x)f"(y).(f(x) =0, carxest fixé).

Dot f'(x +y) = f(x)f (y).

En prenant y = 0, comme x est quelconque, on obtient
pour tout réel x: f'(x) = £'(0) X f(x).

En posant k = f'(0) on a le résultat attendu.

H 7(0) = 1;pourtoutréel x, f(x)>0;

T e
f(=x) Ok la suite (f(n)) est géométrique de

raison f(1), f'(x) = kX f(x), ol k est un réel non nul.

Fonction f telle que f'=f
etf(0)=1
Objectif : Construire une représentation graphique appro-

chée d’une fonction vérifiant les propriétés de la fonction
exponentielle.

E a. Le coefficient directeur de la tangente a l'origine
est £ (0)=f(0)=1.

b.Cest le segment porté par la droite déquation
y=x+1.

c f(1)=2.

Ha. 7(05)~15.

b. £'(0,5) =~ 1,5.0n trace le segment porté par la droite
d'équation y = 1,5x + 0,75.

c. f(1)=225.
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E Les tangentes aux points d’abscisses 0,2;0,4;0,6 ;0,8
ont respectivement pour coefficients directeurs : 1,2;
1,44 ;1,728 ; 2,0736.

Les segments consécutifs ont pour points d'origine
ceux de coordonnées : (0;1); (0,2;1,2); (0,4;1,44);
(0,6;1,728);(0,8;2,0736).

Exercices d’application

RLVCEISENEY utiliser les propriétés
algébriques de la fonction exponentielle

a. Faux; b. vrai;

H. eXXe H=eX X =g0=1,;
b. er+1><e1—x: e2x+1+1—x:ex+2;

c.vrai; d. vrai.

xX+2
c. e—x+2 — e(x+2)—(—x+2) = eXt2+x-2 = e2x;
e
d e¥ +e¥ _ eX(e®* +1) _ o
T e 41 e +1 '
N
I:|1—e"_ e _ e —1
14+e 1 e+
1+ o
2] eX—1 e 1 X -2
e2x - 2x e2)( =€ €
ﬂ a.Vrai; b. vrai; c.vrai; d. faux.

SRS ENEY £iudier une fonction
faisant intervenir la fonction
exponentielle

f(x)=e"+x—1,donc f'(x)=e*+1.

La tangente au point d'abscisse 1 a pour équation
réduite: y = /(1) (x — 1)+ (1) avec f'(1)=e+1 et
f(1)=e.

Onobtientdoncy =(e+1)(x—1)+e=(e+1)x—1.

E a. lim (e*—vx)=—oo,

X —+ oo
car lim (e*)=0et lim (Vx)=+c.
X —+ oo X —+ oo
. 1 . -
b. lim ———-=0,car lim (e X) =+ o0.
X—-—o | —e X ——o0
. X+ —X . _
¢ lim S T&- ze =+oo,car lim (e*)=0
X —+ o0 X —+ o0
et lim (&) =+oo.
X —+ oo
. 1 —x° . 1—x?
d. lim < )e"=—oo,car lim < >=—1
X —+o0 1+X2 X -+ o0 1+X2

H. i el *=0,car lim (1—x)=—o.
X —+ oo X —+ o

b. lim eX***1 =4 car lim (P+x+1)=+c.

X —>— o X——0o0

c. lim ————= lim
X —+ oo eX+2

Il
?

1

d. lim ex =1,car lim —=0.
X —+ oo X—+oo X

ﬂ a.Six<0,alors—x>0;e *>1,donc1 —e *<0.

b.Six>0,alors—x<0;e*<1,donc1—e*>0.

De plus, comme e *>0,0na f(x)<1.

SRLVCISEUED Etudier une fonction
dU t'}pe X —> eU(X)

9| a.f'(x)=—2e' "%,
b. f'(x)=—xe™*,

ewX

c fl(x)= x
d. /'(x) =—sin(x)e«),

Fi(x)=(3x*+ 2x)eX *¥ = x(3x + 2)e*" * ¥,

X — o0 _? 0 + o

f(x) + 0 - 0 +
4
fx| ewn(5y) —
1 . X_ ) — s x(1 _ X -
. a.xllnfoo(e Xx) XIiTme (1 EX> 0.
2X _ AX X(aX —

T N Col D

X—0 X—0 X
i A(y4+5)= | X .5 ): .
¢ XI—I>Tooe (X 5) X|—I>r-|r-]oo< eX e* 0

1
d. lim e "x =e.

X — — o0
a. f'(x) =—3e73¥ <0, donc fest décroissante sur
R

) 1
b. f'(x)= %e’? >0 pour tout x hon nul.

c. f'(x) == sinxe“* <0 sur[0;x].

®) [ravaux prafigues

Distance minimale entre un point fixe et
une courbe

Kl Distance minimale environ 0,78 pour le point d'abs-
cisse environ — 0,4.

Livre du professeur - CHAPITRE 4 Fonction exponentielle 3
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El OA = v x* + e . Pour minimiser OA, il faut minimiser
x? + e?*, car la fonction racine carrée est croissante sur
[0 ;oo [

f'(x)=2e*+2x; f"(x)=4e*+2>0. Comme la
dérivée seconde de f'est positive, la dérivée est stricte-
ment croissante sur R.

X — o0 + o0
f(x) +
+ oo
f'(x) _oo/
lim f'(x)=—o0; IiT f'(x) =+oo.

Comme " est continue et strictement croissante sur
R et qu'elle prend des valeurs négatives et positives, il
existe un réel unique a tel que f’(a) = 0.

On a donc : f” négative sur |—oc;a] et positive sur
[a;+ o[, donc £ admet un minimum en a.

Avec la calculatrice, on trouve a=—043 et
OA =/ f(a) = 078.

[11. Le coefficient directeur de (T) est e“. .

2. Le coefficient directeur de la droite (OA) est ea .
3.Le produit des deux coefficients directeurs vaut
e;a = —% =—1, donc les deux droites sont perpen-

diculaires.

Etude des fonctions x — e** et x > e ¥,
ouk>0

Kl a. Les fonctions f, sont décroissantes sur R. La limite
en —oo semble étre + oo et la limite en + oo semble étre
égalea 0.

b. €, est en vert, € est en rouge, €, est en bleu, €,
est en violet.

Si k <k’, on conjecture que ¢, est en dessous de 6, sur
lintervalle |— oo ; 0] et au-dessus sur [0;+ co[. Toutes
les courbes €, se coupent au point (0;1).

c. fi(x)=—ke™™ <0, car k est strictement positif,
d'ou la stricte décroissance des fonctions f sur R.

lim — kx =—o0,donc lim e ® =0;
X —+o0 X —+ o0

lim — kx =+ o0, donc

X ——o0
Supposons k <k’ et x>0 : on a alors kx < k'x, puis
—kx =—k'x etenfin e ¥ > e7KX,

Si x< 0, 0n aalors kx = k'x, puis —kx <— k’x et enfin
eka < efk'x.

lim e =+c.

X——0o0

Ela. Les fonctions g, ont pour limite 0 en + oo et —oco.
Elles sont croissantes sur |— oo ; 0] et décroissantes sur
[0 i+ oo [

Elles vérifient g, (0) = 1.

b.I'y; est en bleu, I'ys est en violet, I'; est en rouge,
I'; esten vert.

Si k <k',alors I') estau-dessus de I".

c. lim —keé =
X —+ oo

lim — kx? =—oo,

X — — o0

donc lim g (x)= lim gx(x)=0.
X —+ o X ——o0

g’ (x) =— 2kxe ™, ce qui est négatif si x est positif et
positif si x est négatif.

D'ou le sens de variations confirmé.

Si k<k’, on a alors kx* < k'x?, puis —kx*> >—k'x* et
enfin e ¥ > e7¥* d'ou la position relative confirmée.

E En Sciences physiques :
décharge d'un condensateur
t
U (t)=10e" 4.
t
Bu(t) =—11—4>< 10e” 14 <0, donc la fonction U¢

est décroissante sur [0; + oo.

t 0 + o0
10 lim Uc(t)=0
Uc(t) \ 0 t—+oo
H 2]
) . P _ 50
[ a. Léquation réduitede (T): y = - t+10.
_ S0, _ _ 70 _ ..
b.y=0& S t=10et= 50—1,4—1.

HLa tension a linstant t = 1,4 s est environ égale a
3,7 V.

Uc(1,4)=10e7"; or, e ' =037, la tension a baissé
d’environ 63 %.

D) Faire le point

Eo.. B Bb
M @abL Bb Hb.ete Ob. He DOa

I]Vrai. EFAFaux. BBFaux. HEVrai. HVrai.
E B Faux. AVvrai. HFaux. EVrai. HVrai.

D) Exercices d’application

D La fonction exponentielle

[ Vrai. F1 Faux. E] Vrai. [ Vrai.
m FlFaux. FIFaux. E Vrai. 1 Faux.

ElFaux:poura=b=0,onaeX*=1ete?’ =1,
on aurait donc 1< 1 sil'inégalité était vraie.

Flvrai: ve2xe?t = /29 x /2t = g9 x gb = @10,

4 Livre du professeur - CHAPITRE 4 Fonction exponentielle
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ElVrai:poura=b=0,onaeX+e®=1+1=2et

209t =2x1=1,

ﬂ 1 e20 e20
Vrai : = = .
ral e—Za+ ed e2a(efza + ea) 1+ e
ﬁ [l Faux.  F1Vrai. ElVrai. [l Vrai.
db. He Ha. Oa
2x —2x 2x —2X
> > eX+e ¥+2 e +e

&l .. f(x) —g(x)y = 7 - 2

4

4 1

> e2x + e_z" +2 4

b.2 f(xy—1=2 7 ~a

Il
N
X

€. 29(x) % f(x)

== —=9().

ex+yex _ ex+yex
(0=
constante sur R.

E10n a, par exemple, £(0) = e et comme f est
constante, on aura pour tout x réel, f(x) = e”.

= 0, donc f est

El D'aprés les deux questions précédentes, on a, pour

tous réels xet y:

eX+y 4
=ey<:}ex Y:eXXey.

eX

_ _ _ 1
He ™= xeX=e%=1,donce ™ = o

X

ex_y:eXXe_YZexxili: €
e’ eV’

a. b. C. .

€ e 1+e

a. f(x)=(eX+ e —(eX—e ™)

=eXt+e X +2—(e¥+e¥-2)=4;

14+e¥ e X+eX
b. g(x)= +
g() 1_eX 1_e—X
_d+e” ef(er+et) _
1—eX 1—eX !

e h(x)=(e*+1F—ve™ —1

=e¥+2e¥+1—e¥—1=2¢".

[N Linstruction « expexpand » développe les expo-

nentielles.

e+ = (e")2><e :
¥ ¥ = () x (o)) ;
Fle*t2 = (ex)3 X e2

ol =M = ex<ex)_4 : e3x2+2x —

ed X =edXxe™;

2 2\5
X t2 = (ex) X e2,
ex—3 — exxe—3 ;

(e¥) x (eX P,

e —2e" = eX(e® —2)

1|factoriser(expexpand(exp(4™)+2%exp(x)))

EXpH) [ eXp(X) 3+2)
factoriser(expexpand(exp(3™)-exp(27)))

b

7]
explx) (exp(x)-1)
gffactoriser(expexpand( 3 exp(4™x)+exp(x)))

XK « (3 exp(x) 3+1)
4ffactoriser(expexpand(27exp(27x)+6"exp(6™x)))

| 2. exp(x) 2(3- exp) *+1)

Linstruction « linéariser » simplifie des prod
d'exponentielles.

|1|Iineariser(exp(x)“B*Texp(1))

| ZwErp( 3+ 1)
|g||ineariser(S*exp(x)"Q*exp(x))

| Feexp(Fx)
H!ineariser(expm)*exp(;-:)"?)

| EXp 2w+ 1)
Iﬁ_lllineariser(exp(z*){)“d*exp(x+1 1

| exp( Gux+1)

B Etude de la fonction exponentielle

ER Vrai. F1 Vrai. El Faux. I3 Faux.
FlFaux. [l Vrai El Vrai. 3 Faux.
il Faux. Fl Faux. El Vrai.
a. lim e =+o0,car lim x2 =+oo.
X——0o0 X——0o0
2x
. e’ —1 —_ : 2 —
b. xllrpwie2X T 1, car Xl_[rpooe 0.

. a . 1 .
c. lim ex =1,car lim —5 =0et limeX=1.

X —+ o X —+oo X X—0
d. lim ~ =0,car lim e*=+ooc.
x—+oo 1+ e X —+ oo

4

x* X
a. = X X“.
X2 x4

. . e
Or, lim x*=4+cet lim = =+ ;
X —— o0 X —+ oo X

4

. . eX
deplus, lim x> =+o0,donc lim —5 =+co.
X ——o0 X —+ o0
2x —2x
. e’ —1 . 1—e
b. Im —5—F= Im ———-=1,

X —+ o e2X+1

car lim e =0.
X —+ oo

X —+oo 1 +e_2x

c. lim (e¥—x)=
X —+ oo

eX
lim X< —1>=+oo.
X—-—+o X
. eX—1 . 1—e™*
d. lm ——= Im ——=1.
X~+oo1+ex x—+ool+e™*

El f'(x)=1—e*.0na /' positive si x est négatif

et ' négative si x est positif.

2] X — o0 0 + oo
f(x) + 0 -
fx) 7 2~

Livre du professeur - CHAPITRE 4 Fonction exponentielle
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El7(0)=2; f(2)=5-e2<0. La fonction f est
continue et strictement décroissante sur [0;2] et
change de signe sur cet intervalle, donc Iéquation
£(x) = 0 admet une solution unique a sur [0;2].
On trouve a = 1,51.
1 a. On peut définir un variable z qui prend la valeur
X — a puis qu'on affiche, ensuite on affiche x.
b. On obtient successivement 0,5 et 0,6 ; 0,50 et 0,51 ;
0,505 et 0,506.
2x
Ha. Xﬂ@wﬁ = 17 car
e 41 . e (1 +e7%)
lim -5 = lim oy
Xt X +4 xltowe(1+4e)

b. On a bien trouvé 17

c. Linstruction est la méme, mais elle se termine par
+ infinity .

lim e*=0;
X——0
2x
=1.

) e2x +1 ) eX (ex + e—x)
I L T = =& TrE T - :
B im e =3 =M e aze) T
. eX 41 . e*(1+e™)
lim ———=-= lim ——— 2 =0.
M T 5eX M (e —5en) O

EE 1 On trouve a environ égal a 2,7 et l'abscisse du
point de contact égale a 1.

Fl /'(x) = e — a. Léquation de la tangente au point
d'abscisse kest: y = f'(k)(x — k) + £ (k).

On obtient y = (X — a)(x — k) + eX — ak.

[E] Cette droite est I'axe des abscisses si, et seulement si,

ek—a=0 ek—a=0
k k =k :
—k(ek—a)+ek—ak=0 |ek(1—k)=0
On obtientalorsk=1;a =e.

2
Mo im non=l ooy,
n—+oo n
2_

donc lim exp<%>=e.

n—+oo n

. 1\ _ . 1y
EnETOO(n n)—n,doncnl_[rroocos(n n)_ 1,

donc lim exp(cos(n: - 17)) =e .

n—+oo

up+ 1 . . Lane
44 1] '&71 = o+ donc cette suite est géométrique
n

. . 1
de premier terme e et de raison r
F1 Comme 0 < g <1 cette suite converge vers 0.

n+1 —-n—1

_ 1—q _ 1—e
ES,,—UOX71_q =eX pp—
e
e2
- e—1[1_e_n_1]
lim [1—e" ']=1,
n—-+oo
2
. _ e
doncnl_[rroos,,— g

45 ElLa suite (u,) semble décroissante et tendre
vers 0.

F10n a uy > 0 par hypothése. Supposons que pour un
entier n,on a u, > 0 et démontrons que u,+; > 0.0n a
Uy,+q1 = Uu,e Y avecu,>0ete “>0,doncu,,,>0.

Up+1

= e ! avec
un

El Tous les termes sont non nuls :
—u,<0,donce <1,

Cette suite est (strictement) décroissante.

[1 Cette suite et décroissante et minorée par 0, donc elle
converge vers une limite (.

La fonction x —> xe ¥ étant continue,on a:

le'=(e'-1)=0s0=0.

E) Croissance comparée

46 -l o B <1_ e* 1_>: .
.“X'l"foo o m X a) T e
. 1—4x . 1 X

| — = | —4X =0.

Jim U= im (G- ax )

eX

Xn

1 On conjecture que la limite en +oo de
est + 0.

X nt t \n
e e 1 [e
E - - n < ) ’

x" (nt)” n t

X
ElComme t = Y t tend vers + oo lorsque x tend vers
+ 0.

e 1 (e
Dou, lim — = lim —( || =+o.
X =+ o0 t—+oon? \ T

NaX = (— o X = (— n—Xn
O x"e* =(—x)"e (—1) X
: X"
I -1 =+ =0.
im ( o =0

X -+ oo

B lim x"eX=

X —>—

m . e*+3x .
a. lim T— lim

X —+ o X —+ o0

e 3)\_ .
<x3 +7>_+oo'

lim (x2e* + 4xe* — e*)
X —— 00

. X — x4 . x*
e lim ==X = |m (1- =1;

X —+ oo eX X —+ oo eX

b. lim (xX*+4x—1)e* =

X — — o0

. —X . — —
d. lim 3¢ —x*)" = lim (3¢%e™*—x%e™¥)=0
X —+oo X —+ oo
(d'aprés l'exercice précédent, on a lim x"e* =0, ce
X — — o0
lim x"e ™ =0).
X —+ oo

qui donne aussi

& a.
@ H%Z%Xﬁ,donq

Hec. Hc.

. eX .
comme |im 7=+ooet lim v x =+o0,

X —+ oo X —+ oo
X
ona lim —F— =+o0.
X—+oo v X

6 Livre du professeur - CHAPITRE 4 Fonction exponentielle
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FlPour tout x>1, x>+x, donc 1—<1— et
xS Ux

eX eX X
<——. Comme Ilim =+o00, par compa-
x SUx fm par comp
X
raisononaura |lim =+ 0.
X—>+o0o v X
E On pose X = 3x.
e3X _ eX zixi
2x 2X 2 X
3
Or, lorsque x tend vers + «, X également.
3x X
. e . 3
Donc |im = |lim > X— =+
X —+ oo 2x X—»-‘roo2 X
- o2X 1 oX
OnposeX =2x. Im —— = Ilim 5 X—F =+
P X —+ oo 4x X—»-‘roo2 X
E10n pose X = 3x.
_X
. —X . 3 . 1 X
im —-= |lm ——= |lim —5X-—=0
Xﬂ+ooe3x X —+ oo X X -+ 3 eX
e’ eX
E10n pose X = x%. lim = lim =+o0.
X —+ o0 X —+o0
e2x <1 B X2 >
2x 2 2 2x
. e —x . X e
E[I Iim —5—5 = Ilim S5 —F——5—=1.
x—too @+ X2yt ¥ <1 X )
X2 e2x
e3x
H lim (e*-Vx)= lim ﬁ( —1>=+oo.
X —+ oo X —+ oo \/;
E lim (e¥=x*—x)= lim x2<—2— —1—>
X —+o X —+ oo X X
=+o0
D Dérivée de x — exp(u(x))
N Faux. F1 vrai. El vrai. 1 Faux.

EN Faux ; si u est décroissante, f également; en
effet /' = (e“)/= u'e".

F1 Vrai, car u’ est positive.

EX Vrai, car une exponentielle est toujours strictement
positive.

[ Faux, car ' = (e¥)=—u'e™¥ etsi u’ est négative,
—u’ sera positive et f sera croissante.

E £l Premiére méthode

N f/(X) _ ne™ (ex)” _ enx; neX (ex)”_1
(e¥)

b. La dérivée de f est nulle pour tout réel, donc la fonc-
tion f est constante sur R.

£(0) =1, donc pour tout réel x, f(x)=1.

e™ n
c.Ona =1 () =e™
e

X1

=0.

H Seconde méthode
On cherche a démontrer que pour tout réel x et pour
tout entier naturel n, e™ = (eX)".

Pour n = 0, chacune des deux expressions vaut 1, donc
I'égalité est vraie.
Supposons que pour un entier n, on a e™ = (&),

. n+1
démontrons que eln+x = ().

e(n+1)x = oM X = oM % oX = (ex)” X eX = (ex)”'H.

Par récurrence sur n, on a bien démontré la propriété
pour tout entier naturel n.

Si n est négatif, alors —n est un entier naturel, donc,
d'aprés ce qui précede, e ™ = ().

! et (ex)in = (e1x)n '

Or, e ™ =
4 enx
deux expressions dans ce cas également.

d'ou I'égalité des

@ [} Comme la fonction cosinus est paire et de
période 27, la fonction f l'est également. On a dong,
pour tout réel x, /(—x) =f(x) et f(x+2r)=f(x).
E1 £'(x) = sinxe” > 0 sur lintervalle [0; 7] (C'est le
signe du sinus).

X 0 T
e
f(x) = /
H =]
¥

[ Tangente au point d’abscisse % :

y=r (5 ) x=3)+(5).

; = - =y
Onobtlenty—1(x 2>+1 X——5 +1.

On se place sur l'intervalle ]— % ; %[

[ La limite de la fonction tangente en — T st — oo, la

T 2
limite en 5 est + .
Fla. limtanx =+ et lim eX =+oo,
T X—>+o0
)
T
x<2
donc lim e =+ 0.
7
T
X<7
b. lim tanx =—occ et lim eX =0,
_m X——o
X—=77
T
X>—7
donc lim e®™™ =0.
_T
X—=77
T
X>—7
T .
. f(—7>= lim f(x)=0, donc la fonction est
T
o T
2

. T
continue en —7.

Livre du professeur - CHAPITRE 4 Fonction exponentielle 7
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Ha. ﬂf[}{ji =exp(tan(x))

¥ -z exEpltani =)

1%

deriver(f{x) x

2
| Expltan {1+ tan(x) )

b. La dérivée est clairement strictement positive, donc f

. T T
est croissante sur ]— 7 ; [

2
c.d. [8]araphe fi) x=-pir2. pi2)

‘ZEII
Hs.
“Ho-
el
1o

> Prepa Bac

—4e* (e + 1) + 4eX X 2e¥

B ma. )=

(e +1)
_ 4e¥ —4e* _ 4e*(e® —1)
(e +1) (e +1Y

b.Ona 4e* >0 et (e2 + 1) >0, donc la dérivée est du
signe de (e —1).
Or, e —1>0&2x >0 x>0. La fonction f est

bien croissante sur l'intervalle [0 ; + oo|.
E21 On montre que £ est paire :

4
oy de™ o e
fe=1- A m -
e2x
4e*

:1_ 1+e2X :f(X>,
d'ou la symétrie par rapport a I'axe des ordonnées.

@ Partie A

Flg(x)=e*—1, ce qui est positif sur [0;+ co[ et
négatif sur |—oc; 0].

B x

— o0 0 + oo
g(x)  Tw o

Le minimum de g est 0, donc pour tout réel x, g(x) = 0.

E1 On a d’apreés ce qui précéde :
e¥—x—120e*—x=21>0.

Partie B

[N Pour tout réel x tel que 0 < x < 1, on a par croissance

de f, f(0)<f(x)<f(1) or f(0)=0 et f(1)=1,

donc 0 <f(x)<1,cequisignifie f(x)e[0;1].

Ha. f(x)—x= =1 _ x(e* — x)

eX —x eX —x
_ e —1—xe*+x* _ (1-x)g(x)
e* —x eX—x

b.Comme x €[0;1], (1 —x) > 0 et, d'aprés la partie A,
e¥—x>0etg(x)>0.

Ainsi, pour tout x €[0; 1], f(x)— x> 0,donc la courbe
de f est au-dessus de la droite @ sur [0; 1].

Partie C

1 Y

1-

0,2+

0,2 1 X

E1 Par récurrence sur n, montrons que pour tout n,

T <u, <.

Initialisation : u, = X donc la propriété est vraie pour
n=0.
Supposons que pour un n arbitrairement choisi,

. 1
S u, < 1 etdémontronsque 5 < up 41 < 1.

2 2 5
Comme f est croissante sur[0;1],0na:
1

/5)<rw)<ra),

s . 1 1 .
mais d'aprés la partie A, 5 <f(7) ; donc on obtient
1 . . i
5 < U, +1 < 1.Parrécurrence, on a montré la propriété

pour tout entier n.
D’aprés la partie A, on sait que pour tout x €[0;1],
x <f(x), donc comme u,€[0;1] on a u,<f(u,),
c'est-a-dire u, < Up 4.
Ainsi, on a montré que pour tout entier n,

1

2
El La suite (u,) est croissante et majorée (par 1), donc
elle converge vers une limite { et comme f est continue,
ona:

e —1

0 _
f(Q):QC) eQ_Q

< (1-10)g(0)=o0.
D’aprés la partie A, g(0) = 0 < 0 = 0, c'est impossible,

SU, SUp+q ST

=0 (1-0E'—-0-1)=0

car on doit avoir 17 <0<1.

Conclusion: 0 = 1.

@ Partie 1
EH lim g(x)=

X —+ oo

lim e(1—x+e™)=—o0.
X —+ oo
F1g'(x) = e* — (X + xe¥) = — xe*, donc la dérivée est
positive si x est négatif et négative si x est positif.

8 Livre du professeur - CHAPITRE 4 Fonction exponentielle
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B X
g'(x) + -

N

[la.La fonction g est continue et strictement
décroissante sur [0;+ co[ ; de plus, g(0)=2>0 et

lim g(x) =—o0, donc il existe un réel unique a
X —+oo

appartenant a [0 ; + oo, tel que g(a) = 0.
b. Avec la calculatrice, on trouve 1,27 < a < 1,28.
c.Onag(a)=0,donce*—ae*+1=0,donc:

+ o0

N IO | O

g9(x)

1
a =
et=-_
H lim g(x)=1 etgestcroissante sur |—
X——0o0

0], donc

g est strictement positive sur cet intervalle.
Finalement,si x € |—oo; ], g(x) = 0etsix €[a; + oo,

g(x)<o.
Partie 2
) 4(e*X+ 1) — 4xe® 4g(x)
A(x) = M 2 =T 2 -
(eX+1) (eX+1)
ce qui est bien du signe de g(x).
Bl x |0 a + oo
A'(x) + 0 -
A(x) 0/4(a—1)\
_ 4o _ 40 _ _
A(oz)—ea+1 = a =4(a—1).
a—1
Partie 3
X Laire du rectangle est égale a:
xXf(x)= = A(x).

e+1

Cette aire est maximale lorsque A atteint son maximum,
c'est-a-direen a.

Cette aire vaut 4(a — 1).

F1 Tangente a la courbe de f enM:

y =/ (@)(x—a)+f(a).

, —4e”
X)=——"""5,
f( ) (ex+ 1)2
donc y = —4e” ———(x—a)+ T
(ee+1) (e¢+1)
Cette tangente a pour coefficient directeur :
4
—4e¢ _ " g-1 _ —4a=-1)
a + 'I 2 a 2 062
(e“+1) (427)
La droite (PQ) a pour coefficient directeur :
_fla) -4 —4e-1)
—a  ale®+1) a?

Ces deux droites ont le méme coefficient directeur, donc
elles sont paralléles.

Exercices d'entrainement

I]b.e"—1 =0 ef=1<x=0.

X X
Flc. lim %= lim %
X—+too € 1 x»+ooex<1 _ )
X
e
= lim %=2.
X~+oo’| __r
eX
Ela. lim(eX—1)=0" et lim2e* = 2,
x—0 x—0
x>0
X
donc Iim0 e)%e =+ oo (asymptote verticale).
o _
x>0
2e¥(e¥— 1) — 2e*¥ X ¥ —2e*
a.g(x)= = )
g( ) (ex_,l>2 (ex_1)2
Eﬂxhrﬂmf(x)— 1 et I|m f( )=

Donclacourbede f admet en + oo une asymptote hori-
zontale d’équation y = 1.

’ _e_x
=—F—<0.
Ar= e <°
X — o0 0 + oo

f(X) oo \ 1
H E

el oo ;oM

-4 -5 B 1o 1 2 3 4

By =7 (0)x+£(0)= z‘éﬁﬁ.

nx

EfOna lime™ =1, donc lim €

=+ o0.
x—0 x—0
x>0 x>0
enx enx
lim = lim nX . En posant y = nx, on a
X —+ oo X —+ oo nx
. . ey
lim nx =+o0,donc lim n— =+oo.
X —+ oo y—+o
nx
Conclusion : lim =+ 0.
X —+ oo
nx nx nx —
nxe™ —e e™(nx—1
H f(x) = 3 _ ™ 5 ) Comme e™
X X

et x? sont positifs, la dérivée est du signe de (nx — 1),
c'est-a-dire négative pour tout x € ]0;17] et positive
pour tout x € [17 i+ oo[.

1 o

La fonction f, est donc décroissante sur ]0; p

croissante sur [ ! i+ oo[
EX D’aprés la question 3, la fonction £, admet bien un
minimum en x = % quivaut f, (%) = ne.

On a donc x, Z%et Y, = ne.

Livre du professeur - CHAPITRE 4 Fonction exponentielle 9
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lim x,=0; lim y, =+oc.La suite (x,) converge
n—+oo n—+oo

vers 0, (y,) est divergente.

m Partie A

El g'(x) = ¥ — 1, qui est positive si x est positif et néga-
tive sinon.

X — o0 0 + oo
g'(x) - +
g(x) T 7

Le minimum de g est 0, donc g est positive sur R.
FlOnae*—x—1>0,donce*—x>1>0.

Partie B

. . X
Da. tlim fx)= lim_ (<)
X 7—1
. 1
= =
X—I>Too eX 0
——1
X
lim =f(x)=lim X17=—1.
X ——o0 X~—ooL_.l
X
b. La courbe de f admet deux asymptotes horizontales
déquationsy=0en+ooety=—1en —co.
X—x—x(eX=1) _ (1 —x)e*
B f(x) = & =X x(e _
f( ) (eX_X)Z (eX_X>2
X — o0 1 + oo
f(x) + 0 -
1
)| a7 —4 o
Ela.(T):y=x.
b. On étudie le signe de f(x) — x.
oo oox _ _x(-e+x) _ —xg(x)
Sl =x= e —x X7 e’ —x S oeX—x

Or, g(x) et le dénominateur sont positifs, donc le signe
est celui de —x.

Conclusion : la courbe de f est au-dessus de (T) sur
]— o0 ;0] eten dessous sur [0; + .

E
v

051

@ El lim f(x)=0, donc la courbe de f admet

X —+ o0
I'axe des abscisses comme asymptote horizontale.

Fa. f'(x)=—2xe*—(1—x?)e*=e*(x*—2x—1).
b. A = 8, donc les racines sont :

0=2"22 s et =144,

X |1 1-v2 1+v/2 + o0
f(x) + 0 — 0 +
f(x) /f(m\ 7
0 /(%)
E(T):y=—x+1
9 g

y

0,11

0 0,1 05 X

[l a. La fonction f est clairement croissante sur [0;0,5]
(f'(x)=2e*"2>0).

D Initialisation: 0 < uy < 0,5.

Hérédité : supposons que pour un entier n, on a
0<u,<0,5,démontronsque 0 < u,;+; <0,5.

Par croissance de f, ona f(0)</f(u,)</(05), donc
e?<u,,;<e ', donc0<u,;;<05.

Conclusion : pour tout entiern, 0 < u, < 0,5.

) Initialisation :ona uy = 0 et f(up) = u; = e 2, donc
Up < Uy.

Hérédité : supposons que pour un entier n, on a
Uy, < Up+1, démontrons que U, 1 < Up 5.

Par croissance de f,ona f(u,) <f(Uy+1),

donc up ¢ < Upqs.

Conclusion : pour tout entiern, 0 < u, < U, 4+ < 0,5.
b.La suite (u,) est croissante et majorée, donc elle
converge vers une limite (.

c. 0= 0,203.

X
I]a.Ona lim e7=+oo,donc lim — =0,

X
X —+ oo X—>+oco €

X

lim xe*=0.
X —+too

lim e™Xx /1—2+1— =0.
X —+ oo X X

donc lim
X —+too

b. lim e*v1+x =

X —+ oo

o = 0, ce qui équivaut a

10 Livre du professeur - CHAPITRE 4 Fonction exponentielle
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Y1+ x+e X !

H 7)== FNETS
=e_"<_1 —2x>
2V/1+x )

La dérivée est du signe de — 1 — 2x, c’est-a-dire positive

sur|—1;— 17] et négative sur [—17 ;T 00[-

El D'aprés le signe de la dérivée, f est croissante, puis
décroissante, donc elle admet un maximum pour

X =-

7.

f-)=er /3 = /2

X =1 —7 + oo
folll + o -

P

& @2 v =36 000(e 2% — e748) ~ 2970 cm.
b.Lorsque v =0, V=0. Lorsque l'outil n'est pas en
mouvement, il n'y a pas de copeaux.

Ha. El [EXEl:Montrer coordonnées
W =36000({e" (- 002x))—(e"(-[. 004Ax)))

=346.5736026
Le maximum est atteint pour x environ égal a 347 et il
vaut 9 000.

b. f'(x) = 36 000(—0,002e 0% 4 0,004 ~0°%)

— 72e—0,002x (_-I + 26_0’002X>.

¥=9000 | | | X

Avec la calculatrice, on a f'(x)>0 sur lintervalle
[0;347] et f'(x) <0 sur[347;1200].

c.La fonction f est croissante sur [0; 347] et décrois-
sante sur [347;1200].

Elle admet bien un maximum en x = 347.

EX Comme la fonction « volume de copeaux » est la
fonction f, il y a bien une vitesse de coupe condui-
sant a un volume de copeaux maximal, c’est environ
347 m-min~".

69| El 7(0)=1,doncc=1.

7'(x)=(2ax+ b)e™ — (ax* + bx + c)e™™
=e*(—ax®’+(2a—-b)x+b—1);

f'(0)=2,donc b—1 =2, clest-a-dire b = 3.

Onadonc f'(x)=e*(—ax’ +(2a — 3)x + 2).

f(x)=—e*(—ax*+(2a—3)x +2)

+eX(—2ax+2a—3)

=e *(ax*+(—4a+3)x+(2a—5));

f"(0)=—1,donc2a—5=—1,cest-a-dire a = 2.

1 La courbe n° 1, car la fonction vaut 1 en 0 et le coeffi-

cient directeur de la tangente en 0 vaut 2.

O) Problemes

E Partie A

El /'(x) = (—025x + 2)e™™. Cette dérivée sannule
pour x = 8, est positive pour x €[4;8] et négative
pour x € [8;20].

2] x 4 8 20
S'(x) + 0 -

4¢3

Partie B

Ell Bénéfice = f(x).

FlLe prix d'une centrale doit étre de 800€ pour
réaliser un bénéfice maximal. Ce bénéfice vaut environ
80,34 centaines d'euros, donc 8 034 €, a l'euro prés.

. Partle A

_ h_ a0
ﬂ’liinoe h LA I'Enoe = exp’(0) =1
Donc lim f(x)=1.

x—-0
. . 1
lim x)= |lim ——=0.
EX—>+oof( ) X~+c>oeix_.I
X
Partie B

[f La somme proposée est la somme des termes d'une
1
suite géométrique de premier terme 1 de raison en .

Donc:

o let] i
n - - 1 .

1 2
[1+e7+e7+...+e 1

1—en 1—en
1
Eun=17><71—<1—e)
1—en 1—67
— (o — 1
=(e=1f()
. 1)\ _ : _
El lim f(*>—1,donc lim u,=e—1.
n—+oo n n—-+oo
I P(X<2000)=1—-e""=~063.
F1P(X>10000)=1—(1—e"%)=e = 0,0067.
& 51 1(x) = 110 36
1'(x)=—%e 28 <0, donc la fonction 7 est décrois-
sante.
x |0 100
110
I(X) \ 3,09

H 2|
y
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El La lumiére a perdu la moitié de son intensité a environ
19,4 m de profondeur.

El f'(x) = e*— 1. La dérivée est positive si x est
positif, négative si x est négatif.

X | — 0 + o0
f(x) - 0 +

D'aprés le tableau de variations, on peut dire que f est
positive sur R. Donc eX — (x+ 1) > 0,donc 1 + x < e*.

F11+y<e’, donc 1 —x<e™, ce qui équivaut pour

tout x>1a o > 1 — x, clest-a-dire e* < r——

1
Ela.On posex=%etd’aprésﬂ,1 +17<e7;
'I n
donc (1 +7> <e.

L 1

< .
b.en+1 < L ] (onabien Py <1),doncon
n-+1
X 1 + n+1
obtient e n+1 < ! ,donce<<1+%) .
[1a.On a, daprés les questions précédentes,

(1 + 17)” <e< (1 + %)HH, c'est-a-dire:

1 u 3
u,,<e<u,,<1 +7)®0<e—un<7”<7.

b. Comme lim % =0,on aura lim (e—u,) =0

n—-+oo n—+oo
d'aprés le théoréme des gendarmes. Donc la suite (u,)

converge vers e.

Partie B :
na. f(Xk+1) =f<Xk +W> zf(Xk)‘l' 0,1f(Xk)

donc f(xk+1) = 1,1 X1 (x¢).
b. 3
25 s

2 ad
1,5 -/

1
0,5

0 . —
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

c.Onaugyq =~ 1,ug avec uy = 1,donc uy = 1,1,

Ea. f(Xk+1) = 1,01 Xf(Xk).
3

2,5
2
15
u
0,5

b. u, =~ 1,01,

Partie A

El /'(x) = e — 1. La dérivée est positive lorsque x est
positif.

Donc f est croissante sur [0; + co[ etl'ona £(0) = 1.

H lim f(x)= lim x(e—x— 1) =+ 0.
X —+oo X—+o0o \ X

La fonction f est continue et strictement croissante sur

[0;+ oo, grace a sa valeur en 0 et sa limite en +occ on

peut en déduire que léquation f(x) =n,avecn>0,a

une unique solution sur [0; + oo|.

Ha. f(x)=1ex=0.
b. f(x) =2 poura, = 1,15; f(x)= 3 pour az = 1,51.
Partie B

EIOn a f(a,)=n et f(a,+1)=n+1.Si on avait
a,>a,+q1, alors par croissance de f, on aurait
f(an)> f(an41), cest-a-dire n>n + 1, ce qui est faux.
Par I'absurde, on a montré que, pour tout entier non nul
n, a, < a,4 1, cest-a-dire la suite () est croissante.

F1 Supposons la suite (a,) majorée par A. Alors, pour
tout entier non nul n, on aurait a, < A, ce qui entraine-
rait /'(a,) <f(A), mais cette inégalité contredit la limite
de f en +co.

Conclusion : cette suite est croissante et non majorée,
elle tend vers + .

Sf(a n
El f(a,) = n,donc (a") =—0;
e e%n
et —q n a n
n __ n___
donc o T e & 1- RIS

Or, comme (a,) tend vers + oo quand n tend vers l'infini,

le quotient :jﬁ tend vers 0.
e
Conclusion :  lim =1.
n—-+oo
BIN(O)=— ' =12 :donc K +¢c=10
k+C 4 ky 12"
kq
-5 k.
donc C = 6 k-

B lim N(t)= 1.
t—+oo

C

kdekff(%e’@ + C) — ki (k ekv)

ke e :
(kded+C)

EIN(t)=

deek‘t’
N kC kt 2
N
< ky e+ C>
Si la constante C est négative, la fonction N est stricte-
ment décroissante sur [0;+ oc[, sinon elle est crois-
sante.

12 Livre du professeur - CHAPITRE 4 Fonction exponentielle
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Cas pour C négative :

2
v

.I]a v(t)=10-Ce "
b. v(0 )—1,doncC=9.
c. lim v(t)=10.

t—+oo
La vitesse limite est de 10 metres par seconde.

F1 La distance parcourue sera également de 500 métres.
On trouve que le parachute doit étre déclenché au bout
de 50 s (au bout de 51 s, il sera en dessous de 500 m).
EJ On constate que v'(t) = Ce™".

Dou v'(t)+v(t)=10.

Ev(0)=1.
Dou:

— —1
‘C(ZK)—N:»KH =—02v/10 +0,2V/10K

o (= 1+02/10
—1+02/10

(2] tEva(t) = @ La vitesse limite est donc sensi-
blement plus faible.y/m
Bl Vl(t) - (2 josz(eev 1or>
et 2 (1) = 10K?e 2110+ 2(2Ke”/1°'
(2 _ 2Kem°t)
V(t)+v3(t) = 10K%e* 1% + 10 — 20Ke' ™" _ 10

(Z_ZKEHOt)Z 4 -

mﬂOna:

P(0) = 53 & 0,03y, = 0,00053y, + (5,3r — 0,00053y,)
<y = 5.3.
0,159
Ep(t) = 0,00053 + 0,02947e 003t *
P est strictement croissante (sa dérivée est strictement
positive).
[EJ On teste le modeéle avec un tableur :
A B

1t P(t)

2 0 5,3

3 40 16,9037562

4 80 49,6338631

5 120 119,080599

i) 160 205,817078

7 180 239,781522

8 150 252,940794

Le modéle est satisfaisant sur cette période.

1 a. La limite est % = 300. La population ne peut pas

dépasser 300 millions d’habitants.
b. Le modéle donne 263 millions pour 2000 et 272 pour
2010 : il n'est plus satisfaisant.

Partie A
Hi(x)=1Xe™ +xX(=2x)e™ = (1 — 2)e™".
Cette dérivée est du signe de 1 — 2x?, c'est-a-dire posi-
0.1
"2

fonction f; est croissante sur

tive sur ; donc la

et négative sur [% i+ oo

0; %] puis décrois-

1
sante sur ﬁ ;+ oo [
. _ . _ 1
E lim xe ™ = lim ve“X—— = 0.
X —+ oo u—+oo v u

La courbe représentative de f; estasymptote a l'axe des
abscisses en +oo.

H
X 0 f + oo
fa(x) + 0 -
_1
[x)| e —
O f(x)—x=x(eX—1); or, x est positif, donc
0<e™ <1; donc cette différence est négative. La

courbe €, est en dessous de la droite A.

B &
v

Partie B

H 15(x) = 32X e ™ +x3X(—2x)e™
=x*(3— 2x2)e_"2

ce qui est du signe de 3 — 2x2.

V3
X 0 \/5 + o0
f3(x) + 0 -
3 3
fs(x) =) S € \

F1 f5(x) — f1(x) = x(x* = 1)e™. Comme x est positif,
cette différence est positive si x est supérieur ou égal a 1.
La courbe 6, est en dessous de la courbe €, sur [0; 1] et
au-dessus sur [1; + oo|.

B &
v

Livre du professeur - CHAPITRE 4 Fonction exponentielle 13
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Partie C
7 (x)=nx"""Xe ™ +x"X(—2x)e™™

=x"""(n—2x?)e™, ce qui est du signe de n — 2x2.

La dérivée est positive sur [0; \/ 7] et négative sur
n . .

[ e h oo[, donc la fonction f, est croissante sur

[0; A/ %], puis décroissante sur [1/ a2 it oo[.

E1Sin = 2,alors /% =1;o0r, f,(1)= e ".Toutes les
courbes 6 _passent par le point S, (1;e7").
B

y

e

VA N
VAV IAR N
/ /S N
M

[ La courbe de £, semble symétrique par rapport
a l'axe des ordonnées, cette fonction semble décrois-
sante sur |— oo ; 0] et croissante sur [0; + oo|.

Elle semble admettre un minimum en 0 qui vaut a.

E1 lim exp(%) =+oco et lim exp(—L)Z 0,

X—+ o X —+ oo a
donc lim f,(x)=+o0;
X —+ o
. X . X
lim exp<f)=Oet lim exp(—f)=+oo,
X —-—o a X ——o0 a

donc lim f,(x)=+oo.
X —+oo

a —X X
B fa(—x) = 5 (exp(—;) + exp( X)) = fulx),
donc cette fonction est paire.
Sa courbe est symétrique par rapport a I'axe des ordon-

o0 = 2 bewo( £) - oo )
Lool-2os{2)- 1)

exp(—
Or, si x>0, exp(%) > 1 ;donc f,(x) >0, par symé-

trie, la dérivée est négative si x est négatif.

x

Q x

Vv

a
X |—o0 0 + o0
S a(X) - 0 +
+ oo + oo

[A D’aprés le tableau de variations, f, admet un

minimum en 0 qui vaut a.

7] E|
y

\
\ J ./

N | S

a
4

w

Bl | r0)=1=e"
FlLa courbe de la fonction exponentielle semble étre
au-dessus de celle de la fonction polynéme.

2
Elg(x)=e*—1 —x—XT;g"(x)=eX—1—x;

g®(x)=e*—1.
[ a.b.c. g (x) >0 pour tout réel x positif et négative
sinon.
X — oo + o0
g®)(x) - 0 +
g"(x) > — 7

On en déduit que, pour tout réel x, g”(x) > 0.

Ha.b.

X — o0 0
g"(x)

g'(x)

+ o0

/6/

On en déduit que, pour tout réel x positif, g'(x) > 0 et,
pour tout réel x négatif, g'(x) < 0.

Aa.b.
X |- 0 + o0
g'(x) - 0 +
o) 7

On déduit de ce tableau de variations que la fonction
g est positive pour tout réel x; donc la courbe de la
fonction exponentielle est bien au-dessus de celle de la
fonction f.

[2 a. Dans la colonne D, on calcule la valeur absolue de la
différence des deux expressions, c'est-a-dire la distance
entre les deux courbes.

b. Toutes les valeurs de ce tableau comprises entre 0 et
0,38 (valeurs incluses).

D) Pistes pour "accompagnement

personnalisé

Revoir les outils de base

m a. Les limites en —oco et + oo sont respectivement

Oet +oo.
b.exp(0)=1;exp(1)=e. cy=x+1.

Les savoir-faire du chapitre

@ a.e?;

b.e 3 (e +e 2 +2)— 2"
=e¥X 34 e X 342073 —2e%;

c.et?,

@a.o;

b.1; Cc. too; d. 1.

14 Livre du professeur - CHAPITRE 4 Fonction exponentielle
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B £(x) = (2x+ 2)e 2.
E 7'(x)=(1+2x)e*.

B £/(x) = (x+2)eX

C (1-2e")

El f/(x)= e+ 3xe® = (1 + 3x)e>.

X — o0 —?; + oo

fo| - o+
I

Fl £/(x)=eX +2x%eX = (1 + 2x%)eX >0.

X — 00 + oo
f'(x) +
fo 7
—4e%¢
EH/f(x)=—"-5<0
f ( ) (,I + e2X)2
X — 0 + oo
f'(x) -
f(X) \
Approfondissement
E a Années | Population
0 5,30
10 7,15
20 9,66
30 13,04
40 17,60
50 23,75
60 32,06

Les valeurs obtenues sont proches de celles du tableau.
E1P(t)=003P(t).

El La limite de P(t) en + oo est +oo.

Ce modeéle ne peut étre valable sur une longue période.
Evolution d’une population de bactéries, etc.

S B im M(t)=c.
X —+ oo

F1 Cette limite peut étre représentée par la masse du
rongeur a I'age adulte.
EIM(t) = Cabe “exp(—be ). La fonction M doit
étre croissante, donc b doit étre strictement positive.
la. M(t) = 750 exp(—3,9e004),
b. B

¥

Vers le Supérieur

EN Si f n'est pas la fonction nulle, alors il existe un
réel u tel que f(u)# 0.
On a alors f(u)=f(u+0)=f(u)f(0) et, comme
f(u)+#0,alors £(0)=1.
E1S'il existe un réel a tel que f(a) = 0, alors pour tout
réelu,ona:

flu)=flu=a+a)=f(u—a)f(a)=0;
donc f est la fonction nulle.
Bl f(u+t)=f(u)f(t) donc f"(u+1t)=f(u)f(t).
EXI0n prend t =0 et on obtient, pour tout réel v,
f(u)=f(u)r(0).
On a une relation du type f' =kf, ol k est une

constante ; donc f(x) = e,

tH o a
v

ElPour 23€ [larticle, la demande est denviron
20 000 articles, donc le montant de la demande est
environ égal a 460 000 €.

El Le prix unitaire doit étre inférieur a 30 €.

[ f'(x) =—20e %" <0, donc la fonction f est
décroissante.

F a. Le prix déquilibre est d’environ 21 €.

b. Lentreprise peut espérer vendre 25 000 objets.

EE] g2 La fonction /., est définie sur R\{a}.
1

FISia>0, limxex—a =+,

X—Q
X>a
. 1 .
car im——— =4+ et |lim e =+.
x—aX QA u—+oo
X>a
. . 1
Sia<0, limxex—a =—oo,
X—-Q
xX>a

. 1 .
car Ilmfa:+oo et lim e'=+o0;

X—a u—-+oo
x>a
1
limxex—« =0,car im———=—ocet lim e“=0;
X—-a X—-Q uU——oo
x>a x>a

1
lim xex—a =+ o0,

X -+
car lim =0etlimeY=1;
X—+oo X u—0
. N . 1 L
lim xex—a ,car lim ———=0e¢et lime" = 1.
X ——o0 X——00 X~ Q u—0

1
E10n calcule “T <xe X—a —X— 1) d'aprés l'exercice
X — T oo
95, page 117.

Livre du professeur - CHAPITRE 4 Fonction exponentielle 15
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On pose u = ; on obtient :

()~ ( )]

= Iim1—(e“—1)+ae“—oc—1 =0,
u—-oUu

e —1

car lim =1.

u—0
Comme la limite est nulle, la droite d'équation y = x + 1
est asymptote a la courbe de f;, en + .
On pourrait faire le méme raisonnement en — oo, donc
cette droite est aussi asymptote a la courbe en — oo

5 €x-a

f,a(X)zexla—(X_a)

171 X

eval1——X

g a( (x—oc)2>

1<x2—(2a+1)x+a2>

ex—a > .
(x—a)

La dérivée est du signe de x> — (2a + 1)x + a?.

A—4oc+1

Si a<—

fonction est strictement croissante sur son ensemble de
définition.

X 1

——, alors A<0 et la dérivée est positive, la

X — o0 a + o0
f(x) + +
fo Fee
— o0 —oo/
Si a ——17, alors A = 0 et la dérivée est positive, la

fonction est croissante sur son ensemble de définition.
On a le méme tableau de variations que précédem-
ment.

Si a>—17,alorsA>0,Ies deux racines sont :
X = +7_7v4 a+ 1
etx2=a+17+17\/4a+1.

On a de fagon évidente x, > a.
On aura x; <« si, seulement si,

1<

5 17v4oc+1 S 1<4a0+1&a>0

Si—%<a<0,onaura X > .

ICas—}T<oz<0:

X — oo a X X5 + o0
f’(x) + + 0 - 0 +
0 +
10 I G NP At
bCasa=0:
X |—oo 0 + o0
ro S
0 ||+ -
f(x) _OO/ Oo\ e — >
bCasa>0:
X — o0 X1 a X2 + o0
f'(x) + 0 - - 0 +
T~ + oo + oo
f(X) — 0 0 T~ _—7
Joam;(:;“b;e;(mx 2) i ’
@ ghx)=xeM1/x)
L0 jxentroe 1
a Objets dépendants
1
4 ‘\
L
94 N'(t)=aN(t)—N2(t).
_ 1 o _u.
Onposeu = N,alorsN =T
L'équation s'écrit :
u'(t) 1 1 :
—~ = —~ - =— +1.
200) - %u(e) e &Y =Tl
Les fonctions u sont du type u(t) = Ce™* + 17.
Donc N(t) = 1 7 avec N(0) = 171 = 2q,
Ce @4~ C+-—-
a a
S I
ce quiéquivauta C =~ .
Finalement, N(t) = ft = 20[70“ .
1 — Te*(ﬂ 2—e
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Fonction logarithme

népérien

) Introduction

1. Programme

Fonction logarithme népérien

Fonction x — |nx.

- Connaitre le sens de variation, les limites
et la représentation graphique de la
fonction logarithme népérien.

CHAPITRE

On peut introduire la fonction logarithme
népérien grace aux propriétés de la
fonction exponentielle ou a partir de
I'équation fonctionnelle.

Relation fonctionnelle, dérivée.

- Utiliser, pour a réel strictement positif et b
réel, l'équivalence Ina = b < a = €.

- Utiliser la relation fonctionnelle pour
transformer une écriture.

On souligne dans les cadres algébrique et
graphique que les fonctions logarithme
népérien et exponentielle sont réciproques
I'une de l'autre. Tout développement
théorique sur les fonctions réciproques est

- Connaitre et exploiter
X—400 X

lim 1NX _ .
exclu.
On fait le lien entre le nombre dérivé de la
fonction logarithme en 1 et la limite en 0
de INX_

X
On évoque la fonction logarithme décimal

pour son utilité dans les autres disciplines.
= [SI] Gain lié a une fonction de transfert.

= [SPC] Intensité sonore, magnitude d'un
séisme, échelle des pH.

Equations fonctionnelles.

Calcul de dérivées : compléments

Dérivée de x — In(u(x))

2. Intentions des auteurs

Ce chapitre fait suite au chapitre 4 consacré a la fonction
exponentielle. Conformément au programme, le lien de
réciprocité entre les deux fonctions est au coeur des acti-
vités d'introduction et des exercices.

Les exercices et TP proposés poursuivent un double
objectif :

— faire acquérir aux éléves une certaine aisance dans les
études de fonctions faisant intervenir I'exponentielle et
le logarithme népérien ;

- proposer de nombreuses applications ou problemes
issus de situations concrétes qui font intervenir la fonc-
tion logarithme népérien (décibel, pH, etc.).

Les outils informatiques ou I'utilisation de logiciels de
calcul formel ont une place privilégiée dans les résolu-
tions des différents problemes.

Livre du professeur - CHAPITRE5 Fonction logarithme népérien 1
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D) Partir d’un bon pied

Objectif

Les activités de cette page ont été congues pour réactiver
les connaissances concernant la fonction exponentielle (A)
et préparer a l'étude d'une fonction réciproque (B et C).

A Hc Hc Hb. db. Ha.
B)HEn+o: lim 2x=+ocet lim e’ =+oo,
X—+oo y—+oo

donc lim f(x)=+c.

X —+ oo
En—oc: lim 2x=—oc et lim e =0,

X —— o0 y——o0

donc lim f(x)=—4.

X —>—x

Bl Pour tout x réel : f'(x) = 2e*>0.

ElLa fonction f est continue strictement croissante

sur R, lim f(x)=—4 et lim f(x)=+o0. Don,
e8] X —+ o0

Mg
d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I'équa-
tion f(x) = 0 admet une unique solution a sur RR.

Par balayages successifs, on obtient 0,69 < a < 0,70.

L) EiTracé de la courbe a main levée.

Ha.2. b.—1. co.

E a. f est continue, strictement croissante sur [—5; 4].
De plus, f(—=5)=—6 et f(4) = 3. Donc, par le théo-
reme des valeurs intermédiaires, chaque élément de
[—6; 3] abien un unique antécédent par f.

bl x | -6 | -5 | —4 | =3 | -2
g(x) | -5 —45| -4 | -3 | -2
x | -1 0 1 2 3

g(x) 0 0,5 1

D) Découvrir

Une approche numérique

du logarithme népérien

Objectif

Les activités sont congues pour amener une découverte
progressive de la fonction logarithme népérien et de ses
propriétés, en variant les types d'approche (numérique,
graphique, fonctionnelle ).

On introduit la notation via I'étude de I'équation e* = a.
Kl Voir le cours.

X — o0 + oo

+ oo

¢

H a. La fonction exponentielle étant continue, stric-

tement croissante sur R, on justifie l'existence de la

soution par le théoreme des valeurs intermédiaires.

b. Par balayages successifs, on obtient :
0,693<1In2<0,694.

On peut donc prendre 0,69 comme valeur approchée.

f(x)

El On obtient que In8 =~ 2,08 3 10~2 prés.

[ a. On peut donc définir Ina, pour tout réel a stricte-
ment positif, comme étant 'unique antécédent de a par
la fonction exponentielle.

b.| In3 | In6 | In18 | In0,1 | In0,01 | In500
110 | 1,79 | 2,89 | -2,30 | -461 | 6,21
c. On peut conjecturer, aux arrondis prés, que :

IN2+In3=In6 et 3XIn2=1In8.

H On peut conjecturer que lim Ina =+

. _ X —+ oo
et limlna = —oo.
a—0

In5 000
8,52

Une approche graphique
du logarithme népérien

Objectif: On prépare le lien entre les courbes de deux

fonctions réciproques.
v

K E1 et E1 On remarque que les deux courbes sont symé-
triques par rapport a la droite d‘équation y = x.

Images de suites numériques

Objectif : On montre que la fonction exponentielle trans-
forme une progression arithmétique en une progression
géométrique, ainsi que le résultat correspondant pour la
fonction logarithme népérien.

Ha.u,=3+5n.

b.v, = e3Xx(e®).

v est donc une suite géométrique de premier terme e>
et de raison e’.

c. La fonction exponentielle transforme une suite arithmé-
tique de raison ren une suite géométrique de raison e’.
Ha.g,=2x3".

b. |

A B C D
n En Wo

Wpis-Wp
2| 0,69314718| 1,09861229
6| 1,79175947| 1,09861229
18| 2,89037176( 1,09861229
54| 3,98898405| 1,09861229
162| 5,08759634| 1,09861229
486| 6,18620862| 1,09861229
1458| 7,28482091| 1,09861229
4374| 8,3834332| 1,09861229
13122| 9,48204549| 1,09861229
39366| 10,5806573| 1,09861229
118098| 11,6792701| 1,09861229
354294| 12,7778824| 1,09861229
1062882| 13,8764946

W 0|~ k| W N

[y
o

Wil |~ |u | ([w )= o

[un
=

=
8]
=
[=]

=
w
[y
ot

14 12

La suite est arithmétique de premier terme In2 et de
raison In3.
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c. La fonction logarithme népérien transforme une suite
géométrique de raison r en une suite arithmétique de
raison Inr.

Relation fonctionnelle

et fonctions logarithmes

Objectif

On met en place les propriétés que I'on peut déduire de
I'équation fonctionnelle.

B (1)=701)+f(1).Dou f(1)=0.
B /(1) =/()+/(x).
Dou: f(1-) == f(x).

H a. On obtient y, 1"(xyo) = f'(x).
b. En appliquant la relation a x = 1, on en déduit que:

(1
(o) = f;o ) :
Loi de Kepler

Objectif
Grdce au tableur, on met en lumiére une loi de Kepler, que
I'on vérifie a la derniére question.
E1 d. On peut conjecturer une relation affine entre InT
etInR, dutype:

InT =1,4987 XInR — 22,31.

D/Ol‘J T — e—22,31 X e1,4987><|nR
I3 On utilise la régression linéaire : T =~ 365,3 jours ; ce
qui semble bien valider la loi établie a la question E.

Exercices d’application

RIS Utiliser le logarithme
népérien pour résoudre des équations
ou des inéquations

a.x=1In5; b.x=In4; c¢cx=—1In2;
d.il n'y a pas de solution.

Ea.xzeS; b.x=e*;
c.iln'y a aucune solution;
d. il n'y a aucune solution.

[ estdérivable sur Retona 7'(x)=2x(e* = 2).
OnaeX¥ —2>0¢ x*In2
exel-ow;—VIn2]u[VIn2 ;+ xl.

On obtient le tableau de variations suivant :

—v/In2 0 VIn2

X — + o0

f(x)
f(x)

X

|4 e —

e +2
e* (e +2)— e* X 2e¥
donc f'(x) =
f( > (ezx+2)2
_ e¥+2e¥—2e¥ _ e*(2—e¥)
(e +2) (e +2f

Onae*>0 et (e + 2)2 >0, donc on étudie le signe
de 2 — e,
2-e¥ 209 e¥<2& 2x<In2

<:>x<17In2<:>x<ln\FZ.

On obtient le tableau de variations suivant :

—+vIn2 + oo
_I_ —_

V2
/4\

RLACISIENED  Etudier une fonction
comportant un logarithme népérien

f(x)
f(x)

Ea. limlhx =—cc et lim Inx =+oo.
X—0 X —+ o0

Dou: lim f(x) = lim f(x)=+oco.
xX—-0 X —+ o

b.etc. f'(x)= 2Inx

Onadonc:

.Donc f'(x) est du signe de Inx.

X 0 1
f'(x) - +

f(x)

a. r. somme, de limites, lim f(x) =+co.
X —+ o

b. limlnx =—oo et lim(1 4+ Inx) = —co.
X—0 X—0
D'ou, par produit de limites : lim f(x) =+ co.
X—0
, _ 1, 2Inx _ 1+2Inx
c fl(x)= P P
f'(x) estdu signede 1 + 2Inx.

f(x)20e1+2Inx>0

1 1
>—— >—
S nx = 2(:)x/ e

Onadonc:
X 0 % + oo
f(x) - +
+ oo + oo
f(x) \_1_ /
4

a.En0 limlnx = — oo et |im1—=+oo.
X—0 x—0X

D'ou lim f(x) = —oo.
X—0
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En + oo, d’aprés le cours, lim f(x)= 0.
X —+ o

()= 1~ Inx
b. f'(x) = P
f'(x) estdusignede 1 — Inx.
Onadonc:
X 0 e + oo
f(x) + -

o) e

Bl 2. pa différence de limites, lim f(x) =+ co.
xX—-0

. Inx
lim —— =0,
X —+ oo

lim (1 + InTx> = 1. Donc, par produit :

X —+ oo

b. D'aprés le cours,
d'ou
lim f(x)=+oco.

X —+o0
o f(x)=1-— ="

Onadonc:

X 0 1
f'(x) - +

f(x)

D) [ravaux pratigues

E Qui est le plus grand ?
Etape 1
Ha.Ona3*>4%et8”>98

b. On peut conjecturer que 2 0142%1> > 20152914,
Eb.2015In2014 ~ 15330 et 2014In2015 =~ 15323.
La conjecture semble donc vérifiée.
Etape 2

E10n a vu (Savoir Faire, exercice 7) que :

+ oo

X 0 e

fo o+ -
)| e

La fonction est donc décroissante sur [e ; + oo |.

. Inn .
La suite -, est donc décroissante pour n = 3.

Pour n = 1, on constate que 12 <2, et pour n = 2,
23 <32,

Etape 3

Onapourn=3, n""1'>(n+1)".

Et le résultat est inversé pourn = 1 et n = 2.

« Vitesse de croissance » de lafonctionlIn
Kl Alors que les abscisses varient de 1a 5, les valeurs des
ordonnées varient a peinede0a 1,5.

H a. Il s'agit du coefficient directeur, de la pente de la
droite (AB).

b.6,93;1,82;0,95;0,36;0,01.

Il semble que le taux de variations décroisse vers 0.

c. Par exemple, pour . = 100 000.

In(x+1)—Inx

X+1—x

D'ou In(] +17)<10’”.D’01‘J x>e10+

<107 ".

d. On veut

—1 :
On voit donc bien que le taux d'accroissement peut étre
rendu aussi proche de 0 que l'on veut.

Une approximation de In2

_ 11
T 2n+1 2n+2>0'

_ 1 _ 1 B 1
Ynt1 TV T o0 T 2n+2 0 2n+1
1

+—2n+3 <0.

EOnau,<In2 etv, > In2.Les inégalités sont strictes,
car les suites sont strictement monotones.

Voici un exemple avec Xcas, et une application avec
n=>51.

On obtient un encadrement a 0,1 prés, ce qui est vrai-
ment trés moyen !
Plencadre();

In est compris entre
0.683247160576 et 0.693148150675et le nombre d'stapes est 51

nun+1 — Up

Evaluation time: 7.41

encadre () :={

local eps;v ;u;n;

saisir ("Donner la wvaleur de p",p);

u:=0 ;n:=1;v:=1;

tantque v—u>10"(-p) faire

u:=evalf (u+((-1) "~ (n+1))/n);v:=evalf (=u+l/ (2n+1));
n:=n+1;

ftantgque

afficher ("1ln est compris entre

"+u+ " et "+v+"et le nombre d'étapes est "+n+"
")

}

-

Logarithme décimal
Partie A
Hlog10=1,log100 = 2,l0g0,001 =— 3.
E10n encadre x par deux puissances de 10 consécutives,
et on utilise la croissance du logarithme népérien.
On obtient :
3<log1789<4
4 <log25665<5
—3<10g0,00933 <— 2.

El La dérivée est égale a ﬁ La fonction est donc
strictement croissante sur |0 ; + oo|.

Partie B

KL =70dB.

L
B/=17e10"°=001W m?2.

L
H/=1Ie10"%~100W m7?
Ha. f(107'?) = 0.
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— X _ 10 ¢
b. f(x)= 10Iog<10_12 >— 10 (Inx+12In10)

= 10logx + 120.
(o) = 10
c fl(x)= o
La fonction est donc strictement croissante sur |0 ; + oo|.
H Clest vrai, on retrouve une propriété classique du
logarithme décimal.

70 _ _
an 170:[0e10|n10= 10 5W‘m 2.

Iy = Ioe%'""’ =10"*W-m2.

Lintensité sonore est doncde 1,1 X 107* W - m™2, ce qui
correspond a un niveau sonore de 80,4 dB.

On retrouve quasiment le niveau sonore de la machine
la plus bruyante.

D) Faire le point

@os. B B. Oc Ha Ba
db. Hc B

K Faux. HVrai. EFaux. EFaux.

K Faux. HVrai. HVrai. HVrai

D) Exercices d’application

D La fonction logarithme népérien

E [l Vrai.

G=2;b=—3;c=5;d=1?;e=49;f:1§-

ma.XZIn4;

FlFaux. ElFaux. [EJFaux. [H Faux.

b.x=e3;

cx=¢e%; d.x=eoux=1?.
a.x=|n4; b.x=|n%;
c.lenTz; d. pas de solution.

& .. Ensemble de définition : |—2;+[;

une solution: x = 0.

b. Ensemble de définition : ]% i+ oo[ ;
5+e
—

c. Ensemble de définition : |— oo ; 1 ;

une solution: x = 1 — e2,

d. Ensemble de définition: |0; + oo ;

pas de solution.

une solution: x =

& . Ensemble de définition : [0;+ [;
-1+/5
5 .
b. Ensemble de définition: |0 ; + oo ;
pas de solution.
c. Ensemble de définition: |1; 3 ;
deux solutions: x = 0 et x = 2.
d. Ensemble de définition : ]% i+ oo[ ;
deux solutions: x = 2 et x = 3.

ﬁ a.x=0;
e—1

b. x = In( 5 );

c. Pas de solution ;

une solution: x =

d.x=¢e3.
a.x=|n3—2;
b.xzw;
c.x=2—ln%.

mnX=1oux=2.
Fla.x=eoux=¢e?;
b.x=0o0ux=1In2.

B x=+/6.
Fla.x=e%oux=e"
b. x =InV/6.
I]Faux.

a.xe|0;e];
b.XE]\/g;-f-oo[;
cxele™;+oof;
d.xele?;+ .

V6

F1 Faux. El Vrai. A vrai.

a.Ensemble de définition : |— 1;+ oo[, solution :
x€]-1;0].

b. Ensemble de définition : |— 2 ; + o[, pas de solution.
c.Ensemble de définition : |—oc;3[, solution

xe[3-+e;3[.
a. too;

b.In2; c.In3; d. + .
a.+oo; b.—1In2; C.— 0 ; d. + .
) Propriétés algébriques
He. Ha. Hb. Ob.
[l Faux. FIFaux. El Vrai. [ Vrai.

D vrai (propriété fondamentale du logarithme).
EXFaux, car seul 0 vérifie 2x = x et ce n'est pas un
élément de I'ensemble de définition de cette équation.
[E1 Vrai, par stricte croissance du logarithme, car 2x > x
pour x > 0.
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I3 vrai, par stricte croissance du logarithme népérien.
H Vrai: x = 0.

[l Vrai. F1 Vrai. [l Faux.

[ Vrai. H Faux. A vrai.
a=2|n2+|n3;b %IZ'c=2In3;
d=In3-1In2; e=In2+>; f=2In3-1.

m a=2In2+2In5; b=2In2-2In5;

—%Ins—lnz d=2+1In2+In5;
11 _ B
e=- 2In5 f=2In2+In5-0,5.
a=4|nx; b=1—-Inx; c=17lnx—1;
d=1+Inx; e=17lnx—0,5; f=Inx—05.
ma—anO b= In—; c=|ng;
d=1In36; e=|n7, f=In125ve.
a=|n72; In9, c=1In5;
e=1Inv/15; f=Iney15.

1 6
= 3. = _— = —_—
MG In2e”; b In21,c Inez,

d=In In(25e?).

1 3
pe=lIn—r5; f=
2/2 "2/

E) Etude de la fonction logarithme
népérien

45| Eivrai. FBlvrai. ElFaux. Evrai. HVrai
46| EfFaux. ElVrai. ElFaux. [ElFaux.
Efvrai. ElFaux. ElFaux. [ElFaux.
EE a.Vrai. b.Faux. c.Faux. d.Vrai.
db. Hec
ﬂx=e%oux=e%.
Hx=1.
P09 (2) <001 &n 2%'
6

D'ou n = 25,26. On doit lancer au moins 26 fois.

5217 f(x)=1Inx(1 = Inx).
D'ou )!i_r‘fmof(x) =—oo et “T f(x)=

— O0.

Ef'(x)=17— 2Inx _ 1—2Inx‘

X X
Ha.1-2Inx>0e0<x</e.

b. On en déduit le tableau de variations suivant :

X 0 /E + oo
f(x) + -
1
f(x) _OO/T \_OO
4] Y4
'I_
T 0 1 T T T T |X

E Pour k e ]— 0} 17[ : deux solutions.

Pour k = 17 :une solution.

Pour k € ]17 ;+ oo[ :aucune solution.

)
Hp= A2/ 0,01.
5)
2
F1 La probabilité considérée est égale a 1 — 0,4", si on
choisit n ordinateurs.
On doit donc résoudre :

1—0,4">0,999 < 0,4" < 0,001 < n> In0,001

In0,4
On doit donc choisir au moins 8 ordinateurs.

I]f’

=1+Inx.

_ Inx—1
Bf( ) ZInX'
ar(x)= SINX. | |nxcosx.

EI] liminx =—oc et lim Inx =+ 0.

xX—-0 X —+ oo

|iI’P f(x) =+

.Donc f’(x) est du signe de Inx.

D'ou: Iim f(x) =

Hr(x)=

Onadonc:

2Inx

X 0 1 + o0
f'(x) - +

+ o0 + o0
1~ ,

El 1l s'agit d’'une application du théoréme des valeurs
intermédiaires sur les intervalles |0;1[ et |1; + oo|.
Of(x)=ke Inx=+/k & x ="k,

@ [l La premiére entrée met en mémoire la fonction,
la deuxieme calcule sa dérivée, la troisieme permet de
résoudre f’(x)>0 et d'en déduire donc les variations
de /', les deux derniéres de déterminer les limites de 1
en l'infini.
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El Pour le signe de f”(x), celle-ci est du signe de 2x + 1.
Pour les limites, la composition des limites donne le
résultat, car x> + x + 1 tend vers + o en +oo.

[E1 On retrouve bien les variations. Seules les limites ne
sont pas évidentes, du fait de la croissance « lente » du
logarithme.

I]Au bout de n années, le capital sera de
1000 X 1,03" ; il aura doublé lorsque :

In2

n — —
200X 1,03" =4000 < n = In1,03

~ 23,5.

Dong, il faudra attendre 24 ans.
F1a. b. On retrouve le méme résultat. Il suffit de refaire
le calcul du [l avec un capital de départ de C.
[E1 Si on appelle t le taux de placement, on a:
_ In2
CIn(1+1t)

58 El 1 estdéfinie sur [0;1[U]1; + oof.

E lim f(x)= lim f(x)=0
X—0 X —+ o0
Iim f(x)=—ccet lim f(x)=+oo.
~1- X =1
B /() =- x(Inx)
On en déduit le tableau de variations suivant :
x |0 1 + o0
f(x) - +
o)
— 00 T 0
59| (1] I|mInx=—oo et lim—" =—oc.
x—-0 X
D'ou, par somme: limg(x) =—oo;
xX—0
lim Inx =+occ et lim i=O.
X —+ oo X—+oo X
Dou lim g(x)=+oo.
X —+ o
g est dérivable sur |0 ; + oo et g’(x)=17+%>0.

Par le théoreme des valeurs intermédiaires on obtient
alors l'existence d’une unique solution x, a lI'‘équation

g(x)=o0.
L'encadrement est obtenu par balayage.
2
5X—

5 |nX0 _ Xo _ ﬂ
B £(%) = =
@

7 a=1,36

SRy ammmman:

¥ A l'aide du logiciel, on conjecture que a = 1,36, pour
un point de contact de coordonnées (2,5;1,25).

El 'équation de la tangente a la courbe en M(xq ; yo)
est:

y=-"4 ——(x—xp)talnx, = 9 x—a+alnx,.
Xo Xo
D'ou le résultat par identification avec I'équation réduite
deD.

E10On a, par la deuxiéme équation, x, = e, car a =0
n'est pas solution du systéme.

£ .
7~ 1,36.

Et les coordonnées de M sont (e ; %)

Donca =

Les résultats sont donc bien cohérents.

(1) = 0 n'apporte aucune information ;
f(3)=0<3a+b=0.

ax+b

Ona f'(x)=alnx+ .Donc f'(1)=a+b.

La tangente considérée dans I'énoncé a pour équation :
y=(a+b)(x—1)+0.
Doua+b=-2.

On en déduitdoncquea=1etb=—13

. r)=-2—;

2x—1

oy 2x+1

b.f(X)— X2+X+1 ’
—x%+ 1

« /()= x(2+1)’

O\ — oy xt1
d. f(x)=1In(2—x) T
63 ()=
. a. f'(x) xInx '

/ 1
b. f'(x) = 5

, eX
C'f(x) X+1 !

' cosx
d. /(%) = sinx
m *X

)= e
b. f'(x) =—tanx;
< fi(x) =5
@ ﬂ% = 1,2. Donc comme u est une suite a

n

termes positifs, elle est croissante.
Elu,>100< 127> 125 < n > '{:111225 .
[l faut donc que n dépasse 27.
@ [0 Vrai. F1 Faux. El Vrai.
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On conjecture que f(x) <0 sur lintervalle considéré.

F1 1l suffit de remarquer que x < x + 1 pour x >0, d'ou
X

x+1

<1, d'ou le résultat.

I Croissances comparées

@a.Faux.
@a.Vrai.
I]a.%; b.—x; ¢—-x; d.0; e. —o.

71 Inx len& i
.a. /x 2 /x .La limite est donc 0.

b. Vrai. c. Vrai. d. Vrai.

b. Vrai. c. Faux.

X+ 1 X 1 -
. =2X + . La limite est donc + .
Inv/x Inx " Inv/x *
c Inf =1—><In—X.La limite est donc 0.
X X X
In(x?
d. (x ) =2 Ir:(x . La limite est donc 0.
x ¢
(Inxy}  X*°

Comme X tend vers + oo, par croissances comparées, la
limite demandée est +oo.

73 Inx _ 1 Inx

73 B

1 "o .
Or, pour x = 1, —— < 1, d'ou le résultat par compa-
X

raison de limites.

Bl x"Inx = — InX

X'nx =—==0~.

Or, lim X =+ . D'oU le résultat par composition des
X—0"

limites, en utilisant le .

El a. — x (en factorisant par x?);
b. — oo (en factorisant par x3);

c. 0 (en développant).

X X
X -
a. Iﬁix = eX XW' La limite est donc + oo, par

produit de limites.

X
b.eX—Inx = Inx<|ﬁ—x - 1). La limite est donc + .

Inx Inx  x -
.~ = o X—.Lalimite est donc 0.
e X e

1 La limite est — oo (pas de forme indéterminée).
—yfInx 1 _

ﬂf(x)—x( x x x).

On retrouve donc le résultat, par produit de limites.

El f(x)= 17 —2x= % On en déduit le tableau
de variations de f":

X 0 % + o
f(x) + -
1 3
f(X) /—7"]2—7\

f admet un maximum strictement négatif, elle est donc
bien strictement négative.

I]Iimof(x)=—ooet imf(x) = +oc.

E f(x)= 17 + 1.D'u le tableau :

X 0 + oo
1(x) +
f) | T T

EX On applique le théoréme des valeurs intermédiaires a
la fonction strictement croissante continue 1.

11l suffit de remarquer grace a la calculatrice que
f(1,557)<0; £(1,558)>0.

e im f(x)=+cet lim f(x)=+,
x—-—1 X >+ oo

car f(x) =1 +x)<1 -)|ix + In(1 +X)>

1+ x
M1 _ X
B0 =1 T e
D'ou le tableau :
X -1 0 + oo
f(x) - +
+ oo + o0
0
v
‘I_
T O i T T T IX

E1 0 est le minimum de £, donc f(x)> 0 pour x # 0.
da. 17 # 0, donc f(%) >0, d'ou le résultat.

On en déduit n In(1 + 17) <1,dou:

| 'I-%—L,7 Ln
e“< n)<e(:)<1+ n> <e.
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. [ Faux, il suffit de prendre u, = :7

E2 Vrai, car In(upq") = In(up) + nin(q).
1
n

n(+1) - In(1+)

1= 5,
In(n) Inn ®

puisque le numérateur tend vers 0 et le dénominateur

vers +oo.

i vrai:u, =

[El Vrai, car

—Ink)=In1—Inn.

éz(m (k—

Donc u diverge vers — oo

> Prepa Bac

2
.I]a U = > 2 Uy =3 U=

b. Ce sont les mémes.

<. On montre que u, = w, pour tout entier naturel n.
Initialisation : la propriété est vraie pour n = 0.
Hérédité : on suppose la propriété vraie pour un entier
naturel n;

3
T

n+1 2_un 2_ n
n+1
2n+2—n n+2 ntie
n+1

La propriété est donc vérifiéeaurang n + 1.
b La propriété est donc vraie pour tout entier naturel n.

Ha.vi+v,+v3=In> +In%+ln%

= In%= InL=—In4.
2X3X4 4

1X2X...Xn

2X ... X(n+1

lim S, =—cc.
n—-+oo

@ Partie A
(x) = 4
() =2+
Par opérations sur les limites, on a:

lim f(x)=+oc et Ilmf( )=

X —+o0
D'ou le tableau de variations :

x |0
f(x) +
f(x)

f est continue et strictement croissante; de plus,
lim f(x) =—cc et lim f(x)=+oco.
0 X —+o0

X —

On peut appliquer le théoreme des valeurs intermé-
diaires, d'ou l'existence et l'unicité de a.

Par balayages successifs, on obtient a =~ 0,84.

b.S,=In )=—In(n+1).

Donc

— o0,

H x |0 a + oo
f(x) - t
Partie B
Bom=,/x*+4(InY.
2
Bla. h(x) = 20+ 2X200x _ ¥
Donc h’ est du signe de f sur |0;+ oo].
Donc:
X —1 a + oo
h'(x) - +

\/

b. La fonction h posséde un minimum qui n'est atteint
que pour X = a.

Or, OM = v'h . Donc la distance OM est minimale pour le
point A(a, g(a)).

F1 T, a pour équation: y = g'(a)(x — a) + g(a).

Le coefficient directeur de cette tangente est donc

’ 2
s @
Or, le coefﬁaent directeur de (OA) est L
o, a(@) _ 2in(e)
a a
Le produit des coefficients directeurs est donc égal a
4In(a)

2 = 1scarcomme f(a)=0,0na:

h(x)

4In(a) =—a?

[l d. g est continue et strictement croissante ; de
plus, limg(x) =—oc et lim g(x)=+co.
X—0 X —+ oo

On peut appliquer le théoreme des valeurs intermé-
diaires, d'ou l'existence et I'unicité de a. On obtient I'en-
cadrement par balayages successifs.

e. x o a

g(x) - +
Fl f(x)=xInxXx
Iiinf(x)=0.
fx)=
m G o=+

B /(x) = (1+ Inx)(x+ 1)—xInx _ (ng(Lx1))2 '

+ o0

1 . L
<7 Cequi permet de justifier que

><Inx ce qui permet de justifier que

(x+1)
D’ou le résultat.

Exercices d'entrainement

E il Faux. FVrai. El Vrai. Faux.
HFaux. [ Vrai. FAVrai. [ Faux.
H a.
X 0 1 e + o0
Inx(1 —Inx) - + —
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b. Le tableau donne le signe de f(x)—g(x). On en
déduit que 6 est au-dessus de 6’ sur |1; e[, en dessous
sur]0;1[U]e; + o[ et que les deux courbes se coupent
aux points A(1;0) et B(e; 1).

Bla. h(x)="1—2Inx,

h'(x) est du signede 1 — 2Inx.

h’(x)>0<:)1—2Inx>0<:>lnx<17<:)x<«/g.
Onadonc:
X 0 \/E + o
h'(x) + -
1

b. Sur cet intervalle, on a, du fait de la position relative
des courbes, MN = h(x). 1
La distance maximale est donc de —~ et elle est obtenue

4
pour x = ve.
n(1 + eX)

ma r(x)=" 5

In(1+h)

On utilise le fait que P!imf =0, avec h = e*.
-0

b.Onadonc lim f(x)=1.
X—>—x

c f(x)=7(x)"In(eX(1 +e7)).

X 4 e *In(1 +e™).

eX

X
eX

On utilisealorsque lim

X —+oo

= 0 etque )I(im XInX =0,
-0
avec X = e .
Dou_lim f(x)=o0.
X — T o
d. Deux asymptotes horizontales y =0 et y = 1.
_ 11—t
Hag()=" iy Tt = G+
D'ou g(t) <0 pourt>0.D'ou le résultat.
b. g(0)=0. Donc g(t)<0 pour t>0 par stricte
décroissance de g.

Hf(x)=—e*In(1+eX)+e*X

X

1+e*

= e *Xg(e).

Or, ¥ > 0. Donc g(e*) < 0.
Donc f'(x)<0.
D’ou le tableau de variations suivant :

x |0 + o0
f(x) -
T
v
1
o T

Ha.lim1+ =+ oo, donc |im|n(1 +1—) =+ oo,
X — X X

0 x—0
Donc Iimof(x) =+ 0.
X —

lim 1 +L= 1, donc par continuité du logarithme,
X —+o0 X

Xlirrooln(1 +17> =In1=0.

Donc lim f(x)=—oc.
X —+ oo

, -1 —x*—x—1
b. /(%) = x(x+1) 1= x(x+1)
Or, —x*> —x — 1 a un discriminant strictement négatif,
donc —x*—x—1<0 sur R Donc f'(x)<0 sur
]0; 4 o[. D'ou le résultat annoncé.
c.Lafonction f estcontinue et strictement décroissante
sur |0;+ oo, lim f(x) =+ et lim f(x)=—oo.

x—0 X —+ oo

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un
unique réel a appartenanta |0 ; + oo[ tel que f(a) = 0.
Par balayage, on obtient a = 0,806.

Ha.b. |y,

P —— =4 -4

0,2 1 X

c. On utilise la continuité de g pour affirmer que g(u,)
converge vers g( () et le fait que u, , ; converge vers (.
D'ou le résultat, car u, +1 = g(up).

d. Le résultat est immédiat par le Ell c.

86| El Vrai, car f,(1)=1In2.
Elvrai, car f,,(2) = In2Xx2".

El Faux, car f'1(x) = In(1+x) +
et /1(0)=1In2#0.

EIFaux, car f,11(x) = fn(x) = x"In(1 + x)(x — 1).
Donc f,4+1(x) = fa(x)<0sur]0;1[.

5 Problemes

[N Tracé a faire a main levée.

Fla. M(x;e¥).

b. D est la médiatrice de [MN], d'ou le résultat du c. et
dud.

e.Posons N(a; b).

X
1T+ x

X
Ona G;X = bJ;e d’'aprés le c.
Ona(a—x)+(b—eX)=0.
ooufe b=t
atb=x+e*
D'ou N(e*; x).

f.Onabien In(xy) = y.

la.lnab=Ina+Inb.
b. In(ax%) =lna+ In(%).
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D'ou le résultat puisque In(a><%) =In1=0.
ay_ 1 ha—
[ In(F) =Ina+In b= Ina—1Inb.
Fla.Inc =In(v'c Xy c)=2In(+/c).Dou le résultat.

b. D La propriété est vraie pour n = 0.

D On la suppose vraie pour un entier naturel n;

Ina"*'=In(axa")=Ina+Ina"=nlna+Ina
=(n+1)Ina.

D'ou la propriété aurang n + 1.

D On peut donc en déduire que la propriété est vraie

pour tout entier naturel n.

@ 7 150,75 euros.
2]

ElonacC= = 10000 euros.

2 n étant un nombre entier de mois, on peut utiliser
la calculatrice ou résoudre une équation en utilisant le
logarithme.

On trouve n = 60 :il faut cing ans.

90 1] IiTofa(x) =—oo et "T fa(x)=0.

B/ () =11

El /'(x) estdusignede 1 — Inx —a.
En posant x, =e' 9 on obtient donc le tableau

suivant:
X 0 Xq + o0
Sa(x) + -
Ya
X
fa( ) _oo/ \ 0
1—a+a 1
Avec y, = o-a T ola

Yo = )17 Donc A appartient a la courbe de la fonc-
a
tion inverse.

91/ flona f(0)=1.Donce3*k=1,
D'ou k =—3.
’ k t
Br(t)= ﬁexp<3 + kexp(7>)<0,cark<0.

D'ou le résultat.

E1 On veut exp(3 -3 exp(%)) <0,02.

3—1n0,02

3 >x 16,7 années.

D'ou t > 20In<

Au boutde 17 ans.
m . _ 1
El limInx =—oo et lim—5 =+o0,
X—0 xX—-0X
dou lim f,,(x) =—o0;
Xx—0
lim f,(x)= 0 par croissances comparées.
X —+oo

F1 Vérification.
El /7.(x) estdusignede n — 2 — 2nInx.
fr(x)>0&n—-2-2Inx>0

n— n—2

S Inx < 2 S x<e .

2n
On a donc le tableau de variations suivant :
n—2
X 0 ) + oo
Sa(x) + -
- o0
n—2
Onadonca,=e 2n .
n—2
1+nX _
_ 2n __ n n-2
:]bn—“‘gggjjggf——z e— 2n .
e 2n

E1On conjecture que A(1;1) appartient a toutes les
courbes, que a a une limite finie tandis que b tend vers
I'infini.
[@ f,(1)=1. Donc A(1;1) appartient a toutes les
courbes.
n—2 AN
2n 2"
continue, a converge vers Ve.

_n=-2 1
Donce™ 2n converge vers e donc b tend vers + co.
e

converge vers Lexponentielle étant

g3 _ 1. _ 7 . _ 37 . _ 533
.[lu1 20 W= g5 U3= ggi Usg= gaon
o 11

Htp —th =5 Y 27 "t

D S B 1
S 2n+1 0 2(n+1)  2(n+1)2n+1)°

1—x

oy =
Ha. f'(x)=-~—1 x
On a le tableau de variations suivant :
X 0 1

f'(x) + -
0
f(x) /////7 \\\\\x

D'ou f(x) <0 pour x >0.D’u le résultat.

b.Onapourtoutx>0:In(%)<17—1.

+ o0

DouIlnx =1 v
p+1
p

On appliquele a.etleb.a x =
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2n—1 1 2n—1 2n—1 1

Ha.eth. Z P < Zln(p+1)—lnp< Z R
p=n p=n p=n

’os 1
D'ou: un<ln2n—lnn<un+7——.
D'ou le résultat.

c. On en déduit que:

1
O<|n2‘—un<‘zy.
D'ou le résultat par le théoreme d'encadrement des
limites.

[l Comme a est strictement positif, la limite de
ax?>+ 1 en +oo ou — oo est +oo.
De plus, lim InX =+ oo, donc on obtient :

X -+ oo

lim In(ax*+1) =+ et lim In(ax*+ 1) =+o0.
X —+oo X ——o0

F f(=x)=In(a(=x7 +1)=In(ax> + 1) = f(x),
donc f est paire.

oy 20X
B f(x)= ax® + 1
pour tout réel strictement positif, f'(x)>0 et f est
croissante sur |0 ; + oo|.

et comme x>0 et a>0, on aura

X — 00 0

f(x) - +

+ oo

f(x)

[lle point M semble avoir une ordonnée minimale
lorsque a = 1.

Validation des conjectures

. P 20 f—
ﬂa.(ﬁA).y—a+1(X 1)+In(a+1)
T):y= a_f(z (x+1)+In(a+1).
_ _ —2a :
b. Lorsque x=0, y=-—— +In(a+1), ce qui

prouve que les deux tangentes se coupent sur |I'axe des

ordonnées.
c. D’aprés les calculs précédents, on a bien:

M<O; —20_ 4 In(a+ 1)).

a+i
Ha.g'(x)= ﬁ

+ o
— 0 +
b. D’aprés le tableau de variations de g, 'ordonnée de M

admet bien un minimum lorsque x = 1.
c. Cette ordonnée minimale vaut In2 — 1.

X — o0

g'(x)

g(x)

@ 1 Avec le logiciel, il semble que I'image de 0 existe,
pourtant cette fonction n'est pas définie en 0. Son

P R 1
ensemble de définition semble étre ]—7;+ oo[, la
fonction semble décroissante sur cet ensemble.

F10n résout ax + 1> 0, on obtient x > — € ; de plus, x
. a
est différent de 0, donc:

@j.z]—%;O[U]O;+oo[.

1 im f,(x) = Jmax "EE g
On doit donner a la fonction f;, la valeur a en 0 pour
qu'elle soit continue en 0.

a Iim1 fa(x) =400, car 1

X—-—— X———
a a

lim In(ax+1)=—oc et

X est négatif.

1
+ Inx+ In{a+ -
lim 7”](0)( 1) = lim ( X)
X — 4 o0 X X —+ o0

~ im (Inx+|n<a+)1()):0'

X —+ oo X
La courbe représentative de / admet deux asymptotes:

. . . 1 .
I'une verticale d'équation x = Y l'autre horizontale
en + oo, d'équation y = 0.

ax
—In(ax+1)
, +1
Ha. (0 =21
ax—(ax+1)In(ax+1)
- - .

b.g,(x)=a—(aln(ax+1)+a)=—aln(ax+1).

X |—— 0

ga(x) + -

+ o0

ga(x)

La fonction g, est négative sur son ensemble de défini-
tion. On conclut que la fonction f, est décroissante sur
son ensemble de définition.

96 ElElle est égalea 1077,
F10n peut dire qu'elle est supérieure a 1077

__In(3x107%)
HpH==""00) =1

, _ _In[H"]
1 Clest vrai, car pH =" In10 -
Doncsionpose[H+]=X:pH'(X>:_xlr1W<0'

Partie A

Ha. f(x)=1+71>0.

£ est donc strictement croissante sur |0 ; + oo|.

b.Ona lim f(x) =—c et lim f(x)=+c.
Xx—-0 X —+ oo

La fonction f étant par ailleurs continue et strictement
croissante sur |0 ;+ oo[, par le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe un unique réel a appartenant a
]0;+ o[ tel que f(a) = 0.

d. f(1)=1et )!imof(x) =—c0.Donc0<a<1.

Partie B

/ 4x—1
a.g(x)==44§;4*.

12 Livre du professeur - CHAPITRE5 Fonction logarithme népérien
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On en déduit le tableau de variations suivant :

1
X 0 2

- +
\ 1+2In2 /
5

b. g est strictement croissante sur [17 1 ]

+ o0

g'(x)

g(x)

-1 1
Donc, si 5 <x < 1,g<7)< g(x)<g(1).

1)=2EN2 o541
On a donc bien le résultat annoncé.

c.Soit x > 0.

g(x)=x S 4x—Inx=5x = x+Inx=0.

Or,g(1)=%<1 etg(

Fla.DPourn=0:uy = 1Tet u; €[0,5;1] parle El b.
D On suppose la propriété vraie au rang n. Comme g est
croissante, on en déduit :

9(05) < g(un) S g(un+1) < g(1).
Or, g(0,5)€[0,5;1] et g(1)€[0,5;1] d’aprés le Kl b.
Par ailleurs, g(u,) = Up+1 €t g(Up+1) = Up+2.
On obtient donc bien la propriété aurang n + 1.
b Donc la propriété est vraie pour tout entier naturel n.
b. La suite u est croissante et majorée par 1 d’aprés la
question précédente. Elle converge donc vers un point
fixe de g compris entre 0 et 1 qui est, d’aprés le Ell ., une
solution de f(x) = 0.Donc u converge vers a.
EX uyo = 0,567124.
Donc 0,567 < a < 0,568.

Hi [l Par définition, ona e '8 = 0,5.
In2

Donc A = 8

E1 Au bout de 36 jours :

m
m = mye 3% = mye 2" = —40 =0,251g.
[EJ On doit résoudre :
eM=01ot= '”730 ~ 59,8.
Au bout de 60 jours.
y
'I_
0,54

0

EE a1 .

Hd.
Hin(u,)+v,=In(1+e™")+v,.

La fonction logarithme népérien étant strictement crois-
sante, In(1 +e™) >In(e ™) = 7%

Dou In(u,) + v, >— v, +v,.

Hec. Ab.

MPartieA ( )
vy 4 1= In(x+1
ﬂf(x)—1 (X+1)2

C(x+1P=1-1In(1+x)
B (x+1Y

2
, + + L
Fla.N(x)= w, or 2x* + 4x + 3 a un discri-
(x+1)
minant strictement négatif, donc ce polyndme est
toujours strictement positif ; donc la fonction N est stric-

tement croissante sur |— 1; + oo|.

b. N(0) = 0, donc par stricte croissance de N, cette fonc-
tion est négative sur |— 1; 0] et positive sur [0 ; + oo].
c.On en déduit le sens de variations de f puisque f” est
dusignedeN:

X -1 0 + o0
f(x) - +
o T,

ElOn résout f(x) = x.

In(1 +x
On obtient 1(+x ) =0 Ih(1+x)=0Sx=0.
Le point d'intersection de la courbe et de la droite est le

point 0.
Partie B
ENSi 0<x<4, alors par croissance de f, on aura
£(0)<f(x)<f(4),cest-a-dire:
In5

O<f(x)<4—?<4.

F1 Par récurrence :

Initialisation : on a bien u, €[0;4].

Hérédité: supposons que pour un entier n, on a

u, €[0; 4], démontrons que u, +; €[0; 4].

D'aprés la question EN, on a f(u,)€[0;4], donc

Uy,+1€[0;4]

Par récurrence sur n, on a prouvé la propriété.
In(1+u,)

R

La suite (u,) est décroissante.

b.u,,1—u,= <0,caru,=0.

c. La suite (u,) est décroissante et minorée par 0, donc
elle converge vers une limite (.

d.Onrésout £(0)=(;onobtient ¢ = 0.

I]Iimf(x)=—ooet lim f(x)=+o
xX—0 X -+ o
par somme de limites.

ﬂf’(x)=17+x>0 pour x >0.

X 0 + oo
1'(x) +
f) | T T

El 1 est continue, strictement croissante :

lim f(x) =—cc et lim f(x)=+co.

xX—0 X —+ oo
Donc, par le théoreme des valeurs intermédiaires, I'équa-
tion 1 (x) = 0 admet une unique solution sur ]0 ; + oo|.
Or, f(1)=—05et f(2)=In2+1>0.
Donc1<a<2.

1 Cet algorithme applique la méthode de dichotomie
pour déterminer une valeur approchée de a a 107" pres.
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dicho(}) :={

local =x;y ju;n;

input ("Donner la valeur de a",a);

input ("Donner la valeur de b",b);

input ("Donner la valeur de n",mn);

u:=a ;v:=b;

tantgque v-u>10"(-n) faire

x:=evalf ( (utv)/2);y:=evalf (In(x)+x*x/2-1);
2i y<0 alors u:=x sinon v:=x;fsi

ftantgque

print("a est égal a

"tut+ " et b est égal & "+v+"");

}

4

dicho ()

a est égal a
1.24785614014 et b est égal a 1.24785709381
Evaluation time: 16.1

fa. £(0) ==55/(0)3 = In(£(0)] =—5-

b. f vérifie (E) si, et seulement si, pour tout t € [0 ; + oo :

f«=—§ﬁ@bﬂdﬂm]

)
() _
&y =20 MU(0) = 56

S g(t)=559(t)= 55
E1 Pour tout t €[0; +oo[

g(t)=
a. f(t)= exp(g(t)) = exp(3 + Ce0)
Deplus, £(0)=1,donc C =— 3.
Donc f(t)
b. lim 3 —3e20 =—o0.Donc lim f(t)=0.

t—+oo t—+oo

1 3
ezo = ﬁg(t)_ﬁ'

= exp(3 - 3e%).

c. On veut exp (3 -3 exp(%)) <0,02.
Dout > 20'”(%) =~ 16,7 années.

Donc au bout de 17 ans.

D) Pistes pour ’accompagnement
personnalisé

Revoir les outils de base
E f(x)=2e>3; f'(x)=(1—x)e™*

f(x) = 28 — 27,

f(x )_W,
104 B f(x) = (x*+ 2x)ex.

£"(x) est du signe de x> + 2x.

Ef() (2_'_3)>O

Donc f* est strictement croissante sur R.

Les savoir-faire du chapitre

@ Ha.3.

b. —5. cf(ln7—ln3) d. 4.
e.%. f.%. g.2x+3. h.x% i.x%
Hf(x)=e -3
X — o0 In3 + oo
f(x)
f(x
( ) \3_3|n3 /

@ [ a. x=e%

b. x = In4.
cx=e*=2. d.x=1In5-3.
F1a.Ensemble de définition : § ;t+ oo[ ; ensemble
solution : {2}. 5
b. Ensemble de définition : 3 + oo[ ; ensemble solu-
tion: ]2;+ oof.
c.Ensemble de définition : |1;+ o[ ; ensemble solu-
tion: {2}.
d.Ensemble de définition : |1;+ o[ ; ensemble solu-
tion: &.
a.+oo. b. —co. c.l. d. +oo.
@nzln& ElIn3. ElIn3.
a. /'(X) = 20+ >0 si x>0,
Donc f est strictement croissante sur R.
b. f(x)=Inx+1; f'(x)= 0®x=1?
S()>0e x> 1
x |0 s
e + oo
f(x) - +

f(x)

c f(x)= % f'(x) estdu signede 1 — Inx.
f(x)=0&x=¢e; f(x)>0 x<e.
X 0 e + oo
f(x) + -
1
f(x) —oo/e \ 0
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d. f'(x) = XZZi 5 estdusigne dex, donc f estdécrois-

sante sur |— oo ; 0 et croissante sur [0; + .

Approfondissement

[N La courbe est quasi rectiligne, ce qui semble indi-
quer que le logarithme décimal du nombre de séismes
est une fonction affine de la magnitude.
FlPour M = 3,ona N =2X10?,dou:
log(N) = log2 + 2.
ElPour M =6,onaN=3X%x10"",dou:
log(N) =log3—1.
On en déduit que {a —3b=log2+2
a—6b=1log3—1
D'ol b~ 0,94 eta =~ 5]12.

[l a. et b. On peut utiliser une feuille de tableur :

A B
Aln(1+1/d)
1 0,30103
2| 0,17609126
3| 0,12493874
4| 0,09691001
5
6
7
8

(=8

0,07918125
0,06694679
0,05799195
0,05115252
9| 0,04575749
F11l s'agit de vérifier que dans les chiffres présents dans
la déclaration du contribuable, la répartition suit une loi

de Benford, ce qui n'est généralement pas le cas lorsque
les chiffres ont été « inventés ».

[Y=TaR TR I = T R - FE R S I ]

[y
o

El kin(xXy) = k(lnx+ Iny) = kInx + kiny.

E10n pose f(x) = %X)

Soient x et y des réels strictement positifs, on a:
9(xy) = xg(y) +yg(x)
o 90 _9ly) . a(x)
Xy y X

S fxy) =) +1(y).

Ceci étant vrai pour tous x et y, des réels strictement
positifs, ceci signifie que f est solution de (E), car f est
bien continue sur |0 ; + oo|.

D'ou f(x) = kInx.

Dol g(x) = kxInx.

Vers le Supérieur

Ela. C(10) = 7,3 milliers d'euros;

C(20) = 11,1 milliers d'euros.

Le colt de fonctionnement n'a pas doublé, il n'y a pas
proportionnalité.

N — o A0XO01 _ 02x—2
Ha. f(0=2=005+1 = ox+1"
On en déduit donc le tableau suivant :
X 0 10 60
f(x) - +
17 57,2

b. Le colt est minimal pour 10 bateaux, il est égala 7,3
milliers d'euros, a 100 euros pres.

Ela.B(q) =3g—C(q) =q+40In(0,1g + 1) —15.

b. Il faut louer au moins 4 bateaux.

e 5 f(x)= 17 sion pose f(x) = Inx.

Donc T a pour équation :

y=17(x—a)+lna<:)1?x—y—1+Ina=0.
—> 1 .
b. v (1 ; 7) est un vecteur directeur.

F10A etV sont orthogonaux si, et seulement si :

a><1+|na><1?=0<:}az+lna=0.

a.f'(x)=2x+17>0 six>0.

b. f est continue strictement croissante sur |0 ; + oo|.
Deplus, lim f(x) =—o0 et lim f(x)=+oc.
xX—-0 X —+ oo

D'ou le résultat, par application du théoréme des valeurs
intermédiaires.

c. Par balayage, on obtient que l'unique solution de
f(x)=0esta=0653.

D'ou A(0,653;— 0,426).
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Calcul intégral

) Introduction

1. Programme

CHAPITRE

Intégration

Définition de l'intégrale d’une fonction
continue et positive sur [a ; b] comme aire
sous la courbe.

Notation fbf(x)dx.
a

Théoréme:si f est une fonction continue
et positive sur [a ; b], la fonction F définie

sur [a; b] par F(x) = fxf(t)dt est
a
dérivable sur [a; b] et a pour dérivée /.

On s‘appuie sur la notion intuitive d'aire
rencontrée au collége et sur les propriétés
d'additivité et d'invariance par translation et
symétrie.

On peut mener un calcul approché d’aire
(parabole, hyperbole, etc.) pour illustrer
cette définition.

HI| est intéressant de présenter le principe
de la démonstration du théoréme dans le
casou fest positive et croissante.

Primitive d’'une fonction continue sur un
intervalle.

« Déterminer des primitives des fonctions
usuelles par lecture inverse du tableau des
dérivées.

- Connaitre et utiliser les primitives de u’e",
u'u” (n entier relatif, différent de — 1) et,

’

o

Jiu

pour u strictement positive,

Une primitive F de la fonction continue et
positive fétant connue,ona:

[ ® f(x)dx = F(b) - F(a).

Théoréme : toute fonction continue sur un
intervalle admet des primitives.

M| est intéressant de démontrer ce théo-
réme dans le cas d’unintervalle fermé borné,
en admettant que la fonction a un minimum
On admet le cas général.

On fait observer que certaines fonctions
comme x > exp(—x?) nont pas de primi-
tive « explicite ».

Intégrale d'une fonction continue de signe
quelconque.

- Calculer une intégrale.

- Utiliser le calcul intégral pour déterminer
une aire.

La formule j;bf(x)dx = F(b) - F(a),

établie pour une fonction continue
et positive, est étendue au cas
d’une fonction continue de signe
quelconque.

Linéarité, positivité, relation de Chasles.

« Encadrer une intégrale.

Lintégration par parties n'est pas un attendu
du programme.

Valeur moyenne.

¢ Pour une fonction monotone positive,
mettre en ceuvre un algorithme pour
déterminer un encadrement d’'une
intégrale.

La notion de valeur moyenne est illustrée par
des exemples issus d'autres disciplines.

= [SPC] Mouvement uniformément
accéléré.

= [SI] Valeur moyenne, valeur efficace dans
un transfert énergétique.

Calcul du volume d’un solide.

Plusieurs démonstrations, ayant valeur de modeéle, sont repérées par le symbole B Certaines sont exigibles et correspondent a des capacités attendues. De méme, les activités

de type algorithmique sont signalées par le symbole ¢.

Livre du professeur - CHAPITRE 6 Calcul intégral 1
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2. Intentions des auteurs

Apres avoir revu et précisé les notions de suites numé-
riques, limites et continuité d'une fonction numérique,
aprés avoir complété I'herbier des fonctions usuelles
avec la fonction exponentielle et logarithme népérien,
on introduit dans ce chapitre le concept d'intégrale
d'une fonction numérique sur un intervalle fermé.
Comme il a été procédé historiquement le moteur
de cette notion est le calcul d'aire. Cela justifie l'intro-
duction de la notion d'intégrale par l'intégrale deaa b
(a < b) d'une fonction continue et positive sur l'inter-
valle [a; b].

Le lien avec les primitives permet de généraliser.

) Partir d’un bon pied

Objectifs

Réactiver chez Iéléve :

- les formules de dérivation et approcher la lecture inverse
du tableau des dérivées;

—le calcul d‘aire de figures usuelles ou un encadrement de
I'aire lorsque les formules n'existent pas ;

- la caractérisation d’une surface plane a l'aide des coor-
données des points qui la composent.

A) Ha.etc.
Ha.b.etc.
Hb.etc.
db.

B) H Faux.
El Vrai.
E Faux.
5+2

£) » Aire du trapéze ABCD: =5~ X2 = 7 cm’.

D Aire del'ellipse:I'ellipse est comprise dans un rectangle
d'aire 7X4 = 28 cm?, et contient un rectangle d’aire
5X2=10cm?.

D Surface sous la parabole : elle est comprise dans
un rectangle daire 3X2,5 = 7,5cm?, et contient un
rectangle d’aire 1 X2 = 2cm?.

1+<%+1) 0
D Aire du trapeze vert:fX4 =3 "
D) Ha.eth.
y
/1"\\

0 N X

El Lensemble coloré est I'ensemble des points M(x ; y)
vérifiant :
0<x<4 et 0<y<+x et y>x-—2.

2 Livre du professeur - CHAPITRE 6 Calcul intégral

Ce chapitre favorise lintroduction naturelle d‘algo-
rithmes permettant de calculer une valeur approchée
d'une intégrale inaccessible par le calcul algébrique.
Comme le préconise le programme, on a évité une trop
grande technicité pour rester le plus proche du sens lié
a ces notions.

La notion de valeur moyenne trés utilisée dans d'autres
disciplines est aussi mise en valeur.

En accompagnement personnalisé, on aborde la notion
de volume d’un solide et on prépare les lois continues
en probabilité en abordant la notion d'intégrale géné-
ralisée.

) Déecouvrir

Aire sous une hyperbole a
I'aide de rectangles
Objectif : Aborder le calcul de I'aire de la surface sous la courbe
par la méthode des rectangles en utilisant un algorithme.
Kl a. La surface ¥ contient les cing rectangles inférieurs,
et est contenue dans les cing rectangles supérieurs.

Les hauteurs des rectangles inférieurs sont f(1 + %),

f<1 + %), etf<1 + %) ; les hauteurs des rectangles
supérieurs sont £(1), ( ) . et f( )
Donc%Xf(1+% +—><f(1+§) o

)+
<1? f(1)+...+1?><f<1 +%),

yo TS . 1
d'ou les inégalités indiquées en factorisant par 5
b. En utilisant les résultats du logiciel, on a:

11627 11879 o
5 X 504 <d < 5 X T04 , C'est-a-dire :
1627 1879
2520 S <2530
1627 1879 R
Or 2520 =~ 0,6 (par défaut) et 2520 =~ 0,8 (par exces).

Donc 0,6 < # <0,8.

H a. La surface ¥ contient les n rectangles inférieurs, et
est contenue dans les n rectangles supérieurs, qui sont

de largeur 17
Les hauteurs des rectangles inférieurs sont f<1 + %),

s+ et 1+
supérieurs sont f(1),
to)t
n

<17><f(1)+...

n
7) ;les hauteurs des rectangles

71+ ) et f(1+" 1).

+—><f(1 + )<

1
Donc 7><f<1

+7><f(1 +%)

d'ou les inégalités indiquées en factorisant par 17
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b. Comme S, = > p , on calcule de proche

k=1 k
rlr+5)

en proche la somme en ajoutant
entier kallantde 1 an.
Pour que lalgorithme affiche S, et T,, on propose
d'ajouter l'instruction :

Afficher(S + (f(1) — f(2))/n);
c. Pour tout entiern = 1 :

T,,—snz%x[(f(1)+...+f(1 +%)

1 n
(sl gt )
1

=X =r@) = x5 - ) =5
d. Pour que S, et T, soient des valeurs approchées de
A a 0,001 pres, il suffit que 217 < 0,001, c'est-a-dire
n = 500.
Aprés programmation, on obtient: 0,693 < o < 0,694.
BHAuHDb.,ona:06< 4 <08.
Donc 1,82 < e < 2,23.
AuH d.ona: 0,693 < o <0,694.

Donc 1,9997 < e® < 2,0018.
On peut conjecturer que e = 2, c’est-a-dire 4 = In(2).

Aire sous une parabole
a l'aide de trapézes
Objectif : Aborder le calcul de I'aire de la surface sous la

courbe par la méthode des trapézes en utilisant un algo-
rithme, puis une méthode exacte.

pour un

Kl Pour tout entier kentreOetn—1:

_ Ymtyn L_L<L2 <k+1>2>
A=y T X T g, <n>+

k

_ 1 2 2
= X(K2+(k+1)).
A o3 (k (k+1) )

H a. Pour tout entier k entre 0 et n — 1, la droite (MN)
k+1
n

k
est au-dessus de la parabole sur [7 ;

Donc le trapéze ABNM contient la surface située sous la

parabole, I'axe des abscisses, et les droites déquation

+ P
et x= % et x = kT1 On en déduit que S, est une

valeur approchée par exces de A.
b. On propose:
’

Variables :

n, k: entiers ; S : réel ;
Début :

Entrer(n) ;

S<0;

Pour k allant de 0 a n — 1 Faire
K2+ (k+ 1)

2n?

7

S<S+

FinPour ;
Afficher(S) ;
Fin.

c. On obtient S, = 0,335 et S99 = 0,33335.

On conjecture que A = 1?

E a. Pour tout entiern > 1 :

S,,=n211—(k2+(k+1)2)=n21k—2+ > e

k=0 2n’ k=0 2n’ k=1 2n’
0 n—1 k2 n2
=5 +2 +
5= 53 k§1 2n®  2n?
Donc : =
Sn—ﬁ‘i‘Fk;]k
=)l n(n+1)(2n+1
b.Comme > k? = ( )6< ) —n%ona:
k=1
c =1_+1_(n(n+1)(2n+1)_n2>=1_+1_'
nT 2n T p3 6 3 6n?
c. On en déduit que lim S,,=1?.
n—+oo

Aire et primitives

Objectif : Relier la problématique du calcul d’une aire aux
calculs de primitives.

2+3

Kl Aire de OABC = 5 X2=5ua.
2+(%+2) X2
El Aire de OMNC:fXX:T‘FZX.

Ha. f(x)= % + 2. Donc lafonction F est la dérivée de
la fonction f.

b.F(2)—F(1)z(sz+2><2>—<%+o>=5.

Fonction « aire sous
la courbe »
Objectif : Démontrer, dans le cas d’'une fonction f'continue

et croissante, que la fonction « aire sous la courbe » entre a
et x est la primitive de fqui s‘annule en a.

Hsi(a)=0.
A(b)— sd(a) est laire de S, en unités d'aire.
H a. La fonction fest croissante sur [t ;t + h].
Donc le domaine sous la courbe de f sur [t;t+ h]
contient le rectangle inférieur de largeur h et de
longueur £(t), et est contenu dans le rectangle supé-
rieur de largeur h et de longueur £(t+ h).
Comme ce domaine a pour aire s(t+ h)— sd(t) (car
h>0),ona:
hXf(t)<sd(t+h)— dA(t)<hXf(t+h).

b. La fonction fest croissante sur [t + h;t].
Donc le domaine sous la courbe de f sur [t+h;t]
contient le rectangle inférieur de largeur (—h) et de
longueur f(t+ h), et est contenu dans le rectangle
supérieur de largeur (—h) et de longueur f(t).
Comme ce domaine a pour aire A (t)— s(t+h) (car
h<0),ona:

(=hm)Xf(t+h)< A(t) = sb(t+h)<(=h)xf(t).

Livre du professeur - CHAPITRE 6 Calcul intégral 3
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¢.Sih>0, f(t)<‘w<f(t+h);

%(t)—_&’d,(t—i- h)<f(t),

&(l(t+i;7)—&i(t)<f(t).

sih<o0, f(t+h)<

clest-a-dire: f(t+ h) <
Comme la fonction fest continueent,

lim f(e-+h)=/(¢),

Par le théoreme des gendarmes, la limite du taux d’ac-
croissement de o entre t et t + h, lorsque h tend vers 0,
estégalea 1(t).

Donc la fonction s est dérivable en tet sd'(t) = £(t).

3
N . , X
E Une primitive de la fonction carrée est : x — 3

Donc l'aire sous la parabole sur [0; 1] est:

F(1) = F(0) =1

Exercices d’application
Déterminer une

intégrale a partir de calculs d'aires

a. f_(;f(x)dx = f_;1f(x)dx+f_(1) f(x)dx par la
relation de Chasles.

En utilisant l'aire d’'un triangle et d’'un carré, on obtient :
/ f(x) = 1xXT X1 +12= 3 .

b.Pourt€[0;1 ,onaf0 f x)dx= TXt=t;

Pourte([1;2],0na:

fotf(x)dx =

2 _
=4x —x
Ea.y= 4x—x2(:){y

y=0

2 2 —

— + —

- (x—=2)+y*=4
y=20

On reconnait I'équation du demi-cercle supérieur de

centre (2;0) et de rayon 2.
b.Ona:

2+ 1
>

Lx(t—1)=

2

Donc f04v4x—x2dx = 17><227'C = 27.

.a/ (3x? +1dx—3fxdx+f1dx

—ax -
=3X 3 +1X1=2.

b.j(;1x/;dx=1—j;1x2dx=%.

4 Livre du professeur - CHAPITRE 6 Calcul intégral

D) Savoir faire

Déterminer des primitives

34— x + 2x.

n a. Une primitive sur R de fest x — 2

b. Une primitive sur |0; + oo[ de g est:
2
X 1
X = + 2x 22
c. Une primitive sur |0; + o[ de hestx — 6vx.

H Les primitives de f'sont les fonctions définies sur R
parx — In(1+eX)+ k.
Comme la courbe cherchée passe par le point A(0;1),

ona:
In(1+e%) +k=1,soitk=1—1In(2).

Jor
E a. Une primitive sur Rde festx > 2+ x>+ 1.

X

La primitive cherchée est x — In(%
1 2
5 (In(x))".

b. Une primitive sur |0 ; 4+ oo[ de g est x —

a. La dérivée de uvu est:
u Xvu+ux

u 3,
-3
2Vu 2
Donc une primitive de u'v'u est %u«/a.
b. Une primitive sur |1;+ oo de x — xv'x*>—1 est

X — 1?(x2—1) x2—1.

SBLVCISENEY caiculer et utiliser
une intégrale

B - 1pae= [ 36—

= 1B - J(-3-17 =2,

b. La valeur moyenne est :
_ 1 2034 .2
1w 2__1)[1(x +x>—x+1)dx

2

—_

1

:1 —_—
—1 4

4
X X X
3074 + +x

ﬂ x — x> —1sannuleen1eten — 1, etest négative
sur[—1;1].
Par la relation de Chasles :

f_z‘x2—1 ‘dx='/:;1(x2—1)dx+f_11(1 —xz)dx+f12(x2—1)dx
2T _X_3]1

3 X 3 » +

a. Soit la fonction F définie sur [0; 3] par:

F(x) = (ax + b)e™
Pour tout réel xde [0;3], F(x) = (—ax+a—b)e™.

2
—x| =4.
1

—2

—a=1
Donc F est une primitive de fsi { , C'est-a-dire

a=—1 a—b=0
{b=—1'

Ainsi F(x) =

(—x—1)e™™
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b. En unités d'aire, I'aire du domaine jaune est :

J7r(x)de=F(3) = F(0) = 1 - 4e7,

SRLALUSTEUEY tiliser les propriétés
de l'intégrale

1+ cos(2x
Pour tout réel x, cos’x = %
cos(2x)— 1

Donc cos’x — 1 = %

T 7 cos(2x)— 1

4 2, _ — [ 4 o) T
Doncfo (cos?x — 1)dx fo 5 dx

ke
_[sin(2) _ x]4_1 _x
1 4 2 4 8"
a. Pour le dénominateur, A =— 3. Donc pour tout
réelx, x> —x+1+#0. =
Donc la fonction X — ——2X— est définie et
X-—x+1

continue sur [0;1].

1 —2x
Ona: ' = S d

b. La fonction x > tan(x) est définie et continue sur

O;L.Ona:
o %]

Y

_/(;T tan(x)dx

x=[—|n(x2—x+1)];=O.

= fOT zlor;(())(()) dx =[— In(cos(x))]o%
- |n<@>+ In(1)=5-n(2).

E sur [0; 1] onpose d(x)=+1+x —( %)
) 1 1 1
R e e R e AL
0sx<1.
La fonction d est donc décroissante sur [0;1].
Comme d(0) = 0, pour tout réel xde [0;1], d(x) <0
On peut aussi remarquer que :
)2
d(X) — X /4

a1y S0

Doncv1+x <1 +§.OnendéduitqueA<B.

D) Iravaux pratiques

Etude de la série harmonique
@ Lire I'énoncé et fixer les notations

E et FAOn obtient :
4
35'\ o+ h(n) i
,5 4| 3
mu(n) ",0‘
3 py ....t-
25 *?® .—l—..
¥ "
2 P .-*
154 o 5"
1{e B
=
0,5
0 il =5
0 5 10 15 20

Il semble que la différence des deux suites devienne
presque constante.

@) Elaborer une démarche

Kl Soit un entier n > 1. Pour tout entier k entre 1 et
n — 1, la fonction inverse est décroissante sur l'inter-
valle [k ; k + 1]. Donc pour tout réel x de [k ; k + 1] :

1 _1_1
En intégrant chaque membre des inégalités entre k et

k+ 11 1
k+1,ona: k+1\f <7.
Bl Pour tout entiern > 1,
dn+-|_dn:(hn+‘|_In(n+1))_(hn_|n<n))
= —In(n+1)+In(n).
Or d’aprés la question H,
1
oy <In(n+1)—|n(n)<7.
L1 B 1
Soit = -<In(n)=In(n+1)< pan
Donc 1< —-d <+ 1
n+1 n 70t U 41 p+1

On en déduitque d, +; — d, < 0.
Donc la suite d est décroissante.

El Pour tout entier n =

f17dx=f1 7o|x+f2 7dx+...+fn_17dx-

. 1 21
Or par la question H, > \]1‘ c s,

1, par la relation de Chasles,on a:

1

Lofm L1

n n—-1 X n—1

En sommant membres a membres ces inégalités, on
obtient :

1 1 1 n 1 1 1
74—?‘}‘ +7\A‘7X<1+7+ n—1
Donc:

1 n 1 1 1 1

T—i_f] 7dX<1+7+? .. T '|+f —dX.
Donc: —+[In(x)[f <h,<1+[In(x)].

Donc en soustrayant In(n),on a: 17 <d,<1.

[ La suite d est décroissante, et minorée par 0 (d’aprés
la question E). Donc la suite d converge.

& Mouvement d'un solide en chute libre

I La fonction v est la primitive de a telle que v(0) = 3.
Comme v'(t)=—10, v(t) =— 10Xt + k, ou k est un
réel.

Comme v(0) =3,0onak = 3.

Donc v(t)=—10t+ 3.

D La fonction z est la primitive de v telle que z(0) = 1.

2
Comme Z'(t)=v(t), z(t)=— 1o><t7+3t+k, ou k
est un réel.
Comme z(0) = 1,onak = 1.
Donc z(t)=—5t2+ 3t + 1.

Livre du professeur - CHAPITRE 6 Calcul intégral 5



©Hachette Livre 2012 - Déclic T S

E10n résout z(t) = 0,avect > 0.

A=29;=——12 =32 < 0839
ett, = > 02 ~—0239.

Donc la bille atteint le sol au bout de t; =~ 0,839 s.

Etude d'une suite définie par une intégrale
Kl a. En utilisant la relation de Chasles :

_ N 1 1T e
u0+u1—fomdx+fomdx

11+ex _
b 1+ e f1dx 1.
1 i _
b. u; :](; ﬁ_ﬁdx:[—mo +e )

=—In(1+e)+In(1+1)= In(#)

=In<12fe> 1+ |(12 )

+
_l’_
Doncug=1—u =— < ) 1 e
Ela. Pour tout entier n>1, en utlllsant Ia reIatlon de
Chasles : 1 e x e
+ = _ —+ -
Up+1+Up = 1t e dx j(; T4 dx
1 n+'| 1 e nx X+1
- [e ar= [T
1+e 1+e
3 e X 1 1—e™"
= nx = =
f dx = -—n o n
_1-e' _ -1
lOna:u2+u1—17—1—e .
_ 2 _
Doncu,=1—e ' —y =—In<1+e>—e !
_ 1+e -1
—In( 3 ) e .
_ o2
POna:uztu, = 3 Donc
1—e 2 1 e ? 1+e
U3=——> ——Up =5 te ——5 —In( 3 )

b. La valeur initiale affectée dans u n'est pas correcte, et
il manque le calcul de u;. Dans la boucle « Tant Que », il
manque le retrait de u, et la variable i doit étre remplacée
par i — 1. Ainsi, on propose :
’
Variables :
n,i:entiers; u:réel;
Début :
Entrer (n) ;

UNEERY

Sin = 1alorsu — In<
FinSi;

2
e+1 >+17

Pour i allant de 2 a n faire
1—e (1)
[V 1_71 —u
FinPour ;
Afficher(u) ;

Fin.

6 Livre du professeur - CHAPITRE 6 Calcul intégral

El a. En B4, on entre =(1-EXP(-A3))/A3-B3.
b. On conjecture que la suite u converge vers 0.
B a. Pour tout entiern, u, 4, =0 .

1—e

Donc par la question Ha., 0 < u, < n

b.Ona lim 1T—e " =1¢et lim n=+oc.Donc par
n—-+oo n—-+oo
A Nn
quotient lim l-e _ 0.
n—+oo
Donc par le théoréeme des gendarmes, lim u, = 0.
n—+oo
1— 1
c. Par la question A a., 0 < <T\ P
Pour avoir u, < 0,1, il suffit donc que 17 0,1, c'est-a-
dire n = 10.
Donc pour n = 100, on est s(r que u, < 0,1.

Formule de Simpson et calcul approché
d'intégrale

1-0 1
ba. is= | £(0)+47(5 ) +/(1)]

1 4 1 47
1+<2)2+2 60

6
b. Pour tout réel xde [0 ; 1], on obtient par un logiciel de
calcul formel :

1

1+ ~ 0,783.

S =1

g(x)=71"(x)= ﬁ;

h(x) = f"(x) = 2((13:2;2)13) _
k(X):f(3)(X)=2£(11X(-17);;(42);
m(x) = f@(x) = 24(5)((‘:11)(2,)(; +1)

D'ou le tableau de variations de la fonction f(“), dérivée
dordre 4 de 1 :

1
X 0 /3 1
m'(x) 0 - 0 +
24 -3
4)(x) \ oo /

On en déduit que le maximum de | £ | sur [0;1] est
24.Donc M, = 24.

<. Un majorant de l'erreur commise en approchant / par

XM, 1
Is est donc 2880 — 120

=~ 0,0084.
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Ela. On obtient :

A B © | D B F
1 intervalle[a;h]
, b f(a) f((a+b)/2) f(b) for_mule de
2 Simpson
3 0 0,1 1| 0,99750623| 0,99009901| 0,099668732
4 0,1 0,2 0,99009901| 0,97799511| 0,96153846| 0,097726965
5 0,2 0,3 0,96153846| 0,94117647| 0,91743119| 0,094061259
6 0,3 0,4 0,91743119| 0,8908686| 0,86206897| 0,089049576
7 0,4 0,5 | 0,86206897| 0,83160083 0,8| 0,083141205
8 0,5 0,6 0,8| 0,76775432| 0,73529412| 0,076771857
9 0,6 0,7 0,73529412| 0,7029877| 0,67114094| 0,070306431
10 0,7 0,8 |0,67114094 0,64/ 0,6097561| 0,064014951
akil 0,8 0,9 0,6097561| 0,58055152| 0,55248619| 0,05807414
12 0,9 1 0,55248619| 0,52562418 0,5| 0,052583048
ikl
14 |Total
Une valeur approchée de / est 0,785 381 63 ..
b. En utilisant le tableau de variations de f(4) alaques-
. 1 .
tion [ b. et que —= = 0,57, on obtient :
e
Intervalle Majorant
(4) (x. 4)(x.
[Xi 5 X; 4] S ) (Xi+1) | de Faxl
[0;0,1] 24 20,56 24
[0,1,0,2] 20,564 11,99 20,564
[0,2;0,3] 11,994 2,19 11,994
[0,3;0/4] 2,19 -5,394 5,394
[04,0,5] -5,39 -9,339 9,339
[0,5;0,6] -9,339 -10,07 10,125
[0,6,0,7] -10,07 -8,82 10,07
[0,7;0,8] -8,822 -6,78 8,822
[0,8,0,9] -6,782 -4,71 6,782
[09;1] -4,719 -3 4,719
L'écart entre / et la valeur obtenue a la question il a. est
. (Xi+1 X')5
majorée par la somme des ~ 5880 X Maps;; i, )
C'est-a-dire :
(017 %24  (0,1) %X20,564 01y X4,719
2880 2880 2880 !
qui est majorée par 4X 1077,
D) Faire le point
I]b.etc. Ha.etb. Hb. Ha.etc.
Bb. Aa. Hc Hb.
22 Bl Faux. Hvrai. HFaux. EFaux. HBVrai

) Exercices d’application

D Intégrale d'une fonction continue
et positive

na.etc. Hb. Hec.
m ED vrai. Flvrai. ElFaux.  EdVrai.

E [l Vrai.

Utiliser la définition

A amx:y)eeo y=1x)

S xX+y’=1ety>0

Donc 6 est le demi-cercle supérieur de centre O et de
rayon 1.

ﬂf f(x)dx est l'aire du demi- dlsque de centre O et
f(x)dx = 5~

F1 Vrai. ElFaux. EdFaux.

derayon 1, en u.a. Donc

En utilisant les formules d'aires de triangles,
rectangle et trapéze, on a:

f 7(x) =3><4=6;

[ r(dx =

jff(x)dx=2><2=4.

Par la relation de Chasles,

2=6;

[if(x)dx=[;1f(x)dx+£11 f(x)dx+f13f(x>dxz 16.

mnffx)dx %22=8—27t.
£3fx f32fx)dx+ff dx+ffx)dx
5 23
=5 +(8—-2n)+1= S 2m

s

T T v T

1 X

bfg(x)dx—/ f(x dx+6><2—T—27t

I]Ona:

s

1

EID Sur [0; 7], la fonction fest affine et croissante.
Comme £(0) = 0, lafonction fest continue et positive
sur[0; ).
D De la méme facon, la fonction fest continue et posi-
tive sur | ; 2 |.
DDeplus f(n) =7 et lim f(x)=—n+ 2 =m.

o
Donc la fonction fest continue en 7, et donc sur
[0; 27[. Comme elle est périodique de période 2, elle
est continue sur R.

X 2
A T

- 2 2
f<x)dX:T+T: .

Livre du professeur - CHAPITRE 6 Calcul intégral 7
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1 Par 2n-périodicité, [ f(x)dx= [* f(x)dx
21 _ 5
Donc f_znf(x)dx =2n?.

De méme:
ff dx—f f(xdx+f f(x)d +f f(x)dx
:7T2+27'C2+7TT=7TTEZ

Encadrer une intégrale

El Sur [0;1], le domaine sous la courbe € contient
le rectangle inférieur de longueur 1 et de largeur 1, et
est contenu dans le rectangle supérieur de longueur 2
et de largeur 1.

On en déduit la comparaison des aires, en u.a. :

11< [1 f(x)dx<1x2,

1< [ f(x)dx<2

A De méme, on obtient :

<[ rx)dx<3
2< [ f(x)dx <3
05< [ f(x)dx<
0< [ r(x)dx<0s.

E1 Par la relation de Chasles,
L4 o= [ r(oder [0 f(x)dx
+f01 f(x)dx+f12f(x)dx+f24f(x)dx_

En sommant membre a membre les inégalités des ques-
tions précédentes, on obtient :

35< [ £(x)dx <95
[

En utilisant deux trapézes de hauteur 5,on a:
1+3><5 ffx)dx< 1+4

Donc10</0 F(x)dx <125.

soit :

X5,

Valeur moyenne

La fonction fest affine et positive sur [1,5; + oo|.
b La valeur moyenne de fsur[2;5]est:

W = 51_2 Asf(x)dx'

En utilisant 'aire d’'un trapéze, on a:

2
EREWICENE

) La valeur moyenne de fsur [10;20] est:

_ 1 20
12 = 55— by S (X)dx
En utilisant 'aire d’'un trapéze, on a:

= L 1100220

X(5-2)=4.

X (20 —10) = 27.

8 Livre du professeur - CHAPITRE 6 Calcul intégral

ﬂm T 1= ( 2 f f
= 1; X1=25;
Ha= 7, -1) ffx)dx
:%m1;%u:z
Blu=,— } Z)f‘;f(x)dx.
=éU§4XH”§3x® EE
La moyenne (arithmétique) de |1, et ., est:
¥=2,25.

Donc |1 n'est pas la moyenne (arithmétique) de (1, et .
EJ En observant le calcul de 11, on constate que :
1
1w =?(1 Xy +5X,).

Donc 1. est la moyenne pondérée de y; et (1,, affectés
respectivement des coefficients 1 et 5.

B Intégration et primitives

[l Vrai. F1 Vrai. El Faux. [ Vrai.
ED vrai. F1 vrai. El vrai. A vrai.
Hb. Ha. Hb.

Utiliser des représentations graphiques

La fonction f est la dérivée de ses primitives.
Comme f est négative sur |—oo;— 1] et positive
sur [—1;+ o[, ses primitives sont décroissantes sur
|=o0;— 1], et croissantes sur [—1; + oo.

Les courbes €, et €, ne représentent donc pas des
primitives de . Par élimination, la courbe €, représente
une primitive de f.

La fonction festla dérivée de la fonction F.
Par lecture graphique, on obtient le tableau suivant :

X — 0 0 6 + oo
f(x)=F(x) + 0 + 0 -
F (x) / \
a. Faux. b. Faux. ¢. Vrai.

Utiliser la définition

a. Pour tout réel x,
F'(X) —3§( +22—X—6 =x2+x—6.
En développant, f(x) = x*> +3x — 2x — 6 = F'(x).

Donc F est une primitive de f'sur R.
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b. Pour tout réel x,

F(x)=1e¥+x(3e¥) = (1 + 3x)e> = f(x).
Donc F est une primitive de f'sur R.
c. Pour tout réel x,
F(x)=(2x)XIn(x®+ 1)+ (x?+1)X 22+ ;T

= 2xIn(x® + 1) + 2x — 2x = f(x).
Donc F est une primitive de f'sur R.

EE El Pour tout réel x >0,

f(x)=1 ><In(x)+x><17— 1=1In(x).
F1 La primitive de In qui prend la valeur 0 en 1 est définie
sur |0; + oo par:

F(x)= xIn(x)—x + k avec F(1) = 0.
Donc:1In(1)—1+k=0,soitk = 1.
Donc: F(x) = xIn(x)—x+1.

[l La fonction fest définie par:

( )_{x six=0
Jx)= —x si x<0

Donc f'n'est pas dérivable en 0.

E1 Pour tout réel x >0, F'(x) = 27)(—x £ (x).
Pour tout réel x <0, F'(x) = —ZTX =—x=f(x).

Donc F est une primitive de f'sur R.

ElLes primitives de f sur R sont les fonctions
x — F(x)+ k, ou k est un réel.

Comme on cherche celle qui s'annule en 1, k vérifie :
F(1)+ k = 0, C’est-a-dire 17 +k =0,s0itk = —17.

La primitive cherchée est donc la fonction définie sur R
parx — F(x)— 17

Ell Pour tout réel x €[0; 2|, F'(x) = f(x).

D Ainsi pour tout réel x € [0;1[, F'(x) = 0. La fonction F
est donc constante sur [0; 1].
Comme F(0) = a, pour tout réel
F(x)=a.

D Pour tout réel x €[1;2[, F'(x) = 1.
Donc il existe une constante k telle que pour tout réel
x€[1;2[, F(x) = x + k.

Or la fonction F est continue sur [0 ; 2[, car dérivable sur
[0;2].

DoncF(1)=a=1+k.Ainsik=a—1.

Donc pour toutréel x € [1;2[, F(x) =x+a—1.

x€[0;1[, on a:

F(x)—F(1 ~(1+a-
Esur[0;1], (I)=F1) _az(ita=1) _,
X—1 x—1
F(x)— F(1
DonclimM=0
x—1 x—1
x <1
F(x)— F(1 —1-
bsur |1;2[, ()ZF1) _ xta-1-a_,

x—1 X—1

Donc IimM =1
x—1 x—1

x>1
La fonction F n'est donc pas dérivable en 1.

Il'y a donc contradiction avec le fait que F soit une primi-
tive de /. Donc la fonction fn'admet pas de primitive.

Détermination de primitives

[} Une primitive sur R de la fonction donnée est
définie par exemple par:

4
F(x) = T —x*+ 2x.

E1 Une primitive sur |— oo;0[ ou |0;+ o[ de la fonc-

tion donnée est définie par exemple par:

X 1
F(x) =5 +2x R
[l Une primitive sur R de la fonction donnée est
définie par exemple par:

F(x) = 3e* + %xz - x.

F1 Une primitive sur |— oo;0[ ou ]0;+ oo de la fonc-
tion donnée est définie par exemple par:

F(x)= A ey

3
[El Pour tout réel x # 0,

3% +4x — 2 =i+i_i
x* XXX X
Une primitive sur |— oo ; 0 ou sur ]0; + oo[ est définie
par exemple par:
3 4 2 3 2 2
(x) x  =2x*  =3x x x 3x3

’

. uoo
1 On reconnait une forme 2 ouune s'annule pas.

Une primitive sur R est définie par exemple par :

—1
Flx) = xX2+2°

. 1,
m [N On reconnait la forme 7(} X u3.

Une primitive sur R est définie par exemple par:

F(x)= l(2x+ 3) = (2x+3)".

N 1
F10n reconnait la forme TU’ X u?.

Une primitive sur R est définie par exemple par :
a1 (a1
F(x)—4><3(x 1) 12(x 1.

’

X On reconnait la forme \'/» .
u

Une primitive sur |0,5;+ oo[ est définie par exemple

par:
F(x)=2v2x—1.

E1 On reconnait la forme 17>< X ou u ne s'annule pas

sur R.

Une primitive sur R est définie par exemple par :

_ 1 1
Flx) = 2 i xr2

’

m X On reconnait la forme %,

positive sur R .

Une primitive sur R est déﬁnie par exemple par:
F(x)=In(x*+2).

oU u est strictement
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’

. u
F10n reconnait la forme — u
s'annule pas.

, sur un intervalle ou u ne

Une primitive sur ]— % + km; 7 + kn[ ol ke Z, est
définie par : F(x) =—In|cos(x)|.

1 On reconnait la forme %u' XeY,
Une primitive sur R est définie par exemple par :

F(x) = %e"z.
7 U
F10n reconnait la forme - TR
b Sur ] - 1? ;oo [ une primitive est définie par exemple
par : F(x)Z%In(3x+ 1).
b Sur ]— ;= 1—[ =——7 Une primitive
31 3x+1 —3x—1"

est définie par exemple par :

F(x)= %In(—3x— 1).

@ [} On reconnait la forme v’ X u.
Une primitive sur ]0 ;+ oo[ est par exemple définie par :

F(x) = 5 (In(x)P.

N u
1 On reconnait la forme u

Une primitive sur ]0;1[ ou sur |1;+ oo est définie par
exemple par: F(x) = In(|In(x))).

N 1 u
E a. On reconnait la forme > X /

Les primitives sur |0 ; + oo[ de f'sont définies par :

1 1 1 —1
F(x) = 5 X—5 X +k= +k
() 27 =37 (+ ) 6(x2+ 2x)
ou k est un réel. 1 ,
b. On reconnait la forme 7>< Z .
Les primitives sur R de g sont définies par :

G(x) = 1jln(x2 — 1)+ k, ou kest un réel.

E [l Les primitives de f sur R sont les fonctions
X — x*—5x + k, ou k est un réel.
Comme F(0)=1,0na: 0> =5X0+k=
Donc F(x) = x*> = 5x + 1.

Flles primitives de f sur R sont les fonctions
x — e*+ k,oukestun réel.

Comme F(2) =0,0na:e*+ k=0, soit k =— e,
Donc: F(x)=e* —e?.

1,soitk=1.

[l Les primitives de f sur R sont les fonctions

2
X . X .
X g —sin(x) + k, ou k est un réel.

CommeF<7zt> O,ona: —2—1+k 0,

32
2
—q_ T
soit k =1 35
2 2
Donc: F(x) = % —sin(x)+1— 2.

8 32
ElLes primitives de f sur R sont les fonctions
x — x>+ 2x + k, ot k est un réel.
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Comme F(—=1)=3,0na: (=17 +2(=1)+k = 3, soit
k=6.
Donc: F(x)=x>+2x+6.
E [} En développant,

F(x) = cos(x)X(sin(x)y + cos(x)Xsin(x).
En utilisant la forme u’ X u", les primitives de 1 sur R
sont les fonctions x — ~(sin(x)) + 17(sin(x))2 +k

. ] 3
ou k est un réel.

CommeF(L>= 1,ona:L+L+k=1 soit k = L

32 ' 6"
FU)—

FI1En utilisant la forme

(sin(x))2 +1

Donc: 6

(sin(x))’ +

u . ,
y ' Ou une s‘annule pas

sur R, les primitives de f sur R sont les fonctions
x — —x+1In(2 + cos(x)) + k, ou k est un réel.
Comme F(0) = 1+1In(3),0na:
IN2+1)+k=1+In(3),s0itk=1.

Donc: F(x)=—x+1In(2+ cos(x))+ 1.

E 1 En utilisant la dérivée d’un produit, on obtient :

(uvu)=uxvu+ux 2\% :UIX<\/U+ﬁ>
=U'X<x/a+17\/a>:%u’\/u_

F1 Par la question précédente : <%u«/a> =uYu.
Zuvu.
Donc les primitives sur I de u’+/u sont les fonctions
%U\/U + k, ou k est un réel.

Ha. f=uvu,ouu(x)=2x+3.

Donc les primitives sur I de f sont les fonctions

X —> %(Zx +3)v/2x + 3 + k, ou k est un réel.

Donc une primitive sur I de u’v/u est lafonction

b. f=—5uVvu,ouu(x)=x*+3.
Donc Ies primitives sur I de f sont les fonctions
X > 17>< SO +3)/x*+3 +k
= 1?(X2 +3)v/x? + 3 + k, ol k est un réel.
c« f=uVu.

Donc les primitives sur I de f sont les fonctions

X — %(1 +e*)v/1 +e* + k, ol kest un réel.

Avec transformation d'écriture

E El Pour tout réel x # 1,
a b _alx—=1)+b

N ax+(—a+b)
(x=1F  (x=1) (x—=1) (x=1)
Par identification des coefficients avec f(x), on a :
a=2etb=>5.
FlUne primitive de f sur |-
définie par:

oo; 1] est par exemple

F(x) = x_—21 + 2(X_—51)2 )
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[l Pour tout réel x # 1,

3 :x(x+1)2—3 :x(x2+2x+1)—3
(x+1Y (x—=1Y (x+1Y
X+2x*+x-3
— = X.
(X+1)2 f( )
Fl Les primitives de f sur |— 1;+ oo[ sont les fonctions
x* 3 . .
X oo P + k, ou k est un réel.
Comme F(0)=—1,0ona:0+3+k=—1,soitk =—4.
: _xX 3
Donc: F(x)= > T a4
58] R Pour tout réel x,
et _e-(+e) _ -1 _
—I+eX - 1+eX - 1+ex _f(X)'

’

u N ,
, 'ouune s'annule passurR.

1 0On reconnait la forme

Les primitives de f sur R sont les fonctions
x — In(1+e*) — x + k, ou k est un réel.

Comme F(0)=0, on a: In(1+1)=0+k=0, soit
k=—1n(2).

Donc: F(x) =In(1+e*)—x—1In(2) = In<ﬂ>—x.

Fonction x — fa f(t)dt,
ol f est continue positive

@ ffLa fonction t+—
[— 1;,+ o0 [
Donc la fonction fest dérivable sur [—1;+ oo, et pour

L est continue sur
t2+1

réel x=—1, f'(x)= .
tout réel x >—1, f'(x) 24

Plus précisément, f est la primitive sur [—1;+ oo de la

fonction t — 1‘2171 quis‘annuleen —1.

E1 Pour tout réel x, f(x)>0. Donc la fonction f est
strictement croissante sur [— 1; + oo].

@ a.La fonction f est dérivable sur [0; + oo et pour
tout réel x>0, f'(x)=e* >0.
Donc la fonction f est strictement croissante sur
[0 ;+ oo [
b. La fonction f est dérivable sur [—4; 4], et pour tout
réel xe[—4;4], f(x)=v16—x*>0.
Donc la fonction f est croissante sur [—4 ; 4].

eX
x+1
la fonction £ est strictement croissante sur [0 ; + oo|.
Ela. Pourtoutréel t > 0,onpose d(t) =e' —(t+1).
Ona:d(t)=e'—1>0sur[0;+ .
Donc la fonction d est croissante sur [0 ; + oo[. Comme
d(0) = 0, pourtoutréel t >0, d(t) > 0.

El Pour tout réel x>0, f'(x)= > 0. Donc

t

Alors en divisant par 1 +t>0, on a: heL1 —-120,
t
L€
—, =1
soit 1

o
t+1

2 2
b.Par la question précédente, /; dt>f0 1dt.

Donc f(2) > 2.

B 70)= [’ tf1 dt = 0. Ainsi 0 < 1 </(2).

0
La fonction f est continue (car dérivable), strictement
croissante sur [0;2], et d'intervalle-image [0; £(2)],
contenant 1.
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équa-
tion f(x) = 1 admet une unique solution cdans [0; 2].

Primitives et intégrales

62 a.1=f012ede=[2eX]}J = 2e' — 2e0 = 2e — 2.

b.I= f; t(2 — 4)dt = [%(t2 - 4)2]2

_ Vo212, _ 441
=5 (87 —ay - (22 -4y ==~
5
JEHKEH2—4]dx
441
q
O
Solue]ddaittdny i BoluH] R

Ha = [ —de= |5 vaxr1]]

=17/4><2+1 —17%4><o+1 =1.

b.1= [ xiZ dx=[2|n(x+2)]:
=2In(5)=2In(1) = 2In(5).

64 a.l= f24x(x2 —1)dx = [%(x2 - 1)2]:

:1_(42_1)2_17@2_1)2:54'

4
(5 4 [ -2 F
bJ_f] (2x+1)2dx_ 2X+1L
_—2 .2 _16
=11 T3 733

B8 &1 Pour tout réel x [0;1],

B 4  (x=2)(x+2)+4
X—2+ 40 = X+ 2
_xX*—4+4 _ X
X+ 2 xX+2°
_ (. _ 4
EI—/(;(X 2+X+2>dx

X2 k
= [T—2x+4ln(x+2)]

- (17—2 +4In(3)) = (0~ 0+ 4In(2))
= _T3+4In<%)-

0

@ El F' = f. Par lecture graphique, la fonction F est
croissante sur [0;2], décroissante sur [2; 4], et crois-
sante sur [4; + oof.

Livre du professeur - CHAPITRE 6 Calcul intégral 1
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Donc la fonction fest positive sur [0; 2] et [4;+ oo, et
négative sur [2; 4].

Bl [ f(x)dx = F(2)= F(0)=5-0=5.

Elona: [*f(x)dx = G(2) - G(0).
Donc G(2)— 1 = 5. Donc G(2) = 6.

E) Intégrale d'une fonction continue
de signe quelconque

[l Faux. F1 Vrai. EJ Faux.
@ [l Faux. 1 Faux. El Vrai.
@ a. Vrai. b. Vrai. c. Vrai.

d. Faux, il s'agit d’'un minimum localen x = 1.

Calculs d'intégrales

1 2 1 2
=7(32—1)—7(( 17 =1) =16
4 x R
) [ R 2><X2_1]2
-1 1 2
2x15 T 2x3 15
T b
2 . . 2
'fo cos(x)sin(x)dx = [7(5|n(x))2]2
1 _45-1
=3 0=7%
1
71 X .35 _8
.a.l 3 2x+x_1—3.
(e 21 s
b.I—[zeX]_5 ye~ e
72 _[ = ]’ -1 _ -1 _ 5
R Ty [y gy R Y
b _[sinéSx)“_O.
0

a.l= [%(2x+ 1)“]i1 = 1830.

b. I=[In(e’+ 1) = In(e3+1)—In(2)

_ |n<e3i>
)

12 Livre du professeur - CHAPITRE 6 Calcul intégral

a.l= f13(2x+17)dx =[x+ In(x)}
=8+1In(3).
b.r=[Tm(e-1)]  =-

~n(d)

Calculs d'aires

1
5In(075)

ElLa fonction —f est positive sur [a;b]. Donc
b
_/a (=f(x))dx est égal a laire du domaine sous la
courbe de —f sur [a; b].
Or la courbe représentative de —f" est la symétrique de
% par rapport a I'axe des abscisses.
b
Doncf (=f(x))dx estégal al'aire du domaine compris
a
entre la courbe €, I'axe des abscisses, et les droites verti-
cales d'équation x = a et x = b.
b
Donc / =—j; (—=f(x)dx) est égal a l'opposé de l'aire du
domaine compris entre la courbe 6, I'axe des abscisses,

et les droites verticales d'équation x = a et x = b.
[ Par la relation de Chasles,

I= facf(x)dx-i-fcbf(x)dx =d, —d,
[l Par la relation de Chasles,
Lreode= 2 r(adx+ [7 r(xdx+ [ f(x)dx

_3X2 _3X2  3X3 _9
2 2 2 2"

Pour tout réel x,
—23+6x2+8x=—2(x+1)(x—4).

La fonction f représentée par la courbe € est donc

positive sur |—oo;—1]U[0;4], et négative sur

[—1;0]u[4;+ .

Donc, en unité d'aire, I'aire de la surface colorée est :

&ﬁ=[;1f(x)dx—fjf(x)dx+fo4f(x)dx.

Une primitive sur R de f étant définie par

4
F(x) =—X7+ 2x> + 4x%, on obtient que:
d="1+3 +64=75

. L'aire dela surface colorée, en unité d'aire, est :
A= f( 2-x%)—(—x) )dx—f(—2+x+2)dx

_ x*

g

@ On trace les courbes
6, et 6, déquations
respectives
1
= — et =
y 2 y
a la calculatrice :

w]oo w‘><

a3

S
]

2x
1+ x2
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. -1 X
Pour tout réel x # 0, on pose d(x) =2 142"

(1=—x)(2x*+x+1)

Alors f(x) = . D'ou le tableau de

x2(1+x2)
signes de d(x) sur R* :
X — o0 0 1 + o0
1—x + + 0 -
223 +x+1 + + +
X2 + 0 + +
142 + + 4
d(x) o+ o -

Donc 6, est en-dessous de 6, sur [1;+ oo[, donc sur
[1;2].

Laire de la surface délimitée par les courbes €, et 6,
et la droite d’équation x = 2, en unités d'aire, est donc
égalea:

,[2<1 ixxz

=(In(5)+5 )~ (n(2)+ 1) =In(3) -3~

1 1P
- 7>dx = [In(1 + X2> + 7]1

El Pourtoutréel x > 0,onpose d(x) = f(x) — g(x).
4\ —4
— 2 (2t _) - =4 -0
d(x)=x (x 2 2 <0. Donc la courbe €,

est en-dessous de la courbe € sur 10;+ .
ElSoitt>1.0na:

A(t) = [{(g(x) —f(x))dx= [~ 5dx

4]t

. _ _ 4N\ _
8, I A= lm (4=7) =4,

Fonction x — faxf(t)dt, ou f est continue

Démonstration de cours
[N La fonction F est une primitive de £ sur L.

Donc pour tout réel x de I, fax f(t)dt = F(x)— F(a).
Donc: F,(x)=F(x)— F(a).
[l La fonction F, est dérivable sur I et pour tout réel x

del, (F)(x)=F(x)—0=f(x).

Donc F, est une primitive de f surl.
De plus, F,(a) = j;af(t)dt = 0.
Donc F, est la primitive de f'sur I qui s'annule en a.

a. Faux, car f'(x) = Donc f'(0) = 2.

1—x%"

b. Vrai, car f'(x) =

1 2 Aui est positif sur 1= 1;1].

_ (0 2
c. Faux, car £(0) = fo g
d. Vrai. Pour tout réel x € |— 1;1[, on pose :

g(x)= In(} t; ) =In(1+x)—In(1 —x).

dt=0.

Onag(0)= In(}—) =0, et pour tout réel x € |—1;1|,

)=l =1 _d-xkxl 2
g x+1 1-x 1—x? 1—x*"
Donc g est la primitive de f’ sur |— 1;1[ qui s'annule

en0.Doncg =f.

m [} Pour tout réel x,
—3x —3x
e e 1
X = = = .
f( ) 1+ e—3x e—3x(e3x + 1) e3x +1
D Comme lim e* =0,ona: lim f(x)=1.

X ——o0o0 X ——o00
D Comme lim e¥* =+4+o,0na: lim f(x)=0.
X —+o X —+oo
—3e*

D Pourtoutréel x, f'(x) = < 0.Donc lafonc-

(e>*+1)
tion f est strictement décroissante sur RR.
Fl a. Lafonction f est positive sur R.

b
Donc pourtousa<b,j; f(x)dx > 0.
PSia<0, fouf(x)dx=—faof(x)dx.
[ rx)dxe>o.

Ona:
Donc I(a) < 0.

PSia>0,I(a)>0.
3x

b I()= [

—cdx = [_T1In(1 + e_3x)]z

1+e
_ -1 -3a 1 :L #
=3 In(1+e3¢)+ 3N (2) =3 In(1 T >
c. lim 1+e3*=1.Donc lim I(oc)=1?ln(2).
a—+ oo a—+oo

H mon pose F(x) = (ax + b)e*.
Pour tout réel x,
F'(x) = ae*+ (ax + b)e* = (ax + (a + b))e*.
La fonction F est une primitive de f < pour tout réel x,

F'(x) = f(x)
a=1

(:){ Sa=letb=-—1.
at+tb=0

2] f—11 xe¥dx =[(x—1)e*]., =0+2e " =2e".

86| la.Ona: f=—u Xe", otu(x)= 17
Donc les primitives de f sur |— oo ; 0[ sont les fonctions
X— — exp(%) + k, ou k est un réel.

Comme F(—1)=0, on a : —exp(—1)+k =0, soit

k=el.
_ 1 -1

Donc: F(x)=— exp(7> +e .

b. Pour tout réel x <0, F'(x) = f(x)> 0. Donc la fonc-

tion F est croissante sur |— oo ; 0.

2] IimLZ_OO

x—-0X
x<0 1
Donc par composition: lim exp<7> =0.
x—0

x <0
On en déduit que limF(x) =e™".
x—-0

x<0
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Graphiquement, l'aire du domaine délimité par la
courbe de £, 'axe des abscisses, et les droites verticales
déquation x =— 1 et x = 0 estégaled e !, enu.a.
El lim 1

X ——o0 X 1
Donc par composition, lim exp( ) =1.

X —>—

Onendéduitque lim F(x)=e ' —1.

X——o0

Propriétés de l'intégrale

Démonstration de cours :
conservation de l'ordre

El Pour tout réel x € [a; b], g(x) —f(x) > 0.
Donc en utilisant la propriété de positivité,

fab [g(x)—f(x)]dx > 0.

F1 Or par linéarité,
Lot -r(0)ldx = [*g()dx— [
mxwx—ﬁhﬂxmx>

Donc: fa

fabg(x)dx> /ab f(x)dx.

b

f(x)dx.

soit :

[ On suppose que f est positive sur 1.
b Si a < b, alors par la propriété de positivité :

fabf(x)dx> 0.
b Sia>b, comme Lbf(x)dx =—fbaf(x)dx, ona:

fabf(x)dx<0.

F1 0n suppose que 1 est négative sur 1.

lSia<b,onafabf(x)dx=—_£b—f(x)dx.
Orfab—f(x)dx>O.Donc fabf(x)dx< 0.

. b a
DS|a>b,commefaf(x)dx——jl; f(x)dx,ona:
b
/;f(x)dx>o
EIbSur [-1;2],
L, <0.
dSur [-3;2], (2x+ 1) =0. Comme 2>-3, alors
L<0.
DSur [1—e;e], 21+ >0. Comme e>1—e, alors
L <0. X+
ISur[ 1] In(x <0.Comme1?<1,alorsl4<0.

E [T a. Par la relation de Chasles,

2 rGodx= [° r(x)ax+ [ (x)dx =0

car la courbe représentative de f est symétrique par

rapport a l'origine O. Donc foa f(x)dx = _f—(; f(x)dx.
b. Par la relation de Chasles,

/;Zf(x)dx = f_(;f(x)dx+foaf(x)dx
= 2_/Oaf(x)dx,
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car la courbe représentative de f est symétrique par
rapport a I'axe des ordonnées.

Donc /(;af(x)dx = /_:f(x)dx.
2] 4

I12=2f03(3x2+x)dx=2

= 0, car la fonction sinus est impaire sur [~ ; ].

P
X3+ T] =63, carla
o

fonction x — 3x* +| x | est paire.

Mo, - I

F3 Par linéarité,

. x
I+J—/(;<1+X2+

2In(2).

e[ -

3 +2
¥ 2>dx='/017x(1 X>dx

1+x 1+ x2
LI '
= Jo X dx 2 1,2
DoncJ=L—I=L—LIn(2)
2 2 2

[l Pour tout réel x €[2; 4],
11 _ 2x-3

= f(x
-3 (x-3F (- ) = /0.
Y
El_f2<2x—3 (2x—3)2>dx
=[1—In(2x—3)+174
2 2(2x—3) |,
(1 AN\ _(1 Ay 1 _2
=(5mG6)+45)-(5Mm)+5)=5mn(5)-%.
m[lPourtoutréelx>1,ona:
D X2+ 1= X%,
Donc v x2+ 1 =/ x2, clest-a-dire f(x) > x.
2 2 A1y _1 1y
b xc+1<x +x<<x+2) 4<(x+2).
2
DOth/X2+1<1/<X+17),
1

clest-a-dire f(x)<x+ 5

E1En intégrant les inégalités précédentes sur [1;3], on

obtient : ’/;3xdx<'/1‘3f(x)dx<f13(x+17)dx,
213 2 3

o [2 < [ e £ 2]

Donc: 4<f13f(x)dx<5.

g3 ' . =
.na.Pourtout réel XE[O, 2], f(x)= 142 et
,(X)z_izx

f (1 +X2)2 :

1\_ 4 (1N _ 16
Donc /() =5 et /(5)==%s-
Donc la tangente I" a la courbe € au point B a pour
équation :

y=r(G)x=2)r(3) =5 (- 3) 5

Donc la droite I admet pour équation :
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b. Le coefficient directeur de la droite (AB) est :

(5)-r0 5
T =5
5 -0

La droite (AB) admet pour équation :
2 2
y=—5(x=x)+ya=—2(x=-0)+1.
Doncladroite (AB) admetpouréquation: y = —Lx +1.

5
F3) Pour tout réel xe[O;L]
(2x— 1) (4x — 3)

f(x)_< 122 +%> 25(x2+1)

Donc la courbe % est en dessous de la droite I" sur I'in-
tervalle [0 ; 1—]
7 2 .

D Pour tout réel x € [0 ; 17],

x(x—2)(2x—1)
< x+1 =
Sx) = ( X ) 5(x2+1)
Donc la courbe 6 est au-dessus de la droite (AB) sur
l'intervalle [0 ; 17]

El Pour tout réel x € [O ; 17], ona:

2 16, 28
s X F1S/ ()< o5 0+ o5
Donc:

_/o;<—%x+ 1>dx</o12f(x)d

1

1
8x> , 28 7

1 1
RS 2 _ (2
Donc:| =5+ x| <f0 f(x)dx < ~ 35 T 5%
1
9 2 12
Donc: 70<]; f(x)dx <55

Valeur moyenne

[ Pour tout réel x,
f(x+2)=cos(nx + 21r) = cos(nx) = f(x).
Donc la fonction f est 2-périodique sur R.
F1 Une primitive de 1 sur R est par exemple définie par :
F(x)= 1?sin(nx).

El La valeur moyenne de £ sur[—1;1] est:

=y Ly 0d= S (RO = A1)

= 2(Lsin(z) + Lsin(x)) = 0.

1w

@ a. Approximativement, il faut situer le terrain nivelé
aune hauteur de 110 m.

400
b. h = 400 f (x)dx

_ 1 [a00 x? X
= 4oofo (1600 4+125>dx

1 X3 X2 ]400 325

T 2004800 8 TP, T3 <1083

2 16 28
<-[O <_E +E>dX.

@ La valeur moyenne de la capacité pulmonaire est :

. 1 70
H=20-20 fzo S(x)dx

_ 1 [70(110In(x) 220)
B 50 ( X X dx

= 50 [55<|n< ) — 220In(x)Lo

= ﬁ[ 55(In70)* — 220In70) — (55(In20* — 2201n20)]

= 15 (702 = (In207) — 22 In(5-) ~ 45.

> Prépa Bac

EID Pour tout réel x €[0;3], f(x)=>0

Donc f03f(x)dx >0, soit /> 0.

2], f(x) <

Donc f_;z f(x)dx <0, soit J<O.

b La fonction f n'est pas de signe constant sur [—1;1],

D Pour tout réel x € [—5; —

donc on ne connait pas le signe de K = f_11 f(x)dx.
E1» Pourtoutréel x €[0;1], 0 <f(x)<2.
Donc [ 0dx< [ f(x)dx< [ 2dx.Donc0<A<2
0 0 0 )
D Pour tout réel x € [1;2],1 <f(x)<2.
2 2 2
Doncf1 1dx<f1 f(x)dx<_£ 2dx.Donc 1 < B< 2.

EEl &1» Pour tout réel x€[0;2],
x> —2x=x(x—2)<0.
=— x>+ 2x.

x—1

'fzf”d“fzmd

Pour le dénominateur, A =8 ;

Donc | x2 — 2x |

=V24+1=x=24 et

—/2+1x=-04.
Donc pour tout réel x €[0; 2], —x*+ 2x + 1> 0.

2 — |1 ) °_
Alorsj; f(x)dx =|—5 X In(—x +2x+1)0—0.
2 Soit m > 2.

La valeur moyenne de f sur [0; m]est:

MZ%fomf(x)dx

Par la relation de Chasles,

fomf(X)dx= '/(;zf(x)dx-i-fsz(x)dx.

Donc fomf(x)dx=0+fmﬁdx
X—1 m 1

=[In(x — 1)]2 =In(m—-1).
Donc la valeur moyenne de fsur [0; m]est:

_In(m—1)

- m

Livre du professeur - CHAPITRE 6 Calcul intégral 15
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@ [} Pour tout réel x, on pose :
d(x)=f(x)— %x =(x2+1)e*t2 - %x.

Ona:d(x)=—(x—1Ye*"2— % <0.
Donc la fonction d est décroissante sur R.
Comme d(2) = 0,lafonction dest positive sur | — oo ; 2],
et négative sur [2; + oo.
On en déduit que la courbe 6 est au-dessus de la
droite A sur |— oo ; 2], et en dessous de la droite A sur
[2;+ .

NS _ (2 5
Donc en unités d'aire, 4 = f(; [f(x) - Tx]dx.

2 g1 2 _3
Doncencm’, o = 5 fo [f(x) 5 x]dx.

El a. Pour tout réel x,
G(x)=(—2x—2)e* "2+ (=x* = 2x—3)(—e**2?)
=e X T2x(—2x—2+x+2x+3)=(x*+1)e>*2
Donc G'(x) = f(x).
Donc la fonction G est une primitive de f sur R.
b. Donc:
5 X2 T

1 3
.SZQZTX[G(X) - 2y X 2(762 - 8) cm? =~ 3,08 cm?.

1 ! _ 1
00 1=f Ydx=[-e¥] =1-e'=1-—.
(1 A ) e dx =[—e ]o e .
F1 a. Pour tout entier naturel n,
1 _ 1 _
I,,H—I,,:f0 x""e de—fo x"e *dx

= _/01 (X"t —x")e *dx = j; x"(x —1)e ™ dx.

Comme pour tout réel x €[0;1], xX">0, x—1<0 et
e *>0.

Donc x"(x — 1)e™* < 0.

Par la relation d'ordre, on en déduit que 7, — I, < 0.
Donc la suite (1,,) est décroissante.

b. Pour tout réel x €[0;1], x"e™ > 0. Donc par la rela-
tion de positivité, 7, = 0.

La suite (1,,) est donc décroissante et minorée par 0.
Donc la suite (1,) est convergente.

Ela. Pourtoutréel x €[0;1], e < 1.Donc x"e ™ < x".

. T 1
Donc par la relation d’ordre,f0 x"e de<j(; x"dx.

n+1 T
s . . <
b. D’aprés la question précédente, [, < n+1 b
Donc pour tout entier natureln, 0 < [, < n _1{_ T
Or nEToo n+1 -
D’apres la théoreme des gendarmes, lim 7, = 0.
n—+oo
R Pour tout réel x,
f)=1-—22 = e¥—2e*+1 _ (e*=1)
eX +1 e +1 eX +1

Comme e¥ >0, e +1>0et(eX—1Y>0.

Donc pour tout réel x, £(x) > 0.

F1 La fonction f est continue sur R.

Donc la fonction F est dérivable sur R, et pour tout

réel x, F'(x) = f(x).
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Comme f(x)> 0, la fonction F est croissante sur R.
El a. Pour tout réel t,

2¢f 2¢f
t)=1- =1-
f( ) e2r+-| ezr(1 + efzf)
g 2t
T+e™"
Comme 1 +e %> 1,ona:0<17,2r<1
1+e
—t
Donc: <%< 2e7,
—t
dou: 0>-——28 —2e".

ST wen 7
EnajoutantT,ona:1>f(t)>1—2e".

b. Soitun réel x > 0.

D'aprés la question précédente, en utilisant la relation
d'ordre,ona:

foxf(t)dt>fox(1 —2e7)dt.

X

Donc: F(x) = [t + 2e7].
Ainsi: F(x)>x +2e ™ — 2.
Comme e * > 0,onapourtoutréel x >0, F(x) > x — 2.

c.Comme lim x—2 =+oc, d'aprés le théoréme de
X —+ o0

minoration, lim F(x)=+oco.

X —t+ o
[Z1 Pour tout réel x,
2e 2e*¥ -
—x)=1——F_——=1——_— en multipliant
f(=x) e ¥+ e +1 P

par e le numérateur et le dénominateur du quotient.
La fonction f est paire, donc:

F(=x)= [ f(t)de == [* r(t)dt == F(x).

Onadonc lim F(x)=— lim F(x)=—oo.
X ——o0 X —+ o

Exercices d'entrainement

I Pour tout réel x € |- 3; 3] :
_ 3—x )\ _ 3+x )\ _
fE0=Inl535 )= Inl3= )= /()
Donc la fonction f est impaire sur |— 3;3][.
Donc la courbe ‘6 admet l'origine O comme centre de

symétrie.
Fllim(3+x)=6et lim(3—x)=0".
Xx—3 x—3

x<3 x<3
. . 3+x
Donc par quotient lim =+ 0.
x—3 3—Xx
x<3

Donc par composition avec la fonction In,

lim £(x) =+o0.

x—3

x<3
Donc la courbe € admet une asymptote verticale
d'équation x = 3.
Par symétrie par rapport a O, la courbe € admet aussi
une asymptote verticale d'équation x = — 3.
El Pour toutréel x €[0;3[,0<3 —x<3+x.

3+x
3—x°

Endivisantpar 3 —x>0,0ona:1<
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Comme la fonction In est croissante sur ]0;+oo[,

In(1) < In< g tﬁ ),soit0<f(x).

Donc la fonction f est positive sur [0; 3].
[l a. Pourtoutréel x € |- 3; 3],

f(x)=In(3+x)~In(3~x).
Donch'(x)=|n<3+x>+xx< 1o, 1 )

3—x 3+x 3—x
. 3+x 6X
_In<3—X>+ 9—x*"
b. Parlaquestion précédente, pourtoutréel x € |- 3; 3,
, / 6X
= h(x)— .
£ = W0 - &

Donc une primitive Fde f sur |— 3;3[ est par exemple
définie par x — h(x)+ 3In(9 —x?).
c. En unités d'aire, l'aire de la surface coloriée est :
7 r(x)dx = F(2) - F(0)
=(2In(5)+3In(5)) = (0+3In(9))
=5In(5)—6In(3) =~ 1,46.

[l a. Pour tout réel x >0, 0<x < x+ 1. Comme la
fonction In estcroissantesur |0 ; + oo[,In(x) <In(x + 1).
Donc g(x)>0. La fonction g est strictement positive
sur |0; + oof.
b.D limIn(x) =—oc et limIn(x+ 1) =1In(1) = 0.

X—0 X—0

Donc )I(i_rpog(x) =+ 0.
bg(x)= In(%) = In(1 + 17)

. 1 .
lim 1+—=1 , par comp05|t|on ona:
X —+oo X

Comme

lim g(x)=1In(1)=0.

X —+ oo

Ela. Pour toutréel x >0, f(x) = x+ 2+ g(x).
D lim(x+2)=2et limg(x)=+c.
X—0 x—0
) :

Donc par somme lim f(x) =+oo
X0

D lim (x+2)=+ccet lim g(x)=0.
X —+ oo X —+ oo

Donc par somme lim f(x) = +oo.
X —+ o

b. Pour tout réel x >0, f(x)— (x+2) = g(x)>0.
Donc la courbe %6 est au-dessus de la droite & sur
]0;+ .
Ela.Pourtoutréel x >0,0ona:

1
x+1

—1XIn(x)—xX
=In(x+1)—In(x) = g(x).
Donc la fonction G est une primitive de g sur |0 ; + oo|.
b. En unités d‘aire, I'aire de la surface délimitée par la
courbe €, la droite 9 et les droites verticales d‘équations
respectives x = 1 et x = 3 est:

LU0~ (x+2)ldx = [ g(x)ax

=G(3)-G(1)=6In(2)—3In(3) =~ 0,86.

G(x)=1XIn(x+1)+(x+1)X

1
X

W Pré-requis
Par Iinbéarité, , ,

[ rt0de= [ glx)de = [7(f(x) = g(x))dx.
Or pour tout réel x de [a; b], f(x)—g(x)>0.

Par positivité de I'intégrale, fab(f(x) —g(x))dx = 0.
On en déduit que /;b f(x)dx — fabg(x)dx >0, Clest-a-
dire j;bf(x)dx> j;bg(x)dx.

A.I]f1x(2 —t)dt = [2t—t2—2]1x =X -2
ElPourtoutréel t>1,0na:
Tomy=t2)

Donc1T>2—t.

[E1 Par la question EJ, pour tout réel x > 1 :

f1XTdt>f1X(2—t)dt.

2
Donc [In(t)]f?—XT+ 2x—%.

(positif).

2
Ainsi pour tout réel x > 1, In(x) >—XT +2x — %

4 o, 3 *
B.[I'[ h(x)dx = 6 XX
_(_4 2_M>_<_£ 2_&>_
—( 6 + 4 5 6 + 1 5 = 0.

Graphiquement, sur [1; 4], I'aire algébrique du domaine
compris entre la courbe € et I'axe des abscisses est nulle.
Fl1Soit la fonction F définie sur ]0;+oo| par
F(x) = xIn(x) — x.

F(x)=1In(x) + xX = 1= In(x).

Donc la fonction F est une primitive de la fonction In sur
]0 ;oo [

Par la partie A, la courbe I' est au-dessus de 6 sur
[1;+ o[, doncsur [1; 4].

Donc l'aire de %, en unités d’aire, est égale a :
f14ln(x)dx - _£4h(x)dx =[xIn(x)—xJ{ =0

=(4In(4)—4)—(1In(1)—1)=4In(4) - 3.

05| [l a. Soitunentiern> 1.

Pour tout réel x €[0;1],0<x"<1,donc:
1<1+x"<2.

Comme la fonction In est croissante sur |0;+ oof,

0 <fp(x)<In(2).
En utilisant la relation d’'ordre sur les intégrales,

1 1
Jlode<r, < ['in(2)dx.

Donc 0 <1, <In(2).
b. Pour tout entiern = 1,

Iy =1y = [ +x dx = [Min(1 + x)dx
= '/01 [IN(1+x"*")—1In(1 + x")]dx.

Or pour toutréel x €[0;1],0<x< 1, donc:
0<x""T <X,
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Donc: 1<1+X""T<1+ %",
d'ou: 0<In(1+x" 1) <In(1 +x").
Ainsi: In(1+x"*")—1In(1 +x")<0.

On en déduit que pour tout entiern =1, 1,4+,
Donc la suite (1,,) est décroissante.
c. La suite (1,) est décroissante et minorée par 0. Donc
la suite (7,) est convergente.
Ela. Pour tout réel x > 0,

—1= < 0.

9(x) =73 1+x
Donc la fonction g est décroissante sur [0 ; + oo .
b.Or g(0)=1In(1)—0 = 0. Or pour tout réel x>0,
g9(x) < g(0).

Donc pour tout réel x >0, g(x) <

c.D'aprés la question Elb., pour tout réel t>0,
In(1+1t)<t.
Soit un réel x =

~1,<0.

—X

0.En posantt = x",onadonc:

In(1+x") < x".
E1 En utilisant la relation d'ordre et la question Fl c.,on a:

1 1
O<f0 In(1 +x”)dx</(; x"dx.
n+1
0,soit0<1n<

DoncO<In<[ X

n+1 n+1"°

Comme lim =0, par le théoreme des
X—+oo N +1
gendarmes,ona: lim 7, =0.

X —+ oo

oc| Ell Pour tout réel x €[0;1],
) eX(1+x)—1e* xeX
X = =
f'x) (1+x) (1+x)
Donc la fonction f est croissante sur [0;1].
Ela. Soit un entier kentreOetn — 1.

La fonction f étant croissante sur L;

kk]n- n' n
o lona:

()<= 5T

Donc en utilisant la relation d'ordre sur Ies mtégrales :

k1 k1
./Ln f<k>dx f” x)dx</

k+1
1 k n 1 k+1
Donc : ;7(;><1L AﬂxMx<;j< . )
n
b.On somme les inégalités précédentes membre a
membre, pour k allantde0a n — 1.Donc:

Z f( ) kz;fkwf()()dx{g;;f(k;w.

Par Ia relation de Chasles, on a donc:

1 1 1
—%s/ﬂnm<7m
c. Pour tout entier n =

n=So=(r()+s

tout réel x €

1,ona:

(7) *

= (1) -1(0)= 1.
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<k+1>dx.

Donc: (T =8)="5,

S T _
d. T” et T” sont des valeurs approchées de 7 a 107

préséquivauté‘i—lk 1077 et‘i—lk 107P.
gl -5 et [ or|< 1,5,

d’apreés la question F1 b.

Donc d'aprés la question Flc., T”—]‘< e-2 et

S T, . .
Pour que T” et T” soient des valeurs approchées de /
<107P.

2
2n
El a. Le résultat final affiché est S,,.
b. On résout :

e—2
-5 <

2n
Lepluspetitentiernquiconvientest E( €
On propose donc l'algorithme :

a 107? prés, il suffit donc que €=

107 2m>(e-2)x10° & n>22

—2 X10°)+ 1,

’
Variables :
n, k: entiers ; S: réel;
Début :
Entrer(p) ;

e—2
n«—E( 2
S<0;
Pour k allantde 0 a n — 1 faire

sose(K),

FinPour ;
Afficher(S/n) ;

><10”)+

Fin.

>

e—2
2

S
Il suffit de calculer = pour un entier n >

c.Pourk=3,ona:n=E< ><103)+1=360.

360.
n 100 500 1000 5000
% 1,1236 | 1,125026 | 1,1252 | 1,125 34

Une valeur approchée de /a 0,001 prés est 1,125.

il Partie A
) lim x=—cet lim e' ¥ =+c.
X —— o0 X ——
Donc par produit, lim f(x)=—
X——0o0
D lim x*=+wet lim e *¥=+o.
X—— X——x

Donc parproduit, lim g(x)=+oo.

E1 Pour tout réel x, f(x) =

o . . . X
Par le théoréme de croissance comparée, lim =0
2 X—+o0c €

=0.

et lim
X—+x €

Donc lim f(x)=0et lim g(x)=0.
X -+ oo X —+ oo

X

X 10P.
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[l Pour tout réel x,

f(x)=(00=x)e'"" et g(x)=x(2—x)e' %
D'ou les tableaux de variations sur R :

X — o0 1 + oo
£(x) 0 -
1
F 1 T 0
et:
X — o0 0 2 + oo
g'(x) - 0.+ 0 -
+ oo 4/e

g(x) \0/ \ 0
Partie B

[l Pour tout réel x, on pose d(x) = f(x) — g(x).
Ona:d(x)=x(1—-x)e' ™.

La fonction d est positive sur [0;1], et négative sur
]—oo;O]U['I;-f-oo[.

Doncla courbe 6 est au-dessus de lacourbe I" sur[0; 1],
et en dessous de la courbe I" sur | — oo ; 0JU[1; + oo].

F1 En utilisant les résultats du logiciel :
1
j(;1 F(x)dx =[(=x— 1)e1_"]0 =—e—2
! - 2 1—xT' —
et fo g(x)dx =[(=x* —2x = 2)e’ ~*]; = 2¢ - 5.

El La courbe € est au-dessus de la courbe I sur [0;1].
Donc en unités d'aire :

1 1

&@—fof(x)dx—'/(;g(x)dx—(e—Z)—(Ze—S)
=3—e.

Partie C
HS(a)=sde3-e " %(a®+a+1)=3—-e
Sexe Y a’+a+1)=e

2
<:>c:l +ecg+1
Sa*+a+1=¢e%

=1

E1 Question ouverte
D La courbe I" est au-dessus de la courbe € sur [1; + .
Donc la fonction S est, par définition géométrique, stric-
tement croissante sur [1; + oo|.
D En utilisant la définition algébrique, la fonction S est
continue sur [1; + oo|.
» S(1) = 0.Pourtoutréel a>1,

2

a a 1
a + a + a )'
: e e e
lim —; et par le théoréme de croissance comparée,
a—+o € ,

S(a)=3—e><<

lim %ZOet lim %ZO.

a—+o € a—+o €

Donc par produit et somme, lim S(a)= 3.
a—+oo

b Comme 0 < 3 — e <3, d'aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires dans le cas d’'une fonction strictement
monotone, l'équation S(a) = « admet une unique
solution sur [1; + oo|.
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@ Partie A

[l a. Pour tout réel x €[1;2], In(x) >0 et x > 0. Donc

1+xIn(x)>1>0.

Donc la fonction f est positive sur [1;2].

b. Le point M a pour coordonnées (1; £(1)), C'est-a-dire

(1;1).

Le point N a pour coordonnées (2; f(2)), clest-a-dire

(2;142In(2)).

Donc le coefficient directeur de la droite (MN) est :
(1+2In(2))—1

2—1
c. Pour tout réel x €[1; 2], le coefficient directeur de la
tangente a la courbe % au point d'abscisse x est égal a

1'(x).
Or f'(x) =1 ><In(x)+x><17 =1+ In(x).

=2In(2).

La tangente a la courbe % au point d'abscisse x est paral-
léle a la droite (MN) si, et seulement si, leurs coefficients
directeurs sont égaux, clest-a-dire: 1 +1In(x) = 2In(2)

S In(x)=In(4)—1=1In(4)—In(e) = In(%)@x =

Le point E est donc I'unique point de la courbe €6 en
lequel la tangente a € est paralléle a la droite (MN).

(4 4 4
d.f(5)=2n@)et (5 )=1+3(2In@2)-1).
Donc la tangente (T) admet pour équation :

y=2n(2)(x=2)+1+2(2In(2)- 1),

cest-a-dire y=2In(2)x+1— %.

Ela. Pourtoutréel x €[1;2],0na:
gd(x)=f"(x)=2In(2) = 1+1In(x)—2In(2)
=1+In(x)—In(4)=1+ In(%).

b. Pour tout réel x €[1; 2],

' X\ X S o 4
g(x)>0(:)ln(4>> 1o >elox>
D'ou le tableau de variations de g sur [1; 2] :
x |1 4 2
e
g'(x) - 0 +
9(x) %— In(4) %— In(4)

On en déduit que pour tout réel x € [1;2], g(x) > 0.
Donc la courbe € est au-dessous de la droite (T) sur
[1;2].

El a.) En unités d'aire, I'aire du trapéze MNQP est :

Ymty _ f()+1(2) _
%X(XN—X,VD =, =04 In(2).
D En unités d'aire, l'aire du trapéze M'N’QP est :

Yw T yn
szN X(XN’_XM’)-

Ona:
ypr = 2In(2)X1 —%et Y = 2In(2)><2—%+ 1.

Donc l'aire de M'N'QP est: 3In(2) — % +1.

19
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b. D'aprées les questions précédentes, le domaine sous
la courbe % contient le trapéze M'N’QP , et est contenu
dans le trapeze MNQP.

4

e

Donc: 3IN(2)—— +1<dA<1+In(2).

i+1 ~ 1,60 et par exces

Or par défaut 3In(2) o

1+1n(2) = 1,70.
Donc: 16<dA<17.

Partie B
1 On appelle F la fonction définie sur |0 ; + oo par:
2 2
X X
F(X) = Tln(x) - T

La fonction F est dérivable sur ]0;+ oc[ et pour tout
réel x >0,
1 X

2
F'(x)=xX In(x)+XT><7—7 = xIn(x).
Donc la fonction F est une primitive de la fonction
x+— xIn(x)sur]0;+ oof.

EXEn unités d'aire :

2 2
&ﬂ—f1 f(x)dx —_[ (1 + xIn(x))dx
=[x+ F(x)} = 1? +2In(2).
A =~ 1,63, ce qui confirme I'encadrement de la partie A.

@ Partie A

[l La fonction f est dérivable sur R, donc admet
une tangente parallele a I'axe des abscisses au point
A(2;1+ e 2). Une courbe représentative possible est
par exemple :

F1a. D'aprés le tableau de variations de £, la fonction f
est positive sur [0; 2].
Donc g(2) est l'aire, en unités d’aire, du domaine déli-
mité par la courbe €6, I'axe des abscisses, et les droites
déquation x =0 et x = 2.
b. Pour toutréel x €[0;2], 0<f(x)<1+e 2
Donc par la relation d'ordre,
2 2 2
< < “2)dx.
j(; 0 dx fo f(x)dx /0 (1+e2)dx
Donc0<g(2)<2+2e72
Or2+2e?=227.Donc 0<g(2)<25.
El a.) D’aprés le tableau de variations de f, pour tout
réelte[2; x],1<f(t).
. , X < X
Donc par la relation dordre,/2 1dt fz f(t)dt.
Donc fzxf(t)dt>x— 2.
b Or par la relation de Chasles,
_ [x (2 X
g(x)= [*r(t)de= [*r(t)dt+ [*r(t)dt
_ X
=g(2)+ [ f(t)dt.

Org(2)>0etfzxf(t)dt>x—2.
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On en déduit que g(x) > x — 2.

b. lim (x—2)=+occ.Donc par le théoréme de mino-
X —+ o0

ration, lim g(x)=+oo.

X—+oo
[1 Pour tout réel x, g'(x) = f(x).
En utilisant le tableau de variations de f sur R, on
obtient le signe de f(x) surR.
Donc la fonction g est décroissante sur |—oo; 0] et
croissante sur [0; + oo.
Partie B
[ Par définition, la fonction g est la primitive de f sur R
qui s'annule en 0.
Pour tout réel x, on pose F(x) = x(1 —e™).
Pour tout réel x,
F(x)=1(1—e™ ) +x(e™) =(x—1)e >+ 1 =1(x).
Et F(0) = 0.
Donc la fonction F est la primitive de f sur R qui s'an-
nule en 0. Donc F = g.
Ainsi pour tout réel x, g(x) = x(1 —e™).

X
ex’

E1 Pour tout réel x, g(x) = x —

lim x =+4+oco0, et par le théoréme de croissance
X —+ oo

comparée, lim
X —+ o0

Par différence, lim g(x) =+oo.
X —+ o0

X
X

=0.

B Partie A
. . 1
D limIn(x) =— o et lim —— =—co.
Xx—0 x-0 X
x>0
Donc par somme, lim f(x) =—co.
x—0
x>0

lim 1720.
X

> lim In(x) =+ et
X -+ X —+ oo

Donc par somme, lim f(x)=+co.
X—+oo

El Pour tout réel x >0, f'(x) = 17+ %>O. Donc la

fonction f est strictement croissante sur |0 ; + oo.
Comme (1) = 0, on en déduit le tableau de signes de
f(x)sur]0;+ oo :

x |0 1
f(x) - 0 +

El La fonction f est continue sur J0; + oo|.

+ oo

Donc la fonction x — f1xf(t)dt est la primitive
de f sur]0;+ oo[, qui s'annuleen 1.

Pour tout réel x >0, on pose G(x) = (x — 1)In(x).
Ona:

G'(x) = 1XIn(x) + (x = 1)x -

=In(x)+1 —17 = f(x).
De plus G(1) = 0.
Donc la fonction G est la primitive F de f sur |0 ; + oo
quis'annuleen 1.
1 a. Pour tout réel x >0, F'(x) = f(x).
D’aprés la question E1, pour tout réel x >1, F'(x) >0 et
F(1)=o0.
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Donc la fonction F est strictement croissante sur
[1;+oo[.

b.Ona: lim (x—1)

X —+ oo

=+ocoet lim In(x)=+oo.

X —+ oo

Donc par produit, lim F(x) =+ co.
X —+ oo

Ona:1 —%z0,632.

La fonction F est donc continue et strictement crois-
sante sur [1; + oo[, d'intervalle-image [0 ; + oo|.

Donc I'équation F(x) =1 — 1? admet une unique solu-
tion a sur [1;+ oo .

Par balayage a la calculatrice, on obtient: 1,9 < a < 2.

b '

1.y Az4ED

ikt | e

1.6 .cHe

i.? 2oy

i.8 R [

&|i E77Be7

.B8Zz1E
w=2
Partie B
EXOn résout :
_ _ N
h(x)=0eIn(x)=-1ex=e' =

Donc le point A a pour coordonnées (1? ; O).
E10n résout :
g(x)= x)@f In(x)+1ef(x)=0ex=1
d’apreés la question A. F1.
Comme g(1)=1, les coordonnées du point P sont
(1;1). :

El a. Sur l'intervalle [? i1 ] la fonction f est négative,
donc g(x) = h(x).
Donc la courbe € est au-dessus de la courbe I' sur
[& i)

e

On en déduit que:
&d=f1_1g(x)dx—f1_1h(x)dx=fi(%—ln(x)— 1)dx
=— [} f(x)ax

b. Par la question A.[EJ, on a:

d==(F(1)=F(L))==F)+F(-L).

Donc:

=0 ()= (-

_,_1

=1 e
1 a. D’apreésla question A. 3, la courbe T est au-dessus
de la courbe 6 sur [1; + oo|.

Donc:

% (t)= [h(x)dx— [ g(x)dx

=f1t[ln(x)+1—17]dx=_/1tf(x)dx
=F(t)—F(1).

Donc: B = F(t)=(t—1)In(t)=tIn(t)—In(t).
b. Pour tout réel t > 1, % (t) = F(t).

1)x(=1)

D’aprés la question A.El b., équation B (t)=1— L

admet une unique solution a sur [1; + oo .

Donc I'équation % (t) = s admet une unique solution
a sur[1;+ oof.

B 2. Pour tout réel x e [0;1],
(= e 2mx) e (=1) |
f <X> (2 _ X)Z
Pour tout réel x €[0;1], f'(x)<o0.
Donc la fonction f est décroissante sur [0;1].
b. Par la question précédente, pour tout réel x €[0;1],
F0)=f(x)=f(1).

et f(1)=¢e"" =1?.

(x—1)e™*

(2—x)

or /(0) = &

Donc pour tout réel x €[0; 1] 1

<f)<5-

F1 a. Soit F la fonction définie sur R par:
F(x)=(=x—3)e™.

La fonction F est dérivable sur R, et pour tout réel x,

F(x)=—e*—(=x—3)e " =(x+2)e™*

Donc la fonction F est une primitive sur R de la fonction

x> (x+2)e™

On en déduit que:

=[(—x—3)e7"]:)=—4e1+3—3—%.
b. Pour tout réel x €[0;1] <f(x)<17.
2 2
X X
Donc ?<x2f(x)<7
1 x2 1 x2
Parlarelatlond’ordrefde<K< X dx.
0o e o 2
37 3N
X X N 1
A Y < <_
Donc: 3e \K\ 6 ,dOU 3e <K< 6"
_ y 1X26_X
. J+K f(2+x)e dx+f S
¢
*X+ ]dx.
2 —X
- —x ﬂ _ (1 _4e
/(;e 2—x X foZ—de'
Donc J+ K =4].
4 1 1
E— L < — .
d.Comme J =3 e et 36 <K< g ona:
4 4 1
-0 <33 — 4 4+
3 o + 3e J+K<3 6
. 11 19 4
: - <4< ———.
soit : 3 3e 4] 6 e
3 1 19 1
= L= ——
On en déduit que: 4 " 2e 1< % e
Or par défaut %—%zom et par exces
19 1 L 043
24 e T

Donc une valeur approchée de 74 1072 prés est 0,42 .

m Partie A

[l a. Pour tout réel x = 0, on pose t = x°.
Alors x = v/t .

_ oVt t 1
f(x)=Vixe"= ol _etx«/T'

Donc:
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. . t .
Ona: lim t=+o0, lim — = 0 (croissances compa-
X —+too X—+to €
. . 1
rées)et lim =0.
t—+oo

Donc par composition et produit,
b. Pour tout réel x =0,
Fx)=1xe™ +xx(-2xe™) =
1 V2

uisannuleen —— = ——.
. J2 T2

i 1 =0

(1—2x%)e™*

D'ou le tableau de variations de f sur[0; + oo :

X 0 @ + oo
f'(x) + 0 _
(%) f}
X o / 2/e \ )
L R e
_ V2
2Ve”

Fla.Pourtoutréela=>0
a

F(a) = foa f(x)dx = fa xe X dx = [—%e_"z]o

0
_ 1 _1 -
=5 -5e .
b. lim e =0.Donc lim F(a)—f
a—+oo a—+oo
Partie B
1l Pour tout entier n >
sur[n;n+1].
Donc pour tout réel x € [n;n + 1],
f(m)=f(x)=f(n+1).

Donc par la relation d ordre
n+1
Jax= [
h dx S (x
Ainsi f(n)> u,=f(n+1).
F1» Pour tout entier n>1,

lités précédentes pour n et n+1,
f(n+1)=u,;.Doncu,>u, .

1, la fonction f est décroissante

x>_/ " r(n+1)dx.

en utilisant les inéga-

u,=f(n+1) et

»Deplus, up = [ /(x)dx = F(1) = 3= 5~ 032t
2 2 1

i = [ rod= [ 7Gx = [ 7(x)dx

=F(2)—F(1):<17— 2134)—(17—21_6)
11

Donc uy 2 uy.

D On en déduit que la suite u est décroissante.

EX) Par définition, la suite u est positive.

Ainsi la suite u est décroissante, et minorée. Donc la
suite u est convergente.

b On sait que pour tout entiern = 1,

fln+1)<u,<f(n).
Deplus, lim f(n)= lim f(n+1)=0.
n—+oo n—+oo
Doncd’apres le théoréeme des gendarmes, lim u, = 0.
n—+oo
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O) Problemes

X La réciproque est fausse.
Par exemple, la fonction f définie sur [0;

f(x) = cos(x).
On a: fonf(x)dx= 0, mais pour tout réel x;é%,
f(x)#0.

F1 La réciproque est fausse.
Par exemple, les fonctlons f et g définies sur [0; 1] par

(0 =x etg(n)= %

| par

Mais pour tout réel x, x €

& soit une fonction f continue sur [a; b, ou a<b.
D Pour tout réel x € [a; b], f(x)<| f(x)|.

fabf(x)dx</;b\f(x)\dx.

b De méme, pour tout réel x € [a; b], —f(x) <| f(x)/.

Donc:

Donc: fab—f(x)dx< Lb\f(x)|dx,
clest-a-dire : —fabf(x)dx < fab| £(x)]dx,
ou encore : fabf(x)dx >—f;b] £(x)dx.

POnen dz’zduit que: , ,
— P10l < [ F()dx< [7]£(x) lax.

Donc: U;bf(x)dx’<];b\f(x)|dx.

15| El a. Pour tout réel x, f(x) = eX(eX—4)+ 3.

Comme |im =+ et lim (e¥X—4)=+o0, par
X —+ oo X —+ oo
produit lim f(x)=+o0
X —+ oo
b.Comme lim e* =0 et lim X =0, par somme
X ——© X ——0o0
lim f(x)=

X — — o0

Donc la courbe 6 admet la droite A d'équation y = 3
comme asymptote au voisinage de —oo.

Ela. Pourtoutréelx, f'(x) = 2> — 4e* = 2e*(e* — 2).
b. D'aprés la question précédente, on a:

In(2)
f(x) - 0 *

f(X) \ . /+oo

X — o0 + oo

Car £(In(2)) = e2"@) — 4ein(2) + 3
=e"—4x2+3=4-8+3=—1.

ElOnrésout: f(x) =3 e e*—4e*+3 =3

@(ex)2—4e"=O(E)e"(ex—4)=0<:)e"=4

< x =1In(4).
Le point £ a donc pour coordonnées (In(4); 3).
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Ba.s= ["V[-e¥ + serax = [_%e” + 4ex]I “
= <_17e2ln(4)+ 4eln(4)) _(_17+ 4)
1 1

b. Pour tout réel x €[0;In(4)],
f(x)—3=e"(e*—4)<0

Donc la courbe € est en dessous de la droite A sur

[0;1In(4)].

On en déduit que J est l'aire de la surface S, délimitée

par la courbe 6, la droite A, et les droites verticales

d'équation x = 0 et x = In(4).

[ a. Lafonction f est positive sur R.

Donc pour tout entier n =1, u, est l'aire, en unités
d‘aire, du domaine compris entre la courbe %€, I'axe des
abscisses, et les droites verticales d’équation x = In(n)
etx=1In(n+1).

b. Pour tout entier nz=z1,

Inn+1 n+1
= = -
[ Ly dt= [4In(e Dl
=4In(e'"(’“r1 +1)—4In(e™ + 1)
=4In(n+2)—4In(n+1)= 4|n<”i$).
F1 Pour tout entiern > 1,
In(2) In(3)
S”_L(U f(t)dt-l—ﬁ(z) f(t)dt+ ...
In(n+1)
+ () f(t)dt.
En utilisant la relation de Chasles,
B In(n B In(n+1)
s,,—flnm d —fo £(t)dt
In(n+1) _ e'”(”+1)+1 >
=[4In(e! +1) 4In<—1 1
_ n-+2
—4In( 5 )

Lavaleur S, estégaleal'aire, en unités d’aire,du domaine
compris entre la courbe %, I'axe des abscisses, et les
droites verticales d'équation x =0 et x = In(n+ 1).
El a. Pour tout réel x, f(x) < 4.

Donc la courbe <€ est en dessous de la droite horizontale
d'équation y = 4.

| +1
Donc o = fnn t)|dt=4In(n+1)-5,
—4In(n+1) 4In(n+2)+4In(2).
Donc i = 4In<n+;>+4ln(2).
1
b. Pour tout entiern > 1, 4= 4In '27 +4In(2).
1+ %
n
el
On sait que lim r27 =1.
f‘lﬁ"l‘oo-l_i_7

Donc par composition,
I|m A =4In(1)+4In(2)=4In(2).

n—-+

1 2

Ef» Pour tout réel x>0, g’(x):7+7>0_

Donc lafonction g est strictement croissantesur |0 ; + oo|.

. . 1

D Comme limIn(x)=—occ et lim—-—=—oc0, par
x—0 x-0 X

somme lim g(x) = —oco. x>0

X—0 :

DComme lim In(x)=+oc et lim —— =0, par
X -+ X —+ oo X

somme lim g(x)=+oo.

X —+ oo

On en déduit le tableau de variations de g sur |0 ; + oo |.

»g(23)=~—004 et g(24) =
sannule en xq sur [2,3;2,4].

0,04. Donc la fonction g

F1a. On sait que g(Xo) = 0. Donc In(x) — XL =0, ou
0
_ 2
encore In(xy) = o
2
5X—
_ 5In(xo) Xo _ 10
Donc f(xp) = o X xZ

b.Soita>1.0na:

f10f(t)dt= j1‘a 5Int(t) g
=5 (in(a)"

EXD En unités d'aire, le domaine 4, a pour aire :

% 5 ,_5(2V_ 10
j; f(t)dt = 2(|n(X0)) - 2<x0> h (xo)2

la question E1.
b En unités d'aire, le domaine s, a pour aire :

OHo X O = £(xo) = (10) .
Xo
Donc les domaines 54, et s, ont la méme aire.
b De plus, comme 2,3 < x, < 2,4,0na:2,3% < x¢ <24°.
10 10 10
> > .
23727 (%)~ 24

~ 190 (par exces)

=[5 tneor]

Donc

10 0

2,32 2,4
défaut), l'aire des deux domaines est donc comprise
entre 1,7 et 1,9.

~ 1,7 (par

[ Soit la fonction F définie sur R par :

F(x) = e’x<— cos(x)  sin(x) )

22

Pour tout réel x, F'(x) = —e™ (_ COSZ(X) _ Sinz(x) )
+e_X< sinz(x) 3 cosz(x) >
Donc: ' |
F(x)= _X< cosz(x) N S|n2(x) N sm2(x) B cosz(x)>
= e *Xsin(x) = f(x).

Donc la fonction F est une primitive de f sur RR.
F10n en déduit que :

1= fonf(x)dx = e*X<— cos(x) Sin(X)>

22
_1+e ™
=

T

0
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[l Pour tout entier naturel n :
(2n+1)x

wo= [T f(x)ax
_[ _X<_ cos(x)  sin(x) ) (2n+ 1)
- [¢ 2 2 2nT
_(2n+1)n< cos((2n+1)x)  sin((2n+1)7) )
= e —_— p—
2 2
—e_z’”f(— cos(2nm) sin(2n7t)>
2 2 ’
Donc: ( :
—(2n+1)n —2nm -7
u, = S 5 + S 5 = e—Zmr( 1 +2e )
Donc:

+e " -
T
Ainsi la suite u est géométrique de raison e 2" et de

L +e ™
terme initial uy = 1%.

. . 1
W Pour tout entier n > 1, pour tout réel x € [O ; 7],
m<f(x)<M.
Donc, comme l'intégrale conserve l'ordre,

_/():’mdx<_/():'f(x)dx</;;de.

.o.m
A|n5|T<un<T.

lim M _ 0.
n—+oo

Or lim m=Oet
n

n—+oo
Donc d‘aprés le théoréme des gendarmes, la suite u
converge vers 0.

Partie A : Etude de la chainette

[l Comme B >0,
lim e®*=+0 et lim e =0.
X —+oo X —+ oo
Donc lim f3(x) =+ oc.
X —+ o0
De méme lim f3(x) =+co.
X —>— o
De plus, pour tout réel x,
, B BeBx_Be*Bx _ ebx — o= Bx
(fB)(X)_ 2B - p)

—Bx
=€ 2Px _
5 ><(e 1).

Or e—1>00e>10 28>0 x>0, cr
>0.
D'ou le tableau de signes:

D'ou le graphique:

Partie B : Recherche de la fleche
[ On ale schéma ci-contre :
Comme une équation de
la chainette est y = f3(x),
et comme la longueur de
la chainette est L=4m, - ol
ona: 2m

a= [ T+ (0P dr.

E1) Léquation (E) est équivalente a:

Bx _ o= Bx T2
[ e —e
4__/_-1\/1—'—[

5 dx

1 2Bx _ —2Bx
®4:£1/1+e 24+e dx

_ 1) e 2+ e
®4_£1/ 4 dx

o (eB)‘+e’B")2

1 abx —Bx
<=>4:‘/;1idx

R
—_ - ———

2
Bx 4 o Bx
e
o4 = (eB+e_B)2—B(e_B—eB)
¢$4:£E%£E

oef-—eP-4B=0,carp>o0.

) Soit la fonction g définie sur [0 ; + oo[ par:
g(x)=e*—e ™ —4ax.

La fonction g est dérivable sur [0; + o[, et pour tout

réel x>0: gx)=e+e*—4

etg’(x)=e —e*=e(e*-1).

Donc g”(x)> 0 pour tout réel x >0 et g"(0) = 0.

Donc la fonction g’ est strictement croissante sur

[O ;+ oo [

Org'(0)=—2et x“T g'(x)=+oo.

Comme la fonction g’ est continue sur [0 ; + oo, il existe

- — 0 + oo un unique réel a tel que g'(a) = 0.
(fB)/(X) _ 0 + Et on a le tableau de signes suivant :
+oo +oo X 0 o + oo
fs(x) T :
B g'(x) — 0 *
0 +
_efte . ¥+ e e )
R A s 9(x) Sglw)
e3x + e—3X
et f3(x) = — Car g(x) = e* <1 —e ¥ :); >
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lim = 0 (théoréeme de

X—+o0c €

lim e* =+ et

X —+ oo

croissance comparée),ona lim g(x)
X —+ o0

Comme P

=+ 0.

b D'aprés le tableau de variations de la fonction g et le
théoreme des valeurs intermédiaires dans le cas d'une
fonction strictement monotone, I'équation g(x) =0
admet une unique solution B sur |0 ; + oo.

On en déduit que I'équation (E) admet une unique solu-
tion By sur |0 ; + oof.

El A la calculatrice, on entre la fonction g en Y1.

Puis par balayage, on obtient un encadrement de {3 :

e il bl ol o o
e e [
M =J A LTS

1

¥y

1

[y

m

H’1 =.H01 3264?28@81

Ainsi 2,17 < B, < 2,18.
Donc par défaut, a 1072 pres, B = 2,17.

a D’aprés la question A. i, le minimum de la fonction
/3, est ( B ) soit environ 0,46.

0
La fleche du fil est donc :

fo(1) =, (0) = S EE

Bo
_ eBo+e Bo—z

= ~ 1,58 m.
2B,

Ell Pour tout réel t > 0, i(t) =— 2,4sin(400t).
F1 Pour tout réel t >0,

i(t+5p5) == 24sin(400(t + 575-))

=— 2,4sin(400t + 27)
=—2,4sin(400t) = i(t).

Donc la fonction i est périodique de période =~

200 ’
H (1,p = 2% o 5,76(sin (400t ) Y dt
700 1 — cos(800t)
= ﬂx 5,76] #00 ———dt
T 2
_ 2304[t _ sin(800t) 400
¢ 2 1600 o
2304 72
Donc (Lf == (800 sm(27t)) 55
72 _ 6«/>
Ainsi I, = 55 5
Donca 1073 prés, I, = 1,697 A.
E Partie 1
El On résout :
_ g X o —X*—3x+18
F) =900 3 1= © o)

S Xx=30ux=—6.
Comme les fonctions f et g sont définies sur [0;9], la
solution est x = 3.

=0
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El_ff)‘)d f[1+x_ ]

=[10In(1+x)—xJ; = 10In(10)— 9 — 10In(4) +

= 10In<%)—6.

Partie 2
[l a. Si le prix de vente est de 40 € la boite, la quantité
achetéeest f(4) = 1 centaine de boites, soit 100 boites.
b. Le prix déquilibre x vérifie 1 (x) = g(x), soit:
x = 3 dizaines d'euros. Donc le prix d'équilibre est de 30 €.
Le nombre de boites correspondant est :
g(3) = 1,5 centaines de boites, soit 150 boites.
F1 a. Le surplus des producteurs, en milliers d’euros, est :
3%g(3)
f = 2,25.
Donc le surplus des producteurs est de 2 250 €.

b. Le surplus des consommateurs, en milliers d’euros,
° _ ER NP

est: [ f(x)dx = 10In(3 )~ 6 ~ 3,163,

Donc le surplus des consommateurs est d’environ

3163 €.

El a. Pourtoutréel x€[0;1],1<1+
11

2 T 1+x

x < 2,donc:

< 1.

Donc pour tout réel x €[0;1],0 < ); .
Lintégrale conserve l'ordre,

fodes

1
0<I,,<f0 x"dx.

dx < _/: x"dx.

Donc:

b. Par la question précédente, pour tout entier n = 0,

1 1
<, <
01y n+1 ]
< 1
‘est-a- : <, < .
C'est-a-dire : 0<1, Py
Or lim n-11—1 =0. Donc par le théoréeme des
n—+oo

gendarmes, la suite (1,) converge vers 0.
E2 Pour tout entier n >0, 0ona:

X" 1 x
1”+1”“_fo 1+xdx+/o 1+x

_ XXt x4 x)
_fo 1+x dx_fo

1+x
= ["xdx =

K1 1 1
n+1 ] T h+1
[l a. Pour tout entier n > 0,
So=(U+h)—(L+L)+(L+E)+ ...
+(—1)"

n+1

dx

dx

(]n+ln+1)~
Donc en simplifiant, S, = I, + (= 1)1, ;.
b. Par la question F1,
—(I\_(1y (L
= ()= (3)+(3)~

Donc:

..+(—1)”<nl1>.

1

)

= I+ (=

1,1
T=5+3+ (DY

25
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Donc pour tout entiern = 1,

1—17+1?+. +(=1)" ——IO+( 1) ',
Comme lim [, = 0, par somme,
n—+oo

R IR
nlle<1 Stg T )=k
1
Or Iy = fo1+x In(2).

: N T S S L B
DonanToo(1 > +3 + ... +(=1) n) In(2).

dx =[In(1 +x)J, =

[l a. Pour tout réel x € [0;1], on pose :

g(x)=x++v1+x%.

, 2x X
Ona:g(x)=1+—2— =1+ X—
g'x) 2V1+ %2 V1+x2
_ x+y/1+x
V1i+xt
X+ V1 +x
! 2
Donc f'(x) = g'(x) ___ V1+x = 1 .
gx)  x+/1+x  V1+x

On en déduit que:

w= [ =0k =0 +2).
J1+=v2-1.

0,ona:

— /1 X —

F1a. ) Pour tout entier n>=
n+1

e ™ «/1+x o 1+
—f T(x—1)
V14 x?
, (X—1)
Or pour tout réel x €[0;1], ﬁ <0
bt

Donc par la relation d'ordre, u, 4 1
Ainsi la suite u est décroissante.
D Or la suite u est positive en utilisant la propriété de
positivité.

Donc la suite u est convergente.

b.» Pour toutréel x €[0;1],1 <1+ x2<2.

—u,<0.

Donc v1 <vV1+x*<v2,s0it1<vV1+x2<v2.
. 1 1
b Donc pour toutréel x|[0;1[, 1> = .
P [ ] V1 +x2 V2
Xn n n
Donc: < < x".
V2 V1+x2
Alors par la relation d’ordre,
1 X" 1 x" 1
< | —F/——=dx< "dx.
foﬁdx _/(; 1+dex j(;xdx
1
X1 X1 ]1
Donc: | Su, |+
J2(n+1) ], " T ln+1 b
— 1 1
Ainsi: — < U, S — .
V2(n+1) =" T n+1
. 1 . 1
Or lim ———+= lim ——=0.
netoov2(N+1) notoent1i
Donc par le théoréme des gendarmes, lim u, = 0.

n—-+oo

B mnit)>0e1-In(t)>0eIn(t)<1
&S 0<t<e.
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D'ou le tableau de signes de h(x) sur |0; + oo :

x |0 e + oo
h(x) + 0 -
Fla. Pour toutréel t >0,

g(t)=1-In(t)+tx—-=—1In(t).

b. D'aprés la question précédente,
h(t)=1—1In(t)=1+g(t).

Donc les primitives de la fonction h sur |0 ; + oo[ sont

les fonctions t — t+g(t)+k =2t —tIn(t)+k, ou k

est un réel.

Alors la primitive H de h sur |0 ; 4+ o[ qui s'annule en e?

est la fonction t +—> 2t — tIn(t) + k, ou le réel k vérifie :

2e? —e?In(e?) + k = 0, soit k = 0.

Donc la fonction H est définie sur |0 ; + oo| par:
H(t)=2t—tIn(t)=1t(2 —In(t)).

El a. Pour tout entier n > 0, l'intervalle [e

estinclus dans l'intervalle [0; e].

Donc d’aprés la question El, la fonction h est positive

sur lintervalle [e (1) ; e77].

En utilisant la positivité de l'intégrale,ona: v, = 0.

b. D’aprés la uestion EXb., pour tout entiern >0 :

[ (t)] n+1)

(n+1) n]

"(2—1In(e™)—e (2 —In(e""* 1))
(24 n)- <”+”(3+n)
c. Pour toutentiern =20 :
= 2e Q-
Vn enxe
Or lim e "=0et lim L,, = 0 (théoréme de crois-
n—+oo n—-+oo €
sante comparée).
Donc lim v, =0.
n—+oo
1 a. Pour tout entier n > 0, par la relation de Chasles,
ona:

fh(r)dt+f t)dt + . +fm+h (t)dt
—]M (t)dt=H(1)— H( (n+1)),

Donc S, =2—e "*1(3 +n).

b. Pour tout entiern = 0,0na:
3 n
Sh=2— i1 T T .
e e'Xe

. . n L .

Or lim —(55 =0et lim =—, (théoréme de crois-
n—-+oo € n—-+oo e

sante comparée).
Donc lim S, = 2.

n—+oo

Ell Pour tout réel x, 6 — x — x> = (2 — x)(x + 3).
Donc pour tout réel x € [—3;2],6 —x—x*> > 0.
L'aire sous I'arche de parabole d’équation y = 6 — x — x2,

en unités d'aire, est donc:
fz (6 v Z)d =|6x — sz _ X73 ’ el
-, X—x7)dx =16x — = 3.7 6

25 _ 1Y
=% e+ ),
on obtient la hauteur h de I'arche de la parabole :

h—£—6,25.

125

F1 Parlaforme canonique 6 — x — x?
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La somme des aires de ces n rectangles « inférieurs » est :
H %X(Z - (—3))><é =123 on obtient le méme J

4 6 @ ~d , G h | G dn
résultat qu’a la question [EX. (a ) (a,) (a,y
f— 2 f—
Ela. s, est I'aire du rectangle construit sur I'in- = a0(12-; @) )Gzo ao (1 + a2)< a°<)14+ @)
1+ 1+
tervalle [ag; a;], et de hauteur 17, car la fonction (%) ¢ (%) ¢
1 o (o) N a(1+a) —a,(1+a) '
x> - 5 estdécroissante sur lo ,-(F ool. | (@) (1 +af"
1 a,(1+a)—a a _
Donc&ﬂ():(m—ao)X(a 7 = (do) 0 = _ a (1+a)a (1+a) 'a
0 0 - N S
a(1+af  a(1+a) ao(1+a)”

b. Pour tout entier k entre 0 et n — 1, s, est laire du
. s . Qa a a

rectangle construit sur lintervalle [ay;ax++] et de = >+ S

a(l+a)  a(l+a) a, (1 + a)

hauteur 5. Donc:
(ar) 1 - (R POV R I 1]
- 2 2 e -1
&ka(ak+1_ak)xW a(1+a) l Tta  (1+aq) (1+a)
k
1
k+1 K S E—
_ a,(1+ a) ao(z1+oz) _ o (1+a) _ : A
(ao(1 + ) a(taf -1 " alral (raf
P a
ag(1 + X(1+a-—1 . . . -
= o1+ ) X( p S‘ ) = 4 i b Laire S, sous la courbe déquation y = % sur l'inter-
(00(1 +a) ) a(1+a) valle [ay ; a,| vérifie donc:
c.On somme les o, pour k allantde 0 a n — 1 en utili- 1 T
S ne
sant la question [l b.. Donc: a,(1+a) (1 + OL)n
”21 o a a a Par passage a la limite (I'existence est admise), on a:
k=——+ + + .
k=0 a  ap(1+a)  ay(1+a) . S
a a,(1+a)
* U 1 1+a
_ a ] a (1 +a) b Donc avec la question il e., <S< .
Donc en factorisant par -, on obtient : a,(1+a) o
5 a 1 ’ 1 b Iim17=1fet Iim1+a =LDoncpar
kgo'qu_a_o1+ (1+a) " (1+a)f ! ] Ta—0dp(1+a)  do -0 o do
+17_ le théoreme des gendarmes, S = 1*.
(1 + Ol)n 1 dy
A . t 1 17 1 1
d. En utilisant la somme des termes consécutifs de la El Pourtoutréel t > aO,/a 7dx = [—7]0 = Wt
0
suite géométrique de premier terme 1, et de raison 1 1 ’ 1
i g On obtient : CommetETma—o—T ~ g, 0N
1 1
[ — R . O I
ni1‘ﬂ :ix <1 +a)n_=i>< (1+a)n tEToo‘/l;o X2 dx aO.
— k do 1 dg Qa
k=0 1— . .
1+a 1+a D Une droite A passant par l'origine admet pour
1+t a : 1 équation y = ax, ou a est un réel.
T ag (1+a) La droite A et la parabole se coupent aux points d'abs-
cissesx S x—xX*=axx(1—a—x)=0
Or1-— S — <1
e or (1+oc)"\ : <x=0oux=1—a.

Pour qu'il y ait donc deux points d'intersection sur [0; 1],
. il faut que 0 <a<1.
Z&g<1+0‘ D Onseplacedanslecasou 0 <a<1.
k a : .
k=0 0 On résout donc:

Donc pour tout entiern = 1,

n—1 1—a 1 1—a
Comme lim >, A, = S,onendéduitque S < 1*a ](; [x—xz—ax]dxzfo (x—xz)dx—fo [x = x* — ax]dx

n—+oo =g aO _
. . <:)2><f1 a[x—xz—ax]dx=f1(x—x2)dx
Fla.dPour tout entier n=1, on construit les n 0 0

rectangles « inférieurs » sur Ia1 subdivision1ao, ay, ®2X[(1 _a)XT_XTO — XT_XTOZ%
, ad,, et de hauteurs = ,
" (@) (a)(+a)f e @ d a1 _ 1
1 1 1 1 6 2 2 6 12
= ,...et = . 3 2
(@f  (ay(+a) (@) (ay(+af @—%+%—%+11—2= 0
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mresoudre(-x"3/6+x"2/2-x/2+1/ 12=0,x)
il
3+

1

-(1)

N [—

Onadonc:

a= —(17)1? + 1 0,206.

Pour tout entiern =0 :
n+1 _ _yIn+1 _ —
u,,an eXdx=[-e*]  =en—e (1t

=e"(1-e")=(0-e")e").
Donc la suite u est géométrique de raison e '.
Ona:0<e '<1,
Donc la suite u converge vers 0.

Soit un polyndme f de degré inférieur ou égal a 3.
Soient alors quatre réels m, n, p et g tels que pour tout
réel t:
f(t)y=mt+nt2+pt+q
b
+ qt
a

+ +

mt* | nt | pt
4 3 2

IAIors:fabf(t)dtZ[

D(b* — a*) +5-(b° = @) + D (b — a?) + (b — a).

Or b*—a*=(b—a)(a@®+a*b+ab>+b3);
b*—a*=(b—a)(a®+ab+b?);
b’—a*=(b—a)la+b).

Donc: fab f(t)dt=(b— a)[%(a3 +a%b + ab> + b3)

+%(a2 +ab+b?)+ %(a +b)+ q].

b —
Donc:fa f(t)dt = b6a[37m( 34 @%b+ ab® + b3)

+2n(a*>+ab+b?)+3p(a+b)+ 6q].

D Deplus, f(a)=ma*+na*+pa+q;
f(b)=mb*+nb>+pb+gq;

505 e {25)

Donc:f(a)+4f<a;b )—i—f(b)

3 2
=m<a3+4<—a;b> +b3>+n<a2+4(—a;b> +b2>

+p<a+4<a;b>+b>+q(1+4+1).
_ (3 3,3 2, .3 12, 3,3
—m<2a+zab+zab+2b)

+n(2a? + 2ab + 2b%) + p(3a + 3b) + 6q.
D On en déduit que:

[ r(0de =252 ray+ 4258 )+ 100)]
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D) Pistes pour ’laccompagnement
personnalisé

Revoir les outils de base

b En unités d'aire, l'aire du triangle BOJ est :

OBXOJ _ 3
2 2"
D En unités d'aire, I'aire du trapeze ABJC est :
AB+CJ _ 142 .. 9
fXOB =" X3 = 5

D En unités d'aire, I'aire du demi-disque de diametre
1 (K _1 2_ 5t
[CK] est: 27t< 5 ) = 871(«/?) =5

a. Pour tout réel x,
, e*(1+eX)—e¥xeX eX
X) = = :
T = ey (1+e)
b. Pour tout réel x € |—1;1],
g(x)=In(x+1)—In(1—x).
P D .
Donc g'(x) = PR
2x _ X
2/3+4  IxXP+a

c. Pour tout réel x, h'(x) =

d. Pour tout réel x,
k'(x)=—2sin(2x)X e* + cos(2x) X e*
= e*X(cos(2x) — 2sin(2x)).

D La parabole & et la droite % se coupent au point
d’abscisse x

S—x2+x+2 =—05x+1
©—x2+15x+1=0;A=6.25

S x=—050ux=2

b La surface jaune est le domaine compris entre la para-
bole %, la droite &, et les droites verticales d’équation
x =—0,5 et x = 2, c'est-a-dire I'ensemble des points de
coordonnées (x ; y) tels que :

—05<x<2 et —05x+1<y<—x*+x+2.

Les savoir-faire du chapitre

Calculer ou encadrer une intégrale en utilisant
des calculs d'aires

134 7 g "2 + 2x + 2)dx
0

=f01x2dx+2fo1xdx+2fo11dx.

Donc I = C+ 2B + 2A.

E1 A est I'aire du carré de coté 1 et B est l'aire du triangle

isocele rectangle de coté 1.
1

Donc1=—+2><1—+2><1 =

10
3 2 3

a. Pour tout réel x, E(x) est 'unique entier tel que
E(x)<x<E(x)+1.
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Alors E(x) + 1 <x+ 1<E(x)+ 2.
Donc E(x+ 1) = E(x) + 1
On en déduit que:
fx+1)=(x+1)—E(x+1)=x+1—-E(x)—1
= x—E(x) = f(x).
Donc la fonction [ est périodique de période 1.
b. D Pour tout réel x €[0;1[, E(x) = 0.Donc f(x) = x

Alors I=f01f(x)dx=f(;1xdx= 1>2<1 12,en utili-

sant l'aire du triangle isocéle rectangle de c6té 1.
b La fonction f étant 1-périodique, on a la représenta-
tion graphique suivante :

ES
5

Donc J=5X]=

Déterminer des primitives

Pour tout réel x € [—2; 3], F/(x) = f(x).
En utilisant la représentation graphique de f, on a le
tableau suivant :

X -2 —1 2 3
f(x) - 0 - o o+

F(x) \ /
a. Faux. b. Faux. c. Vrai. d. Vrai.

& a.les primitives de f sur R sont les fonctions

X5 3 4 5 3 N P
X o= X +?x + k, ou k est un réel.

b. Les primitives de f sur |0;+ oo sont les fonctions
X = —17 +4vx + k, ol k est un réel.

c.Les primitives de f sur R sont les fonctions
X — —%(cos(x))4 + k, ou k est un réel.

d. Les primitives de f sur |2;+ o[ sont les fonctions

X > 1jln(x2 —2x) + k, ou k est un réel.

a.Les primitives de f sur R sont les fonctions
x — —cos(x)+ k, ou k est un réel.

3 _ _ V2
On résout : —cos( 4 )+k— 0 k= -
Donc la fonction F est définie sur R par:

F(x) =—cos(x)— g

b.Les primitives de f sur R sont les fonctions

X — e*—e ¥+ k,oukestun réel.

Onrésout: e’ —e %+ k=3 k=3.

Donc la fonction F est définie sur R par:
F(x)=e"—e™+3.

c. Les primitives de f sur |—oo;—2,5[ sont les fonc-

=1

tionsx — ————3 + k, ou k est un réel.
6(2x+5)
. —1 1
Onrésout: ———— = +tk=—& k=0.
6(2(—=3)+5) 6
Donc la fonction F est définie sur ]— 2,5[ par:

Fx)= .
()= 6(2 +5)
d. Les primitives de f sur |- 1; + oo[ sont les fonctions

X > 1?In(x3+ 1)+ k, ou k est un réel.
Onrésout:%ln(03+1)+k= 1ok=1.
Donc la fonction F est définie sur |— 1; + oo par:

F(X)Z%In(x3+1)+1.

Calculer et utiliser une intégrale

La fonction F est dérivable sur R, et pour tout réel x,

F(x)=e™*>0.
Donc la fonction F est strictement croissante sur R.
[ Faux. F1 Faux.

. . —x? . .
El vrai. La fonction f: x — e * est décroissante sur

[0;1]. Pour tout réel xe[0;1], £(1)<f(x)<f(0),
soite” ' <e X <1,

f01 e”dx<fo1 e’xzdx<fo11dx,

soit : e '<F(1)<1.

Donc:

3
40 30 1\ [ 1
a._[(x X2>dx 3 +x1
_ (3 1_>_£ 1_>_
(3+3 3 T7)=8
1
b. 1+dt=[ 2+1] =v/2 -1
0 tc+ 1 0

¢. Pour tout réel x, x2+ x + 1> 0. Donc:

]:Xzzj{%dx = [In(x2
=1n(13)=In(1) = In(13).

] la fonction cosinus est stric-

3
+x+1)]
0

d. Sur l'intervalle [
tement positive,

o\‘.:l

T
4

f% tan(t)dt = f% dt—[ In(cos(t))]g
s > (3= 3m(3)

m ET Pour tout réel x >1,

a b

x—1 T x+1 =

(a+b)x+(a—b)
x*—1

En identifiant les coefficients,

{a+b=5 {a=2
= )
a-b=-1 b=3

Donc pour tout réel x >1,

_ 2 3
F =53
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B[ e 5+ 50
=[2In(x—1)+3In x+1)]3

= (2In(2)+3In(4)) —2(2In(1) + 3In(3))
= In(4) +In(64) — In(27) = In(-5,> 26)

dx

Utiliser les propriétés de l'intégrale

» 1 q-n=-t >0
1+t 1+t
1
> —
Donc T+t 1—t
bl —t)=—-L <o
1+t 1+t
1 2
. <1 —
Donc: 1+t\1 t+t
1 2
: —t< <1—t+
b Donc 1—t T+t 1T—t+t

F1Soit un réel x> 1
l'ordre,ona:

fox(1—t)dt<fox

2 [
t—7]0 <[in(1 +

Donc pour tout réel x = 0,

. Comme lintégration conserve

dt<fx(1 —t+ 2)dkt.

e
Donc )l [t -5+ ?L

N
w

2
X x* | x
X =5 <In(1+x)<x——2 +3

Par le logiciel de calcul formel Xcas,on a:
mfactoriser(x“3/2-x"2-x/2+1 )
(x-2)- (x-1)- (x+1)

2
D'ou le tableau de signes de f(x) sur[—2;3]:
X |[—2 —1 1 2 3
fx) - 0 +0 - 0 +

Donc en unités d'aire, l'aire de la surface jaune est :

—]:;1f(x)dx+f;1f(x)dx—j;zf(x)dx+j;3f(x)dx

4 3 2 —1 4 3 2 1
—__|x _x X X X X
=78 "3 4+X_2+[8 3 4 X

4 3 2 2 4 3 2 3

X X X X

8 3 4 X T|s T3 T4 TX,
9,4, 5 37 133

Approfondissement

Enlien avec les sciences

[Jl La fonction x est la primitive de v sur [0 ; 50] qui
sannule en 0. .
Donc pour tout réel t € [0;50], x(t) = fo v(u)du.
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DPourte[0;30], x(t)= forudu =

D Pour t €[30; 40],

x(t) = /;30v(u)du + ./3;v(u)d
= 450 +[30u;, = 450 + 30t — 302 = 30t — 450.

D Pour t €[40;50],

x(t) = fomv(u)du +.£;v(u)du

= x(40)+ [ [—L(u — 40) + 30| du

—750+f

u=x(30)+ f3; 30du

u+130

130u
St o

130t 2150

_? 3 3
F1 La vitesse moyenne est :
x(50) _ 62
50

m/s = 20,67 m/s.

[l On résout :

f(t)=g(t) =11t —In(t)—In t+1)>1l1t+1T

@o>|n(t)+|n(t+1)+17.

Ort>1.DoncIn(t)=>0;In(1 +t)>0et1T>O.

Donc pour toutréel t =1, In(t) +In(1 + t)+17>0.

Donc l'inéquation f(t)> g(t) n'admet pas de solution
sur [1; + oof.
Donc la demande n'est jamais satisfaite.

F1a. Pourtoutréel t > 1 :

, t+1 t
K(t)=In(t+1)+ P +|n(t)+T

=In(t)+In(t+1)+2.
b. Pour toutréel t > 1,

g(t)—s(t)=
Soit g(t)—f(t) = K(t) =2+

Donc une primitive de la fonction g — /' est par exemple

définie par:t — k(t)—2t+In(t).

Ainsi:

f15[g(t)—f(t)]dt=[(t+ Din(t+1)+tin(t)—2t+In(t)f
=—2|n(2)+6|n(5)+6|n(6)—8,

smtf

In(t)+|n(t+1)+1T.

)]dt =~ 11,021.

Ainsi le nombre total d'objets manquants est d'environ
11 021, a un objet pres.

X Pour tout réel t,

<t+ 2%) = 10cos< <t+ 2—7T>> = 10cos(wt + 27)
= 10cos(wt) = i(t).

Donc la fonction i est périodique de période T = 2%

FlLe maximum de la fonction cosinus est 1, obtenu
pour t = k27, donc I, = 10 A.
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EIw = [ R(10cos(wt))dt

20t) + 1 in2wt) T
—100m [TH2O0FT g R[Sm<w>+ t]
0 2 2w 0

27
avec T = ——.
0)

Donc W = SORXT=%.

1 Le courant continu 1. qui dégage la méme quantité
de chaleur vérifie :

R(I.)2n
W= ["R(LPdt = R(LFXT = %
R(I.Y2m
Donc Uer2r. _ 100mR , soit (1.} = 50, ou encore
I.=5Y2.

Ha.f(0)=0et f(1)=1.

Dans le pays F, 0% des exploitations les plus petites
représente 0 % de la superficie des exploitations totales,
et 100 % des exploitations représentent 100 % de la
superficie des exploitations totales.

b. Pour tout réel x €[0;1],

f,(x):i_ 1 :3X2+6X+1
2 (1+xY 201 +x)
Avec pour le numérateur A = 24 ;
X = #z— 018 et x, = # ~—1,82.

Donc pour tout réel x €[0;1], f'(x)>0.
Donc la fonction f est strictement croissante sur [0;1].

Fla.g(0)=0etg(1)=1.

b. Pourtoutréel x €[0;1], g'(x) = e¥—e + 2.
eX—e+2>0o e >e—-2x>In(e—2).
Orin(e —2)~—033.

Donc pour tout réel x € [0;1], g'(x) > 0.

Donc la fonction g est strictement croissante sur [0;1].

[E] a. Plus I'indice de Gini est petit, plus I'aire du domaine
compris entre la courbe de Lorenz et la droite A (repré-
sentant une répartition égalitaire des exploitations)
est petite, c'est-a-dire plus cette courbe de Lorenz est
proche de la droite A , et donc plus la répartition des
surfaces des exploitations est proche d’'une répartition
égalitaire.

b. b D'aprés le graphique, la courbe € est plus proche de
ladroite A, que ne l'est la courbe I". Donc le pays corres-
pondant a une répartition la plus égalitaire est le pays F.

1
[x =7 (x)]dx
= =2, e (0lax
2
=2 XTZ—%XZ—In(x—F1)+x;=%—2ln(2)x0,11.

2 — 2 1
XX (e=2)x
2*2 e +72 +x0

Yo =2 [x—glx)ldx =

=3—e=0.28.
Donc vr < Ys. On retrouve le résultat obtenu en utili-
sant le graphique.

Calcul de volumes

K Volume d’une boule
a. Par le théoréme de Pythagore dans le triangle OPH, le
rayon r du disque (D) vérifie :
x> +r*=R%.

Donc r? = R? — x°.
L'aire du disque (D) est donc:

r? = w(R? — x?).
b. La boule est la réunion de deux demi-boules.
Donc son volume, en unités de volume, est :

3\1R
2, X
V= Zf n(Rx 3>]0
—2<R2><R R3> e
T 3 3

H Volume d’un céne de révolution
On reprend les notations de la
question 1 :

Par le théoreme de Thales, le
rayon r du disque intersection

r X . R
W=7,50|tr=7x.

(R2—x?)]dx = 2

vérifie :

Donc l'aire du disque (D) inter-

R 2
section est : 7t<7> x2.
Donc, en unités de volume, le volume du cone de révo-
lution est :

v=[" ( >xdx—

@ Partie 1

Pour tout réel y €[0;2], la hauteur
zest égale a y?, et varie dans [0; 4].
Pour tout réel z € [0; 4], le rayon du
disque intersection est y =

Dong, en unité de volume, le volume
du solide engendré est :

2 37
A f) 5| = mrn.
0

V= f dz—fnzdz—ﬂzT = 8.

Partie 2

[lOna: 1

@
9D
o‘ 1 L[]
1— 2
F1 Pour tout réel x, (sin(x))* = %(X)

1 — cos(2x) >2

(s = (=5

_ 1—2cos(2x) + (cos(2x)Y

4
_ 1 cos(2x) | 1 o] + cos(4x)
4 2 4 2
3 cos(2x) N cos(4x)
8 2 8
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cos(2t)  cos(4t) ]dt

Bfo“(sm(t))“dt:fo“[%— 120 cost

3t sin(2t)
_[8 4 T3

[A0na:

0 ol L
X :/l'

Pour tout réel x €[0; ], le disque d'intersection du
solide S avec le plan vertical a pour rayon r(x) = f(x).
Donc en unités de volume, le volume du solide S est :

V= [Tr(f(x)Pdx =z ["(sin(x)) dx

_ 3t _ 3
—7T><8 =g

Comme l'unité de volume est 2X2X2 =8cm?, le

2
volume du solide S est 3% X 8 = 31 ~ 29,6 cm?>.

Vers le supérieur

[l Pour tout réel x €1,

(uv) (x) = u'(x)*v(x)+u(x)+v'(x).

Donc en intégrant sur [a; b],ona:
fab(uv)'(x)dx = fab[u'(x) ev(x)+ u(x)+v'(x)]dx
_— = fab u'(x)+v(x)dx + j;bu(x)

[u(x)v(x) = fabu’(x) v(x)dx + fabu(x)- v'(x)dx
Donc:

j;bu(x) v'(x)dx = [u(x) - v(x)] - _[Jb u'(x)«v(x)dx.
u(x)=x ot {u’(x) =1
Vi(x)=e*  |v(x)=e"
Par la formule d’intégration par parties:

«v'(x)dx.

Fla.) On pose {

I=[xxe; f1e"dx—e—[e bh=1.
1
u(x) = In(x) ux) =
b Onposey , ) t 3.
v'(x) = x _ X
V(X)_ 3
Par la formule d'intégration par partles :
x> © e 1
J=[T><In(x) - ><—d
_él e X2 e3 S 1 288
B B Bt wid al b

b. La primitive F de la fonction In sur |0 ; + oo qui s'an-

nule en 1 est définie par :

F(x)=f1xln(t)dt=f1x1><|n(t)dt.
;((t) ~in(t) {u(r) -1

Onpose{ £)=1 )=t
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sin(4t) ]’t _3n

Par la formule d'intégration par parties :

1
F(x) = [tin()} = [*-xtdt=xIn(x)— 0~ [1dt
[tF=xIn(x)~

H [T Pour tout entiern =0 :

T

_/0 3 cos(x)X (sin(x))'dx =

= xIn(x)— x+1.

T

(sin(x)""" |3

n+1 0
3 1 @ n+1
=1 X\ 2 ) :
T . n+2 T . n
Gyt (sin(0)
In+2 ]"_fo cos(x) dx fo cos(x) dx

_ f% (sin(x))" "2 = (sin(x))"

0 cos(x)

B 3 (sin(x))" — 1
—f (sin(x) T()()d
= f (sin( X (Cc(;)Ss(( ))> dx

= —fo?(cos(x))x(sin(x))”dx.
_1 x( /3 >n+1.

n+1 2

F1) La fonction cosinus est positive sur [0 ; %]

Donc [, =f0

=—1In(3-)+1In(1)

Doncl,:,—1I,=

3 z:)ns((x)) dx =[- In(cos(x))]og
oy

n(2).

2
DAlors I; = I, — 12 X 23)2 = In(2)—%.
b Et I =13—17><<§ =2 -2 -
=In(2)- 2.
[l a. Soit g la fonction définie sur [0 ; %] par:
sin(5-+5)
g(x)= tan(%+%) = cos(;_i_%) )
Ona
2 2
sy leol5 T S5+ )

—_
—_

RPN ES %>> tan<§+%>
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1

Donc f'(x) = cos(x) "

T

b.) ]0 = /(;?ﬁ(x)dx= [f(X)]O%

= In(tan(% + %)) — In(tan(%))
=In(2++3)—1In(1) = In( 2+«/§).
bl—lo—L In(2++3)—
b, =15 — 1? ( > n2+/§)-@—£

) 5

=In(2+

& 01 (a) = [ fo(x)de = [ dx

=[—e‘ b=1-em.

1 Soit un entier k = 1 etun réel x > 0.
ok

b fi(0) = e’ =

b filx) = e

Donc (f¢)(x) = k);(k! 1 X ‘X+TI,(><( =)

k—1

POna:

I(@) =T (a) = [ flx)dx = [ fi 1 (x)dx
= [“LA00) = fior ()]

D'aprés I'égalité obtenue précédemment, on a alors :

I(@)= I (a) = ["=(fif (x)dx

a
= [~ =—e

El D'aprés la question F1,on a:

L(a)—I(a)=—ae™?;

a’ .
h(@) - hla) =G &7

a

a
L(a)—L(a) =—3re i

h(@)=1,1(a)=—9pe

En sommant les égalltes précédentes, on a alors :

—a

I,(a) = Ip(a) =—ae”

= S (%) = fielx).

or, Ih(a)=1—e"°

n._k
Donc on obtient: 1,(a) = 1 —( Z %)e“.
1, pourtout réel x =0,
fa(x)Z
1
D'aprés la positivité, fo f,,(x)dx >0.
Doncu, = 0.
Graphiquement, u_estlaire, en unité d'aire, du domaine
compris entre la courbe € , I'axe des abscisses, et les
droites verticales d'équation x =0 et x = 1.

1 a. Pour tout entier n >

n
—x X

b.Pourtoutréel x>0,e < 1et- =>0.
, X" X
Donc pour tout réel x €[0;1], 0 < re™ <.

. ) x"
Soit pour tout réel x €[0;1], 0 < f,(x) < -

c. D En utilisant la question 1 b. et la relation d’ordre, on

a:
f010dx<j(;1fn(x)dx<j:%?dx,

n+1 L

soit : O<su,<

Ainsi :
DOr, lim 17=0
neto (n+ 1) '

Donc d’aprés le théoreme des gendarmes,
d. On sait que:

n —I B
UnZT—(Z k!)e '
S 1—up
Donc: - | = =e—u,Xe.
(kgo k!> e’ i

Or, lim u,Xe=0.

n—+oo

Donc: lim (Z;,):e.

n—-+oo k=0

lim u,=0.

n—+oo

[l a. Pour tout réel t >0,
f11fdx=[2ﬁ]l =2-2/t.
_ 1
Donc Ilmf Ix dx = 2. Doncllntegralef Tx dx
est convergente, etj(; ﬁdx =2.
, 1 1
b. Pour tout réel t >0, fr ~ dx=[In(x)]; =—In(t).
Donc Iimf1 de =+oo.
t—o0/t X

. 7 1 7,
Donc l'intégrale _/0 1de n'est pas convergente.

c. Pour toutréel t >0,

f: In(x)dx = [xIn(x)—

Or, limtIn(t)= 0 (théoréme de croissance comparée),
t—-0

x| ==1—tin(t)+t.

1
li I =—1.
donc tlm)'/t. n(x)dx
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1
Donc lintégrale /OIn(x)dx est convergente, et
1
./(;In(x)dx=—1.

Fla. Pourtoutréel t >1,
t ] I e
.[XZdX_[ x]1_1 t

Donc lim f;t%dx= 1.

t—+oo
o +oo
Donc lintégrale f1 —-dx est convergente, et
+ oo 1 X
f TdX=1.
1 X

b. Pour tout réel t > e,

t 1 .
L imgor |
1

x(In(x))?

1

In(x)

dx=1.

C_ 1

Donc lim ft

t—+oor'€
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1
x(In(x))

dx=1.

+ o0
Donc l'intégrale f dx est convergente, et
e

+o0 1
]; x(In(x))

c. Pour tout réel t >0,

t 1 _ [t 1
j; (1+e)(1+e™) dX_-[) ) dx

X+
1+ e")i((e o !

t eX
= [ dx
) (1+e)

=[_ 1 ]r=1__17

T+eX]y 2 1+e
. t 1 _ 1

DoncrETmfo (1+e9)(1+e7) =7

Donc l'intégrale fo+°° (+ ex)h T e

+ o0 1 _ 1_
gente, etf0 1+ ex)(1 o) dx = R

) dx est conver-




©Hachette Livre 2012 - Déclic T S

Les nombres
complexes

5 Introduction

1. Programme

CHAPITRE

En classe Terminale, les nombres complexes sont vus essentiellement comme constituant un nouvel ensemble de
nombres avec ses opérations propres. Cette introduction s'inscrit dans la perspective d'un approfondissement lors

d’une poursuite d'études.

Contenus

Capacités attendues

Commentaires

Forme algébrique, conjugué.

Somme, produit, quotient.

- Effectuer des calculs algébriques avec des
nombres complexes.

On introduit dans ce chapitre des éléments
lui donnant une dimension historique.

Equation du second degré a coefficients
réels.

« Résoudre dans C une équation du second
degré a coefficients réels.

Représentation géométrique

« Représenter un nombre complexe par un
point ou un vecteur.

Le plan est muni d'un repére orthonormé
(0,4,Vv).

Affixe d’un point, d'un vecteur

- Déterminer I'affixe d'un point ou d'un
vecteur.

Forme trigonométrique :
- module et argument, interprétation

« Passer de la forme algébrique a la forme
trigonométrique et inversement.

La notation exponentielle est introduite
apres avoir montré que la fonction

géométrique dans un repére orthonormé
direct;
- notation exponentielle.

N . — 2
- Connaitre et utiliser la relation zz = | z [".

- Effectuer des opérations sur les nombres
complexes écrits sous différentes formes.

0 > cosB +isinb

vérifie la méme relation fonctionnelle que la
fonction exponentielle.

Les nombres complexes permettent de
mémoriser les formules trigonométriques
d'addition et de duplication vues en
Premiére.

= [SI] Analyse fréquentielle d'un systeme.

2. Intentions des auteurs

Le programme insiste sur l'aspect algébrique de l'en-
semble des nombres complexes, laissant aux applica-
tions géométriques un domaine plus réduit que dans
les programmes antérieurs.

Nous avons donc fait le choix d'introduire rapidement
les outils permettant de calculer dans C au moyen de la
forme algébrique : conjugué, regles opératoires, inverse,
et de résoudre I'équation du second degré.

La représentation géométrique se trouve donc forma-
lisée un peu plus tard ; elle peut toutefois étre présentée
de maniére rapide et non formelle dés les premiéres
activités : elle est aussi porteuse de sens, et permet
« d'asseoir l'existence » de nombres qui, possédant la
propriété d‘avoir un carré négatif, peuvent de prime
abord sembler suspects aux éléves.

Laspect historique des nombres complexes est aussi
abordé, a travers une activité de culture générale au
début, puis autour des travaux des algébristes italiens,

sous forme de problémes en fin de chapitre : ils peuvent
faire I'objet d'une recherche ou d’un devoir a la maison.
Laspect géométrique des nombres complexes est
dominé par les écritures trigonométrique et exponen-
tielle. Les éleves doivent savoir passer d'une forme a
l'autre, ce qui est l'occasion de réactiver leurs connais-
sances de trigonométrie.

C'estlaforme exponentielle quirend les calculs agréables
et permet de déterminer rapidement modules et argu-
ments d'un produit ou d’'un quotient : il importe donc
de la présenter conjointement a la forme trigonomé-
trique, aucune des régles sur I'argument d'un produit
ou d'un quotient n‘ayant été formalisé contrairement a
I'ancien programme.

Dans les problémes qui peuvent donner lieu a des
applications géométriques, et pour les calculs d’angles,
il conviendra de réactiver la relation de Chasles sur
les angles orientés (54), a?)) =(d, O_B)) — (g, ﬁ) en

Livre du professeur - CHAPITRE 7 Les nombres complexes 1
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faisant le lien avec la différence des arguments de Z; et
Z.

Méme avec linsistance soulignée dans le nouveau
programme sur l'aspect algébrique de l'ensemble C,
il n'en demeure pas moins que cet ensemble est a la

> Partir d’un bon pied

Objectif

En algébre, revoir le second degré (discriminant, forme
canonique, racines et factorisation) et en géométrie réac-
tiver le cours de Seconde sur les coordonnées cartésiennes
et celui de Premiére sur les angles orientés.

A Hb. Ha. Hc. Oec.
QJHKB’(:;).
E1C(-2;05).

BHOE= (-4 +32 =25 =5.
B F(-3;8).

HE(4;-3).

aAQ;-3).

1\ =+ 4
ﬂBl<z>et EJ(_2>,donc.

Bl E/=1X4+2X(=2)=0;
donc (BI) et (EJ) sont perpendiculaires.

L) Hvrai. HFaux. HrFaux. EVvrai
HFfaux. @ Vrai

D) Découvrir

Des nouveaux nombres

Objectif

Découvrir le nombre « i » a l'aide de la calculatrice, faire
« naturellement » quelques calculs avec ce nouveau
nombre et définir les parties réelles et imaginaires.
Hi’>=-1;pourtout x€ R, x> >0 donci < R.
Ba.a+b=—1-3ietaxb=4+19.
b.a?=5-12i.

El a. La calculatrice donne —3 pour la partie réelle de a
et 2 pour sa partie imaginaire, et pour b, 2 comme partie
réelle et —5 comme partie imaginaire.

b. On conjecture que z a pour partie réelle x, pour partie
imaginaire y et pour conjugué x — iy.

Le second degré dans C
Objectif

Utiliser la forme canonique pour résoudre dans C des
équations du second degré ayant un discriminant négatif.

croisée des domaines algébriques et géométriques
et constitue pour I'éleve un champ d’application lui
permettant de choisir des outils adaptés aux situations
et d'utiliser I'ensemble des connaissances acquises dans
son cursus scolaire.

na.5f={—2i;2i}; b.ff’{—«/—_ki;«/——ki}.

Ha.A=-16<0.

b.x2—2x+5=(x—1)2+4,

donc x> —2x+5=0& (x—1Y=—4.
c.—4=(2if, donc (x—1f/=—4&x—1=—2i ou
X—1=2iex=1—-2ioux=1+2i.
BA=-36<0;
2+4z+13=0(z+2/+9=0

&(z+2) =-9=i)
Sz+2=—3iouz+2=231;
$={-2-3i;-2+3i}.

Un peu d'histoire : recherche

documentaire

Objectif

Approche historique de la notion et découverte de l'inter-
prétation géométrique.

Kl Les nombres ayant un carré négatif ont été introduits
au xvi¢ siécle pour résoudre les équations du troisiéme
degré.

H Léonhard Euler, en 1777.

E1 Carl Friedrich Gauss, en 1831.

I Lensemble des nombres complexes est dit « algé-
briguement clos », car tout polyndbme a coefficients
complexes admet au moins une racine dans cet
ensemble.

R n'est pas algébriquement clos : par exemple, le poly-
néme a coefficients réels x> + 1 n'a pas de racine dans
R

H Au pointde coordonnées (x ; y) on associe le nombre
complexe x + yi.

Un autre repérage pour les

points du plan

Objectif : Découvrir les coordonnées polaires et faire le
lien avec les coordonnées cartésiennes.

(1] y

A3y
&

BPour/:r=1eta=0 (2n).
PourJ:r =1 etoc=% (27).
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El a. Les coordonnées polaires de m sont 1 et a.
b. m(cosa ;sina).

c.(Oom ; OM) (om ;0l )+ (0 ;0M)=0 (2n),
donc OM et Om sont colinéaires et de méme sens.
d. D'aprés la question H c. il existe un réel positif  tel
que OM = kOm ;or, OM =retOm = 1,donc k = r.
e. L'égalité vectorielle précédente traduite sur les coor-
données donne x = rcosa et y = rsina.

Exercices d’application

SRXVCIS NG \tiliser 1a forme
algébrique

Partie réelle | Partie imaginaire A= Conjugué
z; > -2 5+ 2i
z, 15 0 15
z3 0 3 —3i
z, -3 2 -3-2i
Zg —24 —10 —24 + 101

E21:5+61;22=11_201;Z3=_43+1;

2,=—24—101;2,=6—8i; 2 =1

Siz=x+1iyavecxetyréels,alorsz+z=2xeR;

z—z=2iyciRetz=x—iy=x—(—iy)=x+iy =z

na.9’={%+17i};
b.S ={2+4i};
. 2+2iz—1=0&(z+if =0,donc¥ = {—i};
d. soit z = x + iy avec x et y réels ;
z+i=2zz+1ex+i(y+1)=2+1-2i
— x=—1
@{x—2x_+1 (:)[ __1_;Sf={—1—1?i}.
y+t1=-2 " |y=—3
Ea.Re(Sz—i)=5xet|m(52—i)=5y—1;
b.Re((3 —2i)z) = 3x + 2y etIm((3 — 2i)z) = 3y — 2x;
c.Re(22)=x*—y?etIim(z?) = 2xy ;
d.Re(3z—5z) =—2x etIm(3z—5z) =— 8y ;
eRe(2+1)(21—z)=—2x y—2
etim((2+i)2i—z))=—x+2y+4;

f.Re((z=1)(z—-1)=x>+y*—x+y
etim((z—1)(z—1))=—x+y+1.

SRLAVCEUSENEY Résoudre une équation
dansC

_2 1.,
=5 Tl

7 PR
b.2+i)z=3z-ie(-1+i)z=-
—i(=1-i) _i-1

1+1 2

g={-1+ 171}

7=

2.2
gl - z1 = —=,doncRe(z)= XZT)}:Z

—2X
etlm(z1)=7X2+§2 ;

iz? —2xy

b.zy=—= 77 ,donc Re(zz) Tyz

X2 —
etlm(22)=sz§2.

El. 2= = (417, donc Y = {—4i; 4i};

=5,donc¥ ={-v5;v5};
c.2=9ouz2=-9et—9=3i)=3i)
donc ¥ ={-3;3;—3i;3i}!
d.22+2iz—1=2+2iz+i2=(z+1),
donc ¥ = {—i}.

Maa=1;9{2;3)

1. ] 5—=V51 5+«/

EA—51,SP—{ 3 }
1
2

EIA=-25=(16i};¥ = { —2i; =
ﬂA=—16=(41)2;5f={1—1;1+1}.
11 z—i= .
.a.z+. z—1i

Sz#—ietz—i=(z—i)z+1i)
Sztiet(z—i)(z+i—1)=0;9={i;1—-i}.

z+2 _ z
b T T2

S22 +4z7+4=022+22+2=0;
A=—4=0if;$={-1-i;-1+i}.

+ 21}.

o (z+2)=-2

SRLAVLSENCY Nombres complexes
et géométrie

y
1A
4 .D
.C —
B v
T D lola T x

a.O_C)=ﬁ,donczc=zB—zA =1-3i.
b. [OB] et [CA] ont le méme milieu, donc zz = z, + z¢ et
onretrouve z- = 1 — 3i.
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Z
-4 MC
Mp V] Mq
T T T T O_ ij T T T T IX
My
z Module |Unargument
4 4 0
-3 3 T
2i 2 %
. T
- 1 ,51 1 15 2
1
M -
v
O u

Lorigine est a exclure de chaque ensemble de solutions.

RIVCUSENEY Utiliser différentes
formes

z | Module Unargument
: i
2i 2 >
: _ T
—3i 3 5
5 5 0
-7 7 T

V3 +i.

Z1:«/§+i;22=%— 23i,23=_

bz = 2/§<—£ + 1Ti), donc un argument de

2
7 est 57“
bz, = 25(—‘/25 - 22 i), donc un argument de z,
est —377{
b Avec la notation exponentielle,
(5
- 2/3el%) /3 o5 (-35))
3= A =
2«/5e‘(‘%TTC) V2
un argument de z; est STK - (_%Tn) = %
_ (o3 1.
bz, =5 5 5 i , donc un argument de z, est
_5m
6 "

D zs=1—(—1) = 2,doncun argument de z; est0.

z | Module Unargument
Z, 2 %
2 1,5 - 37“
Zc 1 %

©) [ravaux pratiques

Etude d'un lieu de points

nM=M’<:)z=1—<z+17>(:)222=22+1

2

or2=19z=—1ouz=1.

E1D'apreés la question [, les points 7'(—1) et 1(1) ont
pour image eux-mémes.

1¢.,1\_ 1
7(1+T>_21( +1)=0
LY UTIN I D B2 _
et 2( 1+_i>— 21(1 +1)—
A(i) et B(—1i) ont pour image l'origine.
1(1,.v/3 1 _.V/3

Ieis +ei3)= —(— it o - i—) =1
2 202" T T '

. T
donc clei3) a pour image I.
Conjecture : I'image du cercle I semble étre le segment

0, donc les points

[11].
Preuve:siM(z)el', — =72z,
donc z' = 17(z+z)= Re(z)e[—1;1],

donc M €[IT1'].

Réciproquement, si M'(z') avec 2 €[—1;1], le calcul
précédent nous conduit a considérer le point M d’af-
fixe z=2 +iv1—2z%:|z[=1, donc MeT ; donc
17 =7 et 17(2 + 17) = Re(z) = Z'. Ainsi, M’ est bien
I'image d'un pointde I".

Résolution d'équations polynomiales
et applications

Partie A

Ha.A=—100=(10i) ;¥ = {1 —5i;1+5i}.

b.A=—16=(4i);
_ _L_L- 3, 2.
Sf‘{ 13 1 13 13}

1
4P +4z+1=00(2z+17=0;9={-5}.
BP(z) =

(z=(1=5i))(z—(1+5i))
( )

=(z—1+5i)(z—1-5i
Qz)=(z=iV7)z+ V7 )Nz2=V7 )z +V7);

)
= sfe-( - Bl )
= 11—3(13z+ 3+2i)(13z+3 — 2i).

Partie B
Esoit ye R ; f(iy) = y* + 6y>i — 14y — 24yi + 40
=y*—14y2 + 40 + i(6y° — 24y).
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4 —14y2+40=0
Donc f(iy) =0 & y3 Y ;
6y —24y =0

6y3—24y=0<:)6y(y2—4)=0
<y=0ouy=—2o0uy=2.
Seuls —2 et 2 sont solutions de la premiere équation du
systéme, donc I'équation f(z) = 0 admet deux solu-
tions imaginaires pures qui sont — 2i et 2i.
B(Z+az+b)(2+4)=7"+az> +(4+b)2?

+4az + 4b;
par identification, on obtient a =— 6 et b = 10.
Hf(z)=022-6z+10=00uz*+4=0;
Pour 22 —6z+ 10 = 0, A =— 4 = (2i)’ finalement,
$={-2i;2i;3—-i;3+i}.

Oa.
i D
v
U
C
A
b. La figure permet de conjecturer que les points A, B,
C, D sont sur un méme cercle de centre 1(1;0). Pour le
prouver, on calcule :

IA=|-2i—-1|=v5;B=[2i-1|=V5;
IC=[2-i|=V5etID=]2+i|= /5.

B

o

Racines n-iémes de l'unité

[l a. 1 est une solution évidente;
(z=1)(Z+z+1)=07-1=02=1.
b.Pour 2 +z+1=0,A=-3=(/3i);
9:{1 1 V3. 1 ﬁi}

T T L T

0i . ji2% | 2"
=1e%;e"3 ;el3 J.
—2r

c ji= o5 = e "3 , donc les points A, B, C ont pour
affixes les solutions de I'équation z*> = 1; ces points
sont sur le cercle trigonométrique, car 1, et j? ont pour
module 1.

(O ;0B) = (i ;0B) = arg(j) = 2 (2r)
et (0C ; 0A) =—(3;0C) = arg(2) = &~ (2x),

donc (0B ;0C ) = 2_% (27) et le triangle ABC est équi-
latéral direct.

4 _
. rr=1
ﬂa.z4=1<:)r4e40“=1(:>{

40 =0 (27)
b.r*=1r=1carr>0;

40=0 (27t)<:)4oz=k><27t<:)a=k><%,
avec k entier.

Ry £ 7'C '377[ . .2 .3
D’ou5f={1;e‘2 ;e .el }={1;1;1 ;1 }
an:1<:>rnenoci:-|<:>J|fn:1

na =0 (2n)
M=1<r=1,carr>0;

na =0 (27r)<:)na=k><27t(:)a=k><27n,

avec k entier.

‘s 2E AT i
Dou¥\1;e"n ;e"'n ;...;e" n

Programmer la résolution d'une équation
du second degré

Kl - Si le discriminant est strictement positif, 'équation a
deux solutions réelles distinctes ;

+si le discriminant est nul, I'¢quation a une seule solu-
tion réelle;

+si le discriminant est strictement négatif, I'équation a
deux solutions complexes conjuguées.

E1 Lalgorithme présenté ne convient que pour la résolu-
tion dans I'ensemble R.

Variables:a, b, ¢, D, u, v:réels;
Début

Entrer(a, b, ¢) ;
D—b*—4*a*c;

SiD>0
Alors
"o -b-v/D e -b+/D .
2a ! 2a !
Afficher(u, v, « deux solutions réelles »)
Sinon
SiD=0
Alors
yo_b
2a '
Afficher (u, « une seule solution réelle »)
Sinon
v —b—iv—D e —-b+iv—-D
2a ! 2a !

Afficher (u, v, « deux solutions complexes
conjuguées »)
FinSi
FinSi
Fin

E a. Avec une calculatrice :

So=—so MPL¥====== e 2L MW s
I S e e T Then "2 SOLUTIONS U.U
ClrText«d el
“B+(2A)354 ¢-B-L¢D)I+C(2ZAY+Ua
B2—4AxC3De C-B+LCD (2RI 300
"DELTA": D IR
If D>Ba____ [ VT
s=m===hOUUMPL === =
Else If D=8« C-B+ifC-DI2+C(2AX+ Ve
Iggps"l SOLUTION S"e ::u::=u‘
Else 2 SOL COMJUGEES 1fEnde
U, U'e ; 1 fEnd«
C-B=if¢-D))=C2AY+1e ELor
Avec Scilab :
a=input( );
b=input( );
c=input( );
d=bA2-4*a*c
if d>0 then
z1=(-b+sqrt(d))/(2*a) ; z22=(-b-sqrt(d))/(2*a) ;
disp( )
disp(z1,z2)
else
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if d==0 then
z0=- b/(2*a)

disp(«l’¢quation a une seule solution réelle»)

disp(z0)
else

z1=(-b+ %i*sqrt(-d))/(2*a) ; z2=(-b-%i*sqrt(-d))/(2*a) ;
disp(«I'’équation a deux solutions complexes conju-

guéesy)
disp(z1,z2)
end
end
b.
(1 (2]
a=1; b =-2; a=-2;b=1;
c = 26 c =1

1’7équation a
deux solutions

17 égquation a deux
solutions réelles

1’7équation a
deux solutions
complexes

conjuguées
-0.2307692 - 0.1538462i
-0.2304692 + 0.1538462i

complexes 1.

conjuguées - 0.5

1 - 5.1

1 + 5.1

(3] (4]

a=13 ; b = 6 ; a=4,; b=14;
c =1 c =1

1"équation a une
seule solution
réelle

- 0.5

S Faire le point

nb. Hb. Hc. Ba. Ha. Abetc. Haetc.

mnc.;

Ha. b.etc.;

Hb.etc.; Hec.

I]Vrai. FVvrai. HVrai. EAFaux. HFaux.

>) Exercices d’application

D Lensemble C
[lvrai. FElFaux. Elvrai. EVvrai
Hc. Fla. b.etc. Ela.eth. b. etc.
[l Faux. FlVrai. ElFaux. ElVrai. [EFaux
Question | Re(z)  Im(z)

[1] 8 -6

2] -5 5

H -13 18

Question Re(z) Im(z)
(1) -y X
H x+x2—y> y + 2xy
H 3x + 2y 2x — 3y
a 4x? 0
5] X+y +xty| x+y+i
35 —[3 5. (1 _ 5.
Hoy={]+3i] ay={3-3
BY={-i;i}.

On écrit z = x + iy avec x et y réels, puis on iden-

tifie les parties réelles et imaginaires.
2x=x+1
2y+1=—y

1 On obtient le systéme

_ 1.
9-—{1 31}
22
F10n obtient le systéme ][X Y"= X, la seconde
2Xy =—y
équation équivauta y = 0 ou x = —17 ;
successivement dans la premiére, on obtient :
1, Y3 1 V3 }

92{0;1;—7+ 5 i;—7—71

; apres calculs,

en remplagant

B Calculs avec le conjugué

El vrai.
ﬂb.etc. Ha.etbh.

HSP={% ! }

- i
By={ﬂ+ii}.

13 13
40

F1 vrai. [l Faux. 1 Faux.
Ha., b. et c.

By ={3-3i}.

Question

1] y

Im(2)

—X
XTy Xy
X2+ y? X+ y?

x—y+1
x? +y2 —y+1

—2Xxy — 2x

x> —y? =2y
X2+y2

2]
3]
4] Ay

41 PR 1,43
II [I'K) 10 - 2] 3 + 5 i B

na.?=x—iy=x+iy=z.
b.z+z =(x+x)+i(y+y)=(x+x)—(y+y)i
=(x—iy)+(x —iy)=z+7.

S B
3 51

c.zz = (xx' —yy)+ilxy +yx)
=(xx' —yy) —ilxy’ +yx');
par ailleurs :
727 =(x—iy)(x —iy) =xx" —yy —i(xy’ +x'y),
dou zz' = z7'.

6 Livre du professeur - CHAPITRE 7 Les nombres complexes
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Fla.Dapres il c., 1 7% ( ; ),
el )=y

b.(zz,)=z>< ; =*><<;,>=E>< =2z

El a. Initialisation: pour n =0, ? 1= 1 et

(z)0 = 1; eton convient de poserici si z = 0 1.

Hérédité : on SUppOSG que, pour un entier n =Zz".
n+1

"M =7"Xz=7"Xz7=2"Xz=7
b.Sin<0,n=—pavec p>0.

@= (1—>=1T=1—=E” avecH a.etHa.

Zp ZP ZzP

I]O><z=0><x+(0><y)i=0+0i=0.

Fla.zxZ=0,donc Z = 17><z><Z = 17><o =0
d'aprés a.

b. Le produit de deux nombres complexes est nul si, et
seulement si, I'un des deux est nul.

B ={-2;2;-2i;2i}.

B Equations du second degré
a coefficients réels

441719 Hb. He. Ob.

E [l Faux. F1 Vrai. El Vrai. [ Vrai.

EE [ Faux. F1 Faux. El Faux.

47 ——a=(2R.p=)_3 1. 3 1.
Eas=-4=@ip;9={-3-1i;-3+1i}.

FIA=-16=(4if ;¥ ={3+2i;3—2i}.

mﬂPour z#—1

Z2+z+1=0;

A=—3,donc9’={—

, I'équation est équivalente a

1, V3. ﬁi}.

2T 2 T T
HZ=40u2=—4;9={-2;2;-2i;2i}.
z—3i

ElPour z#—2, on pose Z= et on résout

z+2
Z’+6Z+13=0;A=—16,donc Z=—3=+2i.
On résout alors :

z— 31 . z—3

4 . i_ ..
S+o 3 —2i, puis ~+ o 3+ 2i;
aprés calculs, ¥ = {—1,3+0,4i;— 19+ 08i}.

[I5f={(1 +4i;1—4i);(1—4i;1+4i)}.

By ={(5 gy i3+ oiis -}
Hoa=o,9={3.

BA=64;9={-1;7}.

EHP(—1 —i)=0.

B(z+1+i)(2+az+b)=2+(a+1+1)2
+(a+b+ai)z+b(1+i);

en identifiant avec les coefficients de P(z), on obtient le

at+1+i=1i
systtme ya+ b +ai =—1i,

b(1+i)=1+i
cequiéquivauta:a=—1letb=1.
BP(z)=0z=—1—-iouz—z+1=0;

1 V3.1 /3.

9—{11,2 21,2+21}.
mﬂa=13+6i.

Fla=-6;b=13.
By ={i;3+2i;3-2i}.

D Représentation géométrique

[ Vrai. 1 Faux. ElFaux. [ Vrai.
E Hc. Ha. Hec.

Ys— Ya

58 17 AB(XB XA)

donc zyz = xg — X4+ i(yg — ya)

=XB+in_(XA+iyA):zB_ZA'
Xat Xp YA+YB>
B (5%, YA e )
+ X YAty
_ Xa T Xp AT VB
donc z; = 3 +i 5
_ Xatiyatxgtiyg _ zptz
- 2 o 2 :
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—— 2 — 2 ( z,+z
BCGz?CI@ZG_ZC=?< Az B _Zc>
Zytzgt2z
@ZGZ A 3B C.

D Module et arguments d'un nombre
complexe

mﬂc. Elb.etc. Hb.etc. Ha.
@ﬂa.etc. Ela.eth. Hec.

£ vrai. E1 Faux. El Vrai. 3 Faux.
62| 8 Vrai. E1 Vrai.

El Faux, car M appartient a [OM), mais pas forcément a

[om].
[l vrai.
z Module Un argument
Z, 3 T
T
Zg 2 7
T
Zp 2\/5 %

Lorigine est a exclure de chaque ensemble de solutions.

E N On écrit z = x + iy avec x et y réels.
2= A+ (yF =Ry =
7|= /@4y P =y =2l

Fla. M’ est le symétrique de M par rapport a l'axe des
abscisses, donc arg(z) =—arg(z) (2x).

b. M; est le symétrique de M par rapport a l'origine,
donc arg(—z) = arg(z)+  (2n).
carg(—z)=arg(z)+t=—arg(z)+ (2n).

D Forme trigonométrique
et notation exponentielle

@ [ vrai. F1 Faux. [l Faux. [ Vrai.
[la.etc Flb.etc. Ela. b.etc.
& o . Ha. Ha. Oc.

69 y
C
-4 .A
v
u
I. O .D T IX
B -
_1+ f 1+v3 .
. 12 5 i
E Zy = — 1—1.
B Z3 = \/§ —1.
Algébrique Exponentielle

Z 1-iv3 ze—i%

3v2 3v2 . .

Z; { + [ 1 36

Z3 \/§ +1 zei%

Trigonométrique

4 2(cos(—%) + isin(—%))

z, 3<cos%+ isin %)

Z3 2<cos% + 1sm%)
Algébrique Exponentielle

Z 1—i ﬁe—i%

2 31 2eis

z3 3V/3 +3i 6eie

Trigonométrique

Z ﬁ(cos(—%) + isin(—%))

z, 2<cos7T + 15|n7T7T)

Z3 6(cos% + 1isin %)
7= Y277/6 2476
Ha.|z|=2v2;arg(z) = % (2r);
|z,|=2v2; arg(z,) =—% (2n).

7z =2/2e3:2,=2/2e 4.

b.Z= ei(£+£> donc|Z|=1;
arg<Z)— 5 (an).

e cos /T _@.

‘ 12 4 !
_7n _ V246
smﬁ f
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.5
22012=e'T“=17—i‘/2§.

. T .
z1z5e 2. 7 =4e7 6!,

-1,8i. 2,31

z3 = 4,8e i Zy= 3e

> Préepa Bac

[ La proposition 1 est fausse :
{1007 1007 4
1 . —
3503 32w + 3

donc argz = ‘;i (27) et comme un argument d'un

100 — 1004

z

réel non nul est 0 ou 7, z ne peut étre un réel.

F1 La proposition 2 est fausse:

(z|=]1-2z|© OM = AM, ot A(1). (F) est la média-
trice du segment [OA], perpendiculaire a I'axe des réels.
EX La proposition 3 est vraie:
Me(G)ez—1=—2%avecae|0; ]
=|z—1|=2= M appartient au cercle de centre
A(1) et de rayon 2.

La proposition 4 est fausse :

. (3
1+2i=1-2(=i)=1-2¢el"3)=1-2el7);
—i n’a pas d'argument dans l'intervalle [0 ; 7]
[ La proposition 5 est vraie :

_ 2T a2 T (i TV
A = 4cos 7 4 4sin 7 (21sm7>,

I'équation a deux solutions complexes conjuguées, e'7
L
et e”'7, toutes deux de module 1.

I]A=12—16=(2i)2;5={«/§+i;«/§—i}.

Fla.a=v3 —i=2e"s,b=a=2e's

b s
etc=—-=¢e's.

2
b.

¢.OA=|a|=2=|b|=0BetAB=|b—al|=|2i|=2,
donc OAB est équilatéral.

Flb.d=e2c=e2 Xels =e i3 = 17 - \/231
Comme, par définition du parallélogramme, DE = AB,
ona:

e—d=b—a=2i et e=d+2i=%+#i.

c.OE=|s=\/l+<4_2@>2= 5-2/3.

se=lemnl= (-3 + (250
=V5-2/3.

E10n avu que OA = BA, OF = BE. Ainsi, la droite (AE)
est la médiatrice du segment [BO] et, comme de plus
OC = BC, puisque C est le milieu du segment [BO|, Cest
un point de la droite (AE).

PartieA

Z2+a=0o22—(—-a)=0
e22—(iVal=0s(Z-iva)z+iva)=0
©Z-iva=0ouZ+iva=0

& Z=iJaouZ=—iva.

L'équation a deux solutions : iv'a et —iva.

Partie B

T - = gilt-a)
! = — — _ i — jilr—a
na.z - 7 - eio‘ - e = e .

b. M’; est le symétrique du point M, par rapport a I'axe
(0, V), puisque son affixe a méme module que z et un
argument égal a ™ —argz. N; est ensuite le milieu du
segment [M; M, ].

czy= %(ei“ —e i) = 17(2isin a)=isina.
Lorsque a décrit R, sin a décrit l'intervalle [ 1; 1], donc
N décrit le segment [J'J ].
On pourra faire remarquer que l'expression « sin a décrit
[—1;1] » signifie aussi que toute valeur de l'intervalle
[—1;1] est limage d’au moins un réel a résultat obtenu
via le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a la
fonction sinus.

1 1 1

ﬂa.M=N@z=7<z—7)@2z=z—7
<:)2+17=0<:)zz+1 =0&z=iouz=—1.

Les points du plan confondus avec leur image sont J et
J.

b. (z=2if +3=2—4iz—1.

Par suite, 21 = 1—(2 - 1—) S 4i=z— 1
z z

2
z#0 5

< 7Z-4iz-1=0&(z-2i) +3=0.
©z-2i=i/3ouz—-2i=—iV3.
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Les points M cherchés sont les points d'affixe: (2 + v/3 )i
et (2—v3)i.

Ha. Zy = 12<X_x2fl(-y2>+;<y+x2—{y2>l
Cox(+yr—1) oy +yr ).
2024y 200 +y?)

Comme les nombres apparaissant dans les parenthéses

sont des réels puisque x et y le sont aussi, et, d'aprés

I'unicité de I'écriture algébrique d’'un nombre complexe,

on obtient :

x(x2+y>—1)
2(X2 + yz)

b. M € € & zj estréel

y(x2+y2+1)
2(X2 + y2)

€ est I'axe des réels, privé du point O.

x(x®+y*—1)

2(X2 + yz)

S (x=00oux’*+y*=1)et(x*+y>#0).

% est la réunion du cercle I" et de I'axe des imaginaires

purs, privé du point O.

Exercices d'entrainement

Ha.P(-1)=—1-3-3+7=0.
b.P(z)=(z+1)(2>—4z+7).
c.P(z)=0&z+1=0et2—4z+7=0.
Léquation z>—4z+7=0 a pour discriminant
A =—12=(2v/3i), donc deux solutions complexes
conjuguées 2 ++v/3iet2 —v/31.
s={-1;2+V3i;2—-V3i}.

Ha. v

_ y(E+yA+1)

Re(zy) = etlm(zy) = 22 +?)

=0 y=0etx*+y*#0.

cMeF o zyeciRe =0

AV D

B

b. AB=[2+/3i+1[=v32+3 =23,
BC=|—-2v3i|=2v3 et AC=|3—-iV/3|=2V3.
ABC est donc équilatéral.

. CA(-3+1iv/3), D1 +iV3).

C7-Cf=<;§>-<}§>=—3+3=0.

Les vecteurs CA et CD sont orthogonaux et, par suite, le

triangle ADC est rectangle en C.

[l On pose z = iy avec y réel. iy est solution de (E)
équivaut a
—iy? + (=8 +i)(—y2)+ (17 - 8i)(iy) + 17i = 0
8y’ +8y=0
SV s 24 _
Vv —y?+17y+17=0
@{y o {y
17=0 0=0

L'unique solution imaginaire pure de (E) est —i.

S y=—1.

F1 En factorisant en ligne, on trouve aisément :
(z+i)(z22—8z+17):a=—8etb=17.
El(E)®z=—iouz"—8z+17=0.

l'équation z2—8z+17=0 a pour discriminant
A=64—68= (2i)2, donc deux solutions complexes
conjuguées 4 +1i et 4 — 1.

Sy ={-i;4+i;4—i}.

& on pose z = iy avec y réel. iy est solution de (E)
équivaut a y* + 8iy®> — 26y> — 72(iy) + 153 = 0

y* =26y’ +153 =0

8iy(y?—9)=0

L] A o0

= ou ou

153=0 81—234+153=0 0=0

S y=—3o0uy=3.

L'équation a deux solutions imaginaires pures 3i et — 3i.
En factorisant, on obtient I'équation équivalente :
(Z2+9)(z2—8z+17)=0.
Léquation équivaut a
22—8z+17=0.

Or, I'équation z2—8z+ 17 =0 a pour discriminant
A=64—68= (2i)2, donc deux solutions complexes
conjuguées 4 +iet4 —i.

S={-3i;3i;4+1i;4—i}.

Soient A(—3i), B(3i), C(4 —i) et D(4 +1i).

La figure permet de conjecturer que l'affixe du centre K
est 1. Comme K appartient a la médiatrice des segments
[AB] et [CD], il ne reste plus qu’a calculer KA et KC qui
valent tous les deux +/10..

Les quatre points appartiennent au cercle de centre
K(1) et de rayon v/10.

H1+i=+2es,

dou (1+i)f = V2% = a5 =—8i.

On peut aussi écrire : (1 + i) = 2i et (2i) = 8i3 =— 8i.
Fa.[(1+ i)3]2 =—8i,donc (1 + i)’ est solution de (E).
b. (1 + i) et son opposé —(1 + 1)’ ont le méme carré et
sont donc solution de (E).

Comme (1+1i) = 2i(1 +i) =— 2+ 2i, l'ensemble des
solutions de () est {—2 + 2i;2 — 2i}.
Fla.Onat=(1+i)f = 2i solution de (F).

2

b. (jt) =2t = ei( 3 )X3t3 = 1X(—8i)=-8i,
de méme (2t) = /58 = £ = 8i.
(7 11
Oa. A(ZQ%), B(Zel(TnD et C(Zel(Tﬂ».
b. AB=|jt—t|=2/3;AC=|2t—t|=2/3;
BC =| j2t — jt| = 2+/3, donc ABC est équilatéral.
On peut aussi faire remarquer que l'on passe de Aa B, de

z=—31 ou z=3i ou

BaC, puisde CaAen «tournant d'un angle » de ZTE et
que de ce fait AB = BC = CA.

Eﬂa.
zp=(1—if =401 —i)=1-2—-1-4+4i=—4+2i
etzg=(3+if —4(3+i)=—4+2i.

10 Livre du professeur - CHAPITRE 7 Les nombres complexes
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b. Soient M, (z) et M,(z,) deux points ayant la méme

image par f.

Alors M’y = M’y & 27 — 4z, = 72 — 4z,

S z-23-4(z—2)=0
S(z—z)z+t2)—4z-2)=0
S(a-—n)ztz-4)=0
Mi=M,&2—-2=0
ouz+z—-4=0&2z—-2=00u 17(z1+22)=2

& M; =M, ou le segment [M;M,] a pour milieu le
point K d’affixe 2. Ainsi, M; et M, sont:

- soit confondus,

- soit symétriques I'un de l'autre dans la symétrie de
centre K(2).

On peut constater que les points A et B qui ont la méme
image d'affixe (—4+ 2i) sont bien symétriques par
rapport a K.

Fla. OMIM' est un parallelogramme S oM=MI1
Sz=—-3-7+4z777-3z2+3=0.

b. léquation z2—3z+3 =0 a pour discriminant

0=—3= («/?i)z et donc deux solutions complexes

3 /3 3, .43
2 2 2 "2
Ha.z +4=2—4z+4=(z-2Y.
b. 2 + 4 =(relf = r2e2®, comme r* est un réel
positif (puisque r est réel), cette écriture est une
forme exponentielle de z' + 4 et on en déduit que :
arg(z' +4)=2a (2n)et|z +4|=1r%

. T

[la.Soit E(—4+3i).0Ona z.+4 =3i =3e'2.
D'aprésle b. Eestl'image du point M d'affixe zsi, et seule-

mentsi: z—2 = rel” avec r* = 3 et 2a = % (27).

Ce qui équivaut a: z =2 + re® avec r = V3 (car r>0)

conjuguées :

T
eta =, (7).
T

On trouve ainsi les points F (2+/3e4) et

.51
R(2+v/3e%).
b. Pour obtenir la forme algébrique, on passe par la
forme trigonométrique :

Z =2+\/—[cos£+isin%]
ou 22—2+f[cosf+1sm%r]
etenfin:
_ f f _ ., J6 .6
=2+ —= =2 N 1—2 .

On obtlent blen deux pomts E et F, ayant pourimage £,
symétriques par rapport au point K(2) (voir Kl b.).

[N Faux. Un contre exemple: avec z=1 on a
Im(z2)=1Im(=1)=0et—(m(i)y} =—

Plus généralement, en posant z= x+iy avec x et y
réels,ona z2 = x> — y? + 2xyi, donc Im(z2) = 2xy, alors

que —[Im(2)]" == 2.

1 1 = 1 =

L= = — X = — ;
FI vrai ~ X3 z,donc ON Ve oM
comme —= — €R, les vecteurs OM et ON sont
colinéaires, donc O, M et N sont alignés.
Elvrai. |2+iz|=|2i—Zz|e]i(-2i+2)|=|-2i—z]

en ayant remplacé le module de 2i — z par celui de son
conjugué.

Comme |i|=1 et deux opposés ont méme module,
2+iz|=|2i-Z|e|z-2i|=|z+2i|< le point M
d'affixe z appartient a la médiatrice du segment [AB], ou
A(2i) et B(—2i) ; or, cette médiatrice est I'axe des réels.
L'affixe z est réelle, sa partie imaginaire est nulle.
Remarque : on peut aussi utiliser la forme algébrique ; en
posant z = x + iy avec x et y réels, on a:
2+iz|=2i-Z|e|2—y+xi|=|-x+i2+y)]
SQ2-yl+x2=(—xP+Q2+yf o8y =0sy=0.
I3 Faux. Contre exemple :avec z=2 ona|1+2i|= V5
et|1—ix2[=[1-2i|=+5 les deux complexes ont le
méme module et pourtant la partie réelle de zn'est pas nulle.
Remarque : comme 1 —iz =1 + iz et deux conjugués
ont méme module, Iégalité |1 + iz | =|1 — iz | équivaut
a|1+iz|=|1+iz|...ce qui est vrai pour tout z.

H Faux. Le complexe z de module 1 s’écrit e et I'égalité

sur les arguments s'écrit: 20 =—0 (2x), soit:

30 =0 27r)<:>e—o<23”>
on trouve trois solutions :
o 4. (V1 V3 g4y 1 V3
e = ,e(s)— 2+21,e(3)— 5 5 I
. r2)=o.
b.P(z)=(z—2)(2+2V2z+4),donca =2v2,
b=4.
FP(z)=0©z=20uz=—V2+/2i=z

ouz=—v2-v2i=2z.
Donc S ={2;—+v2 ++2i;—+2 —+/2i} et on a bien
7 +2,=2Re(z)=—2V2.

‘21‘:2:
3
argz = =, (2n);argz ==, (27)
Ha. y)
B
1, ~a=675
q A
T T OEI h |X
C
b.OA=|z|=2=08

et (OA,08)=(4,08) = argz, = %Tn
donc OAB est isocele direct.

(27),

(G, 0f) =% (n) et comme [OI) est la bissec-
trice de Iangle AOB et AO]<%, on obtient
(@,01) =3 (2n).

1 2-V2 V2.
c.z,=7(zA+zB)=f+ 5 i

A= (252 (] e

d.z; =|z|e 5= =z |<cos 38 + isin 387t )

Par suite cos—37t = Rez, =_2-v2 _v¥2-+42
T8z 2/2-2 2

et sin—— 3 = Imzl = 2 = 2142 .
8 |z 2/2-42 2
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) Problemes

E Partie A

Elsoitz=x+iyetz =x"+iy,alors:
7z = (x+iy)(x —iy) = (xx' +yy)+
77 €iR < Re(zz') =0 & xx’ +yy' =0
& T+.f =0T ett sontorthogonaux.
FlzXiz=zX(—1)z=—i(x*+y?) et comme

i(xy —xy’).

X*+y?eR, zXize iR et, dapres le El, les vecteurs
ON et ON' sont orthogonaux, c'est-a-dire que le
triangle ONN’ est rectangle en O. Comme de plus

ON' =|iz|=|z|=ON le triangle ONN' est isocéle
rectangle.
Partie B
1431 .
Ha.a= 141 =2+1.

b.ie2 =i(2+if =i(3 +4i) =— 4+ 3i.
Ha.(z—a)(z—ia) = 22 — az(1 +i) +ia?

=22-(1+3i)z—4+3i

={a;ia}.

=/(2).
b Sf Z) [

Partie C

Comme b=—1+2i=i(2+1)=ia, daprés le A., le
triangle OAB est isocéle rectangle direct en O.
Fd=ic=i(-3+2)=-2-3i.

+ . . =
Ez, = b 3 € =—2+2iet par suite I'affixe de OM est

—2+2i,cellede DA esta—d = 4 + 4i.
OV -DA=—8+8=0;0M=|-2+2i|]=2/2
et DA = |4+ 4i| = 4/2 = 20M.
1 . 1 3. .

Oa. Ji (—7—71>, K(—i), L<7+71>, M(—2 4+ 2i),

— 1. —>5 1.\,
donc JK(7—71) et ML(5 —i): JKLM est un
parallélogramme
b. De plus, JM(

suite, d'apres le A., KJM est un triangle isocele rectangle
direct enJ et donc JKLM est un carré direct.

5 T .
+ 71) Cest-a-dire z 57 = iz ; par

@I]A=36—72=—36=(6i)2
S={-3+3i;-3-3i)={3/2e % ;3/2e % |
F1 a. Voir la figure au Ell c.
b.b:—(3—3i):—3+3i=3ﬁei%“;
(7,0C)=(u,08) + 5 et OC= OB;

(3 .3
par suite, ¢ = 3/26el% *3)=3/2e7 =—3-3i.

c. ABCD paraIIéIogramme@ﬁ= BC

Sd-a=c-bed=at+tc—bed=3-09i.

Ela.|DA+ DB+ DC | =|2DB |, car DA+ DC = DB,

donc Hﬁ+ D_B>+D_C)H=2DB etDe €.

b. Zyziwgimec =a+tb+c—3z=—3—-3i—3z
=—3(1+i+2z).

Me @ e|-31+i+z)|=2/d—b|

(:)\z+1+i\=%\6—12i|=}|z+1+i|=4«/§.

c. () est le cercle de centre le point K d'affixe (—1 — i)
et de rayon 4v5.
On remarque que K est le centre de gravité du triangle ABC.

SIS S S S

V—
Az_ A
As 1
Ag AO
ArN O f4, 0]
As  Ag
; 1 1.
Ha.z —z = e =—5 + 51,
S D I )
donc ro—‘ 5> t5 ’ 5
Pour tout entiern = 1,ona:
Zy41— 2, =0z, — 021 = a(2, — Z,_1).

12 Livre du professeur - CHAPITRE 7 Les nombres complexes
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b.|zy11—2,|=|a|X|z,~ z,-,

7

et A _ _ V2
C'est-a-dire r, = \ a \r,,_1 =5 h-1
. . e . V2
La suite (r,) est donc géométrique de raison — et de

. _ V2 .
premier terme rp = T, donc pour tout entiernona:

rn=r0<ﬁ>n—<ﬁ>n+1_

2 2
c. 1, estlalongueur du segment [A,A, +1].
\/5 n+1
n 1_<7
d.L,,=Zrk= ? X 2
0 1_72
2
\/5 / <5>n+1> ( <5>n+1)
= 1- =(+v2)\1-(5) .
2-v2\ 2 (1+v2) 2
Dou lim L,=1+v2,
n—-+oo

n+1
puisque lim (T) =0
n—+oo

avec@e]—hﬂ.

El a. L'algorithme calcule la longueur de la ligne polygo-
nale Ay, A, A, ..., A, telle que la longueur du segment
terminal A,_,A, est supérieure au pas h choisi, mais
celle du segment suivant A,A, + ., elle, est inférieure ou
égaleah.

Variables :
n, p : entiers
h,r, L, t:réels
Début
Entrer(p)
h—107(=p);
,oV2
2 !
L-0;
n<o;
TantQue r"*' > h Faire
L—L+/*";
n—n+1;
FinTantQue;
t — partie entiere(n/8) ;
Afficher( la longueur parcourue
jusqu'au point A, est L)
Afficher( on a fait t tours autour
du point O)
Fin

Et avec Scilab :

p=input( )
h= /\(_p)

r=sqrt(2)/

L=0;

n=0;

while rA(n+1)>h

L=L+rA(n+1);

n=n+1;

end

t=floor(n/8);

disp(L, n,
)

disp( i )

b. Lorsque l'algorithme s‘arréte, on n'est pas sar qu'il
reste moins de h cm a parcourir sur la ligne polygonale,
car lasomme des longueurs de plusieurs segments peut
encore dépasser h.

Exemple : avec une précision de h=10"'=0,1 on
obtient :

choisir p pour une précision a 1/10%p:1
jusqu’au point A
6.
la longueur parcourue est
2.1124369
on a fait
0.
tours autour de O

Et on constate que la longueur restant a parcourir sur
la ligne polygonale estde 1 +v/2 — 2,1124369 = 0,30.
c. On modifie l'algorithme pour que, lorsquiil s'arréte,
la longueur parcourue soit proche a moins de h de la
longueur totale :

p=input( )
h=101(-p)

r=sqrt(2)/2;

s=1+2*r,//il s'agit de la valeur de la limite de longueur L
trouvée a la question 2.d//

L=0;

n=u;

while (s-L)>h

L=(1+L)*r;// on se persuadera de la véracité de cette rela-
tion, mais on peut aussi mettre L+r\(n+1)//

n=n+1;

end
t=floor(n/8);
disp(L, n,
)
disp( x, )
disp(s-L, )

d. On lance le programme dans la console en rentrant
«6» pour p, on obtient:

choisir p pour une précision a 1/10"p:6
jusqu’au point A
43.
la longueur parcourue est
2.4142127
on a fait
5.
tours autour de O
le reste de la ligne polygonale mesure
0.0000008

Il est donc nécessaire de faire 5 tours et d'aller jusqu’au
point A,; pour avoir une précision h =107 sur la
longueur de la ligne.
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On voit bien que cela change par rapport au 1¢ algo-
rithme : en lui demandant d’arréter dés qu’'un premier
segment a une longueur inférieure a 1076, on obtenait :

choisir p pour une précision a 1/10A p:6
jusgu’au point A
39.
la longueur parcourue est
2.4142103
on a fait
4.
tours autour de O

Soit une longueur de la ligne qui était 8 3X107°° cm
environ de la longueur totale.

I]c.2(3+i)+3+i=6—21+3+i=9—i.

Ha.|iz—1|=|i(z+i)|=|i|x|z+i|=|z+1]
=|z—il.
Bb ~1FIV3 () T i 2 (X )
V4 r r
He(1-iv3)' €]0;+x[etn=0

e arg(1—iv3)' =0 (2r)etne N.

@neNetn(—?)—an keZ

S n=6k, keN
Helz-1|=|z+i|e|z-1|=|z—i|© AM = BM.
Be|z-(1-i)|=|V5-2i|e|z-(1-1i)]=3

< il existe un réel o tel que:
z—(1—-i)=3e"ez=1-1+3e% acR.

Il s’agit du cercle de centre K(1 — i) et de rayon 3.

Eb. (U,OTB)=(E,07\’)—%

. 5T
et OB = OA,dou b =+v2e "6 .
[l c. léquation équivaut 8 : z#3 et 2Z2—4z+8=0
dont le discriminantest A =— 16 = (4i ).
Elle a pour solutions 2 + 2i et 2 — 2i.

@ﬂa.etc. Ha. Ha.etc.
90 El D(—i),car OD = OA
etargzp(4,0D0)=(0A,0D) = —% (2n)

OC = 0D + OA , donc C(1 —i).
Fla.OF = 0B

etargz = (U4,0F ) = (U,O_B>)+%: B+% (2m),
donc f=eilF+3),

b. f=efxe2 = bi.
ce=f+b=(1+i)b.
E10G = OF + 0D, donc g =
[la.b = cosp +isinp.
b.Zgg=e—g=b+i;
Zegzg=c—g=1—ib=1+sinf —icosp.

—— cosB 1+sinB
e
¢.GE +GC = 0 et GE2 = cos?B + (1 + sinB)* = GC? :

ib—i=ib—1).

le triangle GCE est isocele rectangle en G.
[ Oui, sous Geogebra il suffit de faire varier le curseur r
et le curseur B pour voir que la propriété demeure.

Les calculs a conduire, semblables a ceux des questions
précédentes, montrent que :

——( rcosf +rsinf3 _
GE<1 +rsinB> et GC( —rcosf ) ur=[bl.
Partie A
na=§+% \/§<; fi)a@ei?,

_ . i 21 . LT
b=—a=e"xv3e 3 =,3e3 etc=3i=3e"2.
E1 Voir la figure compléte au B. EL.

ElAB=|b—a|=|-a—al|=|a+a|=V3,
=c—a|=—‘/2§+§i =3
etBC=c—b|=c+a=g+%i =/3.

Par suite, AB = AC = BC = /3 :le triangle ABC est équi-
latéral.

Partie B 1 1 -

[ Ry B — 1*
I]a.a—3a 3><3><e3 e
, 1 .4t 1 . .
b = ?X3e 3 =e'3 etc ?X9e1“23e”t.

b. (U ;0A)=arga = % (2n)

et(G;08 )= argb’ = 43i (27), donc par différence,

(0A ; OB)———%=E (2n

et B’ sont donc alignés.

(D’;ﬁ)=argb=277T (2n)

) : les trois points O, A

et (G:04) = arga’ = 2:% (27), donc par différence,

(OB ;04") = 23—7T - ZTE =0 (2m):les trois points O, A’
et B sont donc alignés.

a-;b =%i et K’ a pour affixe

Fla.K a pour affixe
1/3.2_ 3
?(7‘) T4

b. Les points de I'axe (O, V') ont pour affixe iy, ol y est
un réel quelconque. Leurs images ont donc pour affixe

— %yz :I'ensemble des images est la demi-droite repré-
sentant les réels négatifs, soit [OK’).
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El a. Les deux méthodes suggérées sont réalisées, I'une
avec M, I'autre avec N (N" = 1/3 * N?) :

b. Lensemble (££) semble étre une demi-parabole d’axe
(O, U) et de sommet K'.
c. Laffixe z' du point M’ vérifie :

7z =L<x+ii)2=L(x2—i)+xi=x’+iy’;

3 2 3 4
par suite, les coordonnées de M’ vérifient :
IS
y =x xX=Yy
le point M" est donc bien un point de la courbe d'équa-
tion : x = %y’z - %

Comme M décrit la demi droite [KA), on a x>0 ; par
suite, y' = 0 ; () est donc la demi-parabole d'équation :

N o= y2_ 3
3V 72
y' =20

92| Ha.Z2+8=(z+2)(22—2z+4).
b.S={-2;1+iv/3;1—-ivV3}

c.S= {Ze’i7t ;263 ; 2e’%}.
F1(OA ;0B ) = argzz — argz, = —
(0B ;0C) = (ud;0C)—(u;08B)

T 2
3= ()

=argzc —argzg = 2% (27).
On peut calculer AB, BC et CA au moyen des modules,
mais on peut aussi faire remarquer que l'on passe de A a
B,deBaC, puisde CaAen«tournantd'unangle » de 2?7{
et que de ce fait AB = BC = CA, et ABC est équilatéral.

Ba.ﬁ=0ﬁ,donc0=d+a=—%—@i.
_3 1
b. Comme OL]| fg et AL] jg ,H'O—[:O.
2 2
¢ 1 C

>
<
<y

Le triangle OLA, rectangle en L, d’hypoténuse [AO] a
pour cercle circonscrit le cercle de diamétre [AO] :

L appartient donc a ce cercle.
L est le point d'intersection du cercle et de la paralléle a
I'axe réel, passant par D, autre que celui situé sur [AB].

mﬂzeiRc)z:tiavectréel
o0oM=tveM=0ou(v;oM)=0 (r)
comme (D’,V)=%

i \3 LT
Ha. (e’?) =e 2 =—iciR,doncAappartienta €.

V3 1. 51
b.argb = arg(—T - 71) == (2m),
donc arg(b®) = —STE = —% = % (n), donc B € €.
puisque z#0 T
«.Z2ceiR < 3a =5 +kr, kel
T kmt

eSa = 6 + 3 keZ.

. T 1w 5m 7=n
d. Cela donne six valeurs pour a: —, 5, —/—, —,

6’ 2 6 6

3 11z

56 soit six demi-droites faisant un angle a avec

U, eten les associant par deux, on trouve les trois droites.

Ela.On pose z = rel® avec r >0,
alors (F) © 2°=—64=r"=64=r=2.
b. 28 =— 64 & 1°e%® = 64e'™

=64 .
= T T
60 =n+2km keZ Q=g +T”‘EZ-

Les solutions sont représentées par les points communs
au cercle de centre O et de rayon 2 et a I'ensemble € de

la question 1. On trouve six points d'affixes :

i i i I 3 M
2e'6 ;2e'2 ;2e' 6 ;2e'6 ;2e'2 ;2e 6 .

r=2

Aa,- (x=2)+(y+1)i

x+(y+1>i
Cx(x=2)+(y+ 1P +ix(y+ 1) = (x—2)(y +1)]
X+ (y+1Y
_ X4y =242y 41 2(y+1)i
X+ (y+17 X+(y+1)°
L Xy = 2x+ 2y +1 , 2(y+1)

ReZ = ) 2 7 :ﬁ'

X+ (y+1) X+ (y+1)
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HamMeé¢eszZeReIimz =0
Sy+1=0etx®>+(y+1Y#0
ey=—1let(x;y)#(0;—1).

L'ensemble € est la droite d'équation y = — 1, privée du
point B(0;—1).
bMe¥F <7z ciRe& Rez =0

S x2P+y?—2x+2y+1=0et x? +(y+1)27é0
S(x—1P+(y+1¥=1et(x;y)#(0;—1).
Lensemble F est le cercle de centre K(1 — i), de rayon 1,
privé du point B(0; — 1).
c.

I

El Léquation équivaut a :
z—2+i=2i(z+i)ez(1-2i)=—i
| -2 _1.

~>z= _I+21<:>Z—5 51.

Le point d'affixe a = % - %i est tel que o’ = 2i, qui
est imaginaire pur, donc ce point appartient é_ F.
Ha.z=—i+2%0€c[0;2r]© z+i=2e",
belo;2r]e|z+il=2e|z-b|=2.

& M est un point du cercle I de centre B(—1) de rayon
2.

b.z —1=- 2 __ 2

z+i 2l
oz —-1|=1.
dMelez=—1+2"=|7-1|=1

|z —a|=1=M eI oul" estle cercle de centre A
et derayon 1.

@ Partie A

[l a. En posant x = u + v I'équation (1) devient :

B+ v+ (u+v)(3Buv—3) =14,
b. Il suffit de prendre uv = 1 pour que I'équation s'écrive
u® + v3 = 14, et par suite, u3v3 = 1.
Fla.U et V sont les solutions de I'équation
(X=U)X—=V)=0, soit X>—(U+V)X+ UV =0, soit
encore X> — 14X+ 1 =0.
b.Onobtient A =192 et S={7+ 43 ;7 -4V3}.
Ela.En prenant U=7+4v3 et V=7—-4Y3, on
obtientu =*/7 +4v3 etv=37-4y3.
Et on a bien uv = 1, par suite :

utv=%7+4/3 +%7-4/3
est solution de I'équation (1).
b.La dérivée, x — 3x*—3 sannule en —1 et 1, en
changeant de signe, ce qui donne deux extremums rela-
tifs: — 12 et — 16. Par suite, pour tout réel x € |— o0 ; 1],
x> —3x—14<-12<0 et sur lintervalle |1;+ o] la
fonction est strictement croissante et ne peut donc s'an-
nuler qu’une fois.

efie — ei(nf 9).

Partie B

[l « Des choses » renvoie au nombre « 3 », coefficient
de x pour dire « 3 fois un nombre inconnu ». La chose
principale désigne « le nombre inconnu », celui que
nous notons « x ». Le tiers cubé des choses est le nombre

que nous avons noté (uv)’ et qui vaut ici (%) =1.

F10n a alors trouvé (voir Fl) deux nombres U et V dont
la somme était le nombre donné : 14 et dont le produit
valait le tiers cubé des choses, c'est-a-dire 1.

La solution est ensuite obtenue comme la sonne des
racines cubiques des deux nombres U et V.

EJ En posant x = u + v Iéquation devient :

B+ vi+(u+v)(3uv+3) = 36.

[l suffit de prendre uv = — 1, pour que I'équation s'écrive
u® + v3 = 36 et par suite, u3v3 =—1.
U e V sont les solutions de [Iéquation

(X—=U)(X—V)=0, soit X?
encore X> —36X—1=0.
Onobtient A = 1300 et S = {18 + 5v13 ;18 — 5V/13 }.
En prenant U=18+5v/13 et V=18-5+13, on
obtient: u=3%*18+5/13 etv=%18-5/13.
Et on a bien uv =— 1, par suite :

u+v=%18+5/13 +3%18-5/13
est solution de I'équation.

Ce nombre est en fait égal a 3 : on vérifie en effet que
33+3X3=27+9=36.

—(U+V)X+ UV =0, soit

96 Hued+v3+(u+v)(3uv—15) = 4.
Il suffit de prendre uv = 5 pour obtenir u> + v = 4.
Alors u3v? = 125.
EFla. U et V s'ils existent sont solutions de I'équation
X2 —4X+ 125 = 0 qui sécrit encore :
(X—2F+121=0.

b. Cette équation n'a pas de solution dans R.
c. 4> — 64 et 15X 4 + 4 = 64, donc 4 est solution de (3)
qui peut se factoriseren:

(x—4)(x*+4x+1)=0.
Les solutions de (3) sont 4, —2 + /3, —2 — /3.
Ha. (X—2Y+121=0 (X—2Y—(11if =0
e (X=2-1i)(X=2+11i)=0
douU=2+11i et V=2— 111 par exemple.
b.2+i)2—-i)=4—-i2=4+1=5;
+if=2+1iet 2—if=2-11i.
On peut donc prendre u=2+i et v=2—1, 0n a
bien uv =5 et par suite u + v est solution de (3), et
utv=2+i+2—-1=4,

D) Pistes pour ’laccompagnement
personnalisé

Revoir les outils de base

I]P(x

Y=(x+1—-4)(x+1+4)
=(x—3)(x+5).

16 Livre du professeur - CHAPITRE 7 Les nombres complexes



©Hachette Livre 2012 - Déclic T S

P(x)=(x—7)(x+2);A=281.
BP(x)=2*+x+1;A=-7.
EP(x)=—x(2x2—9x+9) =—x(2x—3)(x — 3).

@ [l OA =+v3+1 =2.Aestlepointdordonnée 1 et
d’'abscisse positive sur le cercle de centre O et de rayon
2.

F10B =1, de plus OB et OA sont colinéaires et

de mémes sens, doncJQB=kOA, avec k>0 et
_ 0B _ 1 . . 3.1

k= OA = 2.A|n5|,B< 5 2)

B((TI);EL\))Z((TI);@))Z% (27).

Les savoir-faire du chapitre

ma.z1=8+6i;

b.z,=(2—-3i)(8—6i) =—2—36i;

c.z3=1i(—2—-36i)— (8 +6i) =28 —8i;
63 23,

doz, = 55 T 55

100 a.s={-11i;11i}.

b. A =—196 = (14i), S = {2 - 7i;2 + 7i}.

csz{i__v i+_v23-}
: 6 6 ''6 6 'J
d.2=—9ouz?=4,5={-2;2;-3i;3i}.

a. Clest le cercle de centre le point K( i ) et de rayon 3.
+2i)|=|z—(—2+i)| e AM=8M

avec A(1+2i)etB(—2+1i);

I'ensemble cherché est la médiatrice du segment [AB].
c.argz = % (2n) = (G;0M) = % (27) ; l'ensemble
cherché est Ia demi-droite ouverte d'origine O qui fait
un angle de +- 3 avec le vecteur U .

d. argz=—% ()& (G ;0M) =_% () ;

I'ensemble cherché est la droite d'équation y =—x,
privée du point O.

a+b b+c c+d
.n = ZJ_ 2 ; Lk = 2 y
_d+ta
Z="5 -
Ea.27=zj—zl=%eth=zK—zL= c;a ;

ite: I/ = LK .
par suite : 2 atbtctd

+
b. Laffixedumilieude [ 7K Jest -~ 5= 7}

+
et celle du milieu de [JL] est 12 A bterdta,

4
les deux milieux ayant méme affixe, ils sont donc
confondus et IJKL est un parallélogramme.

™ e 2 (T ey V2 V2
I]z2 e(12 3)— ( )_—2 5
Z a+ib 1 «/§>
E22_1 iv3 (+1b)<2 2!
=+
2 2
_a+b/§+.b—a 3
2 )

Livre du professeur - CHAPITRE 7

ElDu fait de l'unicité de la forme algébrique d'un
complexe, on obtient, en identifiant les parties réelle et

a+bvy3 _ V2 _b-a/3 __ /2
2 2 2 2
‘{a+b«f=x/§

soit b—a\/—=—ﬁ.

En multipliant la 1% équation par v'3 et en I'ajoutant a

la 2¢, on obtient: 4b = v/6 — /2, d'ou b = @

En multipliant la 2¢ équation par —+'3 et en l'ajoutant a

imaginaire : et

la 1, on obtient: 4a = v'6 ++/2,d'ou a \/>+\/>
cos T - V6EV2 Sinizg
12 4 12 4 ’

Approfondissement

104 X = x> —y? et x* + y* = 1 puisque le complexe
est de module 1. Par substitution, on obtient :
X2 _ 1 X _ 1 _X

Ty ety =T
Bt = ok = Y2 L,

2 2
1+

2+4/2

V2
d'aprés le [l on a donc cos? 5 2

zlz 2_\/5
8 4 ’

S
8
et sin

Comme [ ;L], cos et sin—~ sont positifs et
8 2 8
V2+4V2 +

T 2—42
8 2 ’

s
ona: C058 = et sin—4

ElOn pose z =ne™, z,=ne'® et z; = pel®,
avec n, h, 1 réels strictement positifs, a;, a,, az réels ;
alors z,z,z; = rprRel® Tt w),
Et comme le produit des modules est strictement positif,
onobtient: arg(zz,z3) = a; + @, + a3 (27).
Flb.z,=8+1i,z3=5+1, 2. =2+1.
C. zpz5zc = (8 +i)(5+1i)(2+1i)=(39+13i)(2 +1i)

=65(1+1).
d.D’apréslefl,ona:
arg(zszpzc) = argz, + argzg + argzc

=a+B+7y (2n)

et par ailleurs arg65(1 +i) = arg(1 + i) = % (2m).

Do légalité: a + B +v = -~ (21).

mna.5={x/§—i;\/§+i}.
b.a=+3+i=2e6 eth=

_ _. T
a=2e's.

Les nombres complexes 17
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Fla.0A =OAet(G;0A )= (U ;0A)+(OA :04)

- T, T _ T P R
_6+3 2,donca 2e"2 21./_
b3 il gt 3v3 3.
b.b" = 2b— 3e7"6 = 3e'6 = 5 +21.
Hla.cc=|cf=0C=R;
(c—2i)(c+2i)=(c—2i)(c—2i)=|c—2if
= CA? = R?
3v3 3 . \-,.3V3  3.\_ | _,p
(c+ 5 21><c+ 5 +21>—|c b
=(CB” =R’
b.(c—2i)(c+2i)=RP=cc+2(c—c)+4=cc
_ 4 .
=>C_C——T=>C—C—21.
1
3/3 3 .\(~, 3V3 i->_ 5
<C+ 3 21><C+ 3 +21—R
=33 (e Jile- o)+l =0
:3‘£§(c+z)—3+9=o
etEo_ 12 __ a3
3V3 3 -
c. En additionnant les deux relations on obtient :
C——zg +1 et R=|c\=,/%+1=—‘§1

Hz =1 +i=\/§(cos%+isin%>=\/>2e%,

7+7i=—2 C ST+ismT =

F1a.0n pose a = re'® et b = se®, avec r >0 et >0,

a et B réels, alors ab = rsel@*B) et comme s>0,0na:
ol

b.e’—1=e“(e" ~ e %) = e®(2ilm(e'®))

=e'%(2isina). ‘

c. f(M)=MAXMB =]z, — e®|X| z5— e

= ‘(ZA —e')(z5 — eia)‘

= ‘ZAZB - eia (ZA + ZB) + ezm ‘

=‘_1 _eia<1_+ii)+e21a

Zg = —

2 2 )
(M) = ‘ei“ (2isina) — el (17 + %1)‘

:‘eia‘x‘_%+<—%+25ina>i‘
f(M)=\/1T+<—%+25ina)2.

Ela. (M) estminimal lorsque —% +2sina = 0, Clest-

a-dire sina = % Or, il existe deux réels a de [0;27],

.3
tels que sina = 7

a; = sin”! (%) ~085eta,=m—sin"' (%) ~2,29.
Les deux points cherchés sont M, d'affixe el et M,
d'affixe e'*2.

b. Il existe un seul point pour lequel f(M) est maximal,

3

obtenu pour a = )

, C'est le point d’affixe —i.

1,1 /E<037r .3n)_£i3_ﬂ

e 4 .

On peut visualiser la courbe de la fonction f sous
Geogebra, avec ses deux minima et son maximum :
y

1'\5/\9/ ,

(0] 1 X

On peut aussi utiliser une figure dynamique pour faire
conjecturer les résultats :

| | o v
o =241°

7 3,287 = MA-MB

Vers le Supérieur

& g1 0n pose z = rel%, z, = nel™ avec n,n réels
strictement positifs, a;, a, réels;alors z,z, = rpel(® %)
etcomme L >0, 1, est le module du produit z z,.
Ainsi, | 21z, | = |z | X| 2, |.

Fla.Soit z=n+im et z = n" + m'i deux entiers de
Gauss, avec n, m, n’, m" entiers relatifs.

z+zZ =(n+n)+i(m+m’);or,n+n etm+m sont
des entiers, donc z + z’ est aussi un entier de Gauss.

b. zz = (nm —mm’)+i(nm" + mn’); or, nm—mm’
et nm’ + mn’ sont des entiers relatifs, donc zz' est un
entier de Gauss.

c.Prenons z=1 et zZ = 1+ 1 tous deux éléments de

S T T ,
Z[i], o = 14 = 3 7 iquinestpasunentierde
Gauss (unicité de I'écriture algébrique d’'un complexe).
Ela.Si z est inversible dans Z[i], alors il existe
Z =d+bi tel que zz/ =1; donc |z|X|z'|=1 et
: (@2 +b2)(a?+b?) =1, dou
=a%+b?;0r,a*+b%*cZ.

en élévant au carré
1

a’ + b?
b. Mais comme a? + b? est aussi un entier positif et que
son inverse est entier, il ne peut étre égal qu'a 1.

c. Léquation a?+b*>=1 dans Z donne a?>=0 et
b’=1 ou a*>=1 et b>=0, dou quatre éléments
possibles, dont on vérifie qu'ils ont bien un inverse dans
Z[i]:i;—i;1;—1.

1 a pour inverse —i et réciproquement; 1 et — 1, eux
sont leurs propres inverses.

18 Livre du professeur - CHAPITRE 7 Les nombres complexes
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Droites et plans
de l'espace — Vecteurs

) Introduction

1. Programme

Droites et plans

Positions relatives de droites et de plans:
intersection et parallélisme.

« Etudier les positions relatives de droites et
de plans.

CHAPITRE

Le cube est une figure de référence pour
la représentation des positions relatives
de droites et de plans.

Géométrie vectorielle

Caractérisation d’un plan par un point et
deux vecteurs non colinéaires.

Vecteurs coplanaires. Décomposition d'un
vecteur en fonction de trois vecteurs non
coplanaires.

Repérage.

« Choisir une décomposition pertinente
dans le cadre de la résolution de problémes
d‘alignement ou de coplanarité.

- Utiliser les coordonnées pour :
- traduire la colinéarité ;

On étend a l'espace la notion de vecteur et
les opérations associées.

On fait observer que des plans dirigés par le
méme couple de vecteurs non colinéaires
sont paralléles.

Ml |l est intéressant de présenter
la démonstration du théoréme dit
«du toit ».

On fait percevoir les notions de liberté et de
dépendance.

On ne se limite pas a des repéres
orthogonaux.

vecteurs.
Représentation paramétrique d’une droite.

— caractériser I'alignement ;

- déterminer une décomposition de

La caractérisation d’un plan par un point et
deux vecteurs non colinéaires conduit a une
représentation paramétrique de ce plan.

= [SI] Cinématique et statique d’un systéme
en mécanique.

Plusieurs démonstrations, ayant valeur de modeéle, sont repérées par le symbole B Certaines sont exigibles et correspondent a des capacités attendues. De méme, les activités

de type algorithmique sont signalées par le symbole ¢.

2. Intentions des auteurs

Dans ce chapitre, on commence par une synthese sur les
positions relatives des droites et des plans de l'espace :
ces notions ont été vues en Seconde et entretenues sur
des exercices en Premiére. L'objectif essentiel de ces
rappels est de permettre aux éléves de construire des
sections d'objets de l'espace par des plans, en s'aidant
éventuellement d'un logiciel adapté.

On ne parle pas de la notion d'orthogonalité qui sera
étudiée au chapitre 9 avec le produit scalaire.

On étend ensuite la notion de vecteur, connue par les
éléves dans le plan, al'espace:il faut rapidement arriver
aux outils fondamentaux de ce chapitre qui sont les
caractérisations vectorielles des droites et des plans de
I'espace et la notion de coplanarité pour des vecteurs.

Enfin, 'usage d’un repére de l'espace permet d'accéder
a un formulaire pratique et a la représentation paramé-
trique d’une droite.

Celle d'un plan n'est suggérée, conformément au
programme, qu'en exercices.

Les problemes proposés sont essentiellement des ques-
tions d'alignement, de coplanarité, d'intersection ou la
recherche de lieux dans l'espace.

On entraine les éléves, dans les problémes de recherche
d'intersection, a interpréter géométriquement la réso-
lution d’un systéme d'équations linéaires, obtenue au
moyen d’un logiciel de calcul formel.

Livre du professeur - CHAPITRE 8 Droites et plans de I'espace — Vecteurs 1
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D) Partir d’un bon pied

Objectif

Les activités de cette page ont été congues pour réactiver
les connaissances concernant la vision de droites et de
plans dans le cube, les sommes vectorielles dans le plan,
les formules élémentaires dans les repéres, ainsi que la
signification géométrique et l'expression analytique de la
colinéarité dans le plan .

A Ha.etc. Hec

B) vrai: i Hetd. .
Faux:E, B3, B E(GZ), B (FT ),E1(SB).

L) ENABCD est un parallélogramme :

AB = D_C)@) ;
m(A, C) = m(B, D) de coordonnées (—1; — 2).
2] B_15<_46> et E(_Zg)) sont colinéaires puisque :

4X(-3)=—-6X2.
Les droites (BD) et (EC) sont paralléles.

B ﬁ<_63> et ﬁ<_12> donc AD =— 3AF et les points
A, D et F sont alignés.
I3 AEBF est un trapéze, car AE = %@

) Découvrir

Positions relatives de droites
Objectif

Le but de cette activité est déviter les piéges de la représen-
tation plane d’'une figure de l'espace, lorsque I'on se pose
des problémes d'intersection de droites. Léleve doit identi-
fier les plans dans lesquels se trouvent les droites considé-
rées. Lactivité conduit a la construction d’une section d’'un
tétraédre par un plan.
I (MN) n'est pas sécante a (AD) (droites non copla-
naires), ni a (BD).

(MN) est sécante a (AB) : ce sont deux droites non
paralléles du plan (ABC).
H (JL) et (AD) sont deux droites non paralléles du plan
(ABD).
El Les droites (MP), (NL) et (CD) sont concourantes.

En effet:

(NL) et (CD) sont sécantes dans le plan (BCD) en V;
(MP) et (CD) sont sécantes dans le plan (ACD) en W.

V et W sont donc deux points du plan (MNP) et de la
droite (CD), qui est sécante a (MNP). Par suite, V = W.
EI MINLP est la trace du plan (MNP) sur les faces du
tétraedre.
HsiBL= 1?BD, ona (NL) strictement paralléle a (CD).

Si (MP) et (CD) sont sécantes en V, alors V est un point
de la trace du plan (MNP) sur le plan (BCD), c’est-a-dire
un point de la droite (NL) : c'est absurde puisque (NL) et

Ha. HOc Hb.

(CD) sont disjointes. Par suite, les droites (MP) et (CD),
situées dans le plan (ACD), sont disjointes, donc paral-
léles....a (NL).

WGl Xd Construire des sommes

vectorielles

Objectif

Il s‘agit de représenter la somme vectorielle de vecteurs de
I'espace en se ramenant a celle dans un plan.

Kl BC = FG, car BCGF est un carré.

u+v= Rf, et AC = E), car ACGE est un parallélo-
gramme (AE=CG).

BG+wW=EB,U—W=AH ;

V+w—U=FA.

E HM = 208 avec M = B ;

OTA>=—177 avec M =1 ;

o1 1o _
JM = Sw 2vavecM—B.

Décomposer un vecteur
Objectif
Il s‘agit de pratiquer la recherche de décompositions d’un
vecteur dans l'espace. On se pose la question de I'unicité de
cette décomposition dans un cas particulier.
E a. AB = HG, donc ABGH est un parallélogramme.
b. AG = AB+ AH .
<. HA = 278~ AH 0K = 3>-AB — - AH.

1

— 1 — 1 - .
ﬂa. 1J= 7HB = TAB—TAH.
b. IJ est un vecteur du plan (ABGH) égal a OB .
E a. Non, car E & (ABG).
b. AC = AB + AH — AE .
c. Supposons l'existence d'une autre décomposition,
donc de trois réels x’, y’ et z' tels que:

X'AB +y'AH + z'AE = AB + AH — AE .

Alors :
(2 +1)AE=(1—x)AB+(1—y)AH.

(0 =y)

AE (1_X)H AH, ce

Si Z2#—1, alors AE = T AB + 71
qui, d’apreés le Fl a., est imposible.

Donc 2’ =—1 et (1-x)AB+(1 —y)AH =0, ce qui
implique x =1 =y et l'unicité de la décomposition
trouvée au b.

Lire des coordonnées

Objectif

On affine la pratique de la décomposition d'un vecteur
dans l'espace selon trois vecteurs non coplanaires, en
faisant ressortir les ambiguités d’une représentation plane
et donc la nécessité pour I'€éleve de se fabriquer une image
spatiale mentale.
EH A(0;0;0);B(3;0;0);C(3;4;0);D(0;4;0);
E(0;0;2);F(3;0;2);G(3;4;2);H(0;4;2).

BM:a.(1;2;2); b.(O;%;%).
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HBnN:a.(3;2;1); b.(1;1;0).
—1 -3
Ha.(0;4;1);b.(—2;3;0)onalj| 1 |etiP| 3
0 0
5]
E H
| M
| R P .-
s, F k G/
;4,!_,:::::: _________
1/ D
- ”’,;’ N
B C

Un probléme de section
Objectif
On étudie un classique probléme de section du cube et
on entraine les éléves a la manipulation d’un logiciel de
géométrie dans l'espace.
K Figure.
H Non, on peut obtenir :
- un pentagone avec, par exemple, M =B, et N et P
milieux respectifs des segments [EH] et [GH] ;
—un quadrilatere (parallélogramme) avec M = A,
N=HetP=aG.

Un triangle : non.
H Les cotés de I'hexagone ont des supports paralléles.
En effet, ces droites sont coplanaires et ne peuvent étre
sécantes puisqu'elles sont incluses dans des plans paral-
leles (ceux des faces opposées) : elles sont donc paral-
leles et disjointes.

Exercices d’application

BIVCUSENEY construire une
section plane d'une figure de l'espace

B o6 =c8=8c= 12248
F1Soit IT le plan passant par M et paralléle au plan
(EBG) ; il coupe les plans (FBCG), (FBEA) et (FGHE)
suivant des droites (B'G’), (B'E’) et (E'G’) respective-
ment paralléles aux droites (BG), (BE) et (EG). Le théo-
reme de Thalés donne alors :

FB' _ FG _ FE _ BG _ GE _ EB

FB FG FE BG GE EB
et parsuite: B'G' = G'E' = E'B'.

En appelant 7 et J les milieux respectifs de [AB] et

[BC], on a dans le triangle SIJ:

—_2—=_ 1
TU = 3IJ— 3AC.

En appelant K le milieu de [CD], on a dans le triangle
SJK:

uv = 3JK— 3 BD.

Par suite, les droites (TU) et (UV) sont paralléles a deux
droites sécantes (AC) et (BD) du plan (ABCD) : les plans
(TUV) et (ABC) sont donc paralléles.

On obtient la section du tétraédre par le plan (TUV) en
tracant sur chaque face les paralléles a :

(AB) passant par T, (BC) passant par U, (CD) passant
par V, et (AD) passant par le centre de gravité W du
triangle SAD.

ﬂ [} Voir la figure ci-dessous.

FIEF = EC+CA +AF = 5 CA + 3 AB
_3(Gi+a8)= 3B
=5 (CA+4AB)=--CB.

Les vecteurs EF et CB étant colinéaires, les droites (EF)
et (CB) sont paralléles.
El a. Les plans (BCD) et (EFG) sont paralléles, car deux
vecteurs directeurs de (BCD), CD et CB sont colinéaires
a deux vecteurs directeurs de (EFG), EG et EF .
b. AG = AE+ EG = 3 AC+ (D

= 3 (AC+ (D) =3AD,
donc les points A, D et G sont alignés.
c.Le plan (ABD) qui est aussi le plan (AFG) coupe
les deux plans paralleles (BCD) et (EFG) suivant deux
droites qui sont paralléles ; or il s'agit des droites (BD) et
(FG) : elles sont donc paralléles.

El]I=F;J=C;K=T;L=O;M=R;N=S.

SRLVLSEUEY pemontrer que des

vecteurs sont coplanaires et choisir
une décomposition adaptée

Bl G-45+AD=24E,v=AC+AD = AF

Et w = EF = BC .Or AE + EF = AF, donc

U +Ww =V et, par suite, les trois vecteurs sont copla-
naires.

Voir la figure ci-contre. L ;
EIAB,DF et AK sont non E Kt F
coplanaires & AB,AC et N
AK sont non coplanaires Lo

& K ¢ (ABC); or, cela est vrai, la=" B
donc AB, DF et AK sont non

coplanaires.

FIAL-AK=KL = %ﬁz—%ﬁ,
ainsi AL = AK — %K et les trois vecteurs AL, AK et

AC sont coplanaires.
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8| [l Le point E n‘appartient pas au plan (ABCD) ; on
ne peut donc pas exprimer ce vecteur en fonction des
vecteurs AB et AD.

FIHI = HE + EA + Al = %E—ﬁ—ﬁ
JO—JG+GO—4AB 2AD 2AE 2HI.

Les droites (IH) et (JO) sont donc paralléles.

RLCUSENEY ytiliser un repére pour

prouver des alignements

_1
3
9 e %  dlou :

_1
3
x=—3t
Me(GE) &y =3+t teR.
z=—1t

En prenant t =— 3 on obtient le point de coordonnées
(1;0;1), cest-a-dire K; donc K € (GE).
Pour F, on cherche un réel t tel que :

2 __ 1
37 3¢
_1, 1 R
0= 5 + 6l ce qui implique : 3 0.
—_1
0=-3

Cest absurde, donc F & (GE).

1
I} AB| 2 |.Une représentation paramétrique de la
-3
droite (AB) estdonc:
x=1+t
y=2+2t; teR.

z=—1-—-3t
F1 a. Une représentation paramétrique de l'axe (O; E)
est: XxX=0
y=0;
z=0
Les coordonnéses d'un point commun aux deux droites
vérifient le systéme :

seR.

0=1+t B
0=2+2t @{t__1
s=2.
s=—1-3t
Les deux droites sont donc sécantes au point K(0;0; 2),
repéré par le paramétre t =— 1 sur (AB) et s = 2 sur
laxe (0;k).
b.Me|[AB] & AM = tAB,t€[0;1]
x=1+t
&iy=2+2t ,te€l0;1].
z=—1-3t

Me[BK) < BM = tBK , t €[0; + ool.

X=2-2s
Sily=4—4s ,te[0;+ [
z=—4+6s
1 ! H
EB| o |; AK 17 ; i )
— O i /,//
. £ —F
AG |1 |;égalité: Dl_,_/_/__ ______
’I ’
a+f=1 //' N
oFB + PAK = AG & {5 B =1 A /
—a=1
a=-—1
‘:’{B=z -
Par suite —EB+ 2AK = AG : les trois vecteurs sont
coplanaires.

On considére le repere (A, AB, AC,AD). Alors

1(3:0:0). (03 )eck(5igiy)

: o 111
Soit M le m|I|e3u de [1J], on a M(T’ e 4) et on
constate que TAK = AM, ce qui prouve l'alignement

des points A, M et K.
Par suite [AK] et [ 17 ] se coupent en M.

D) [ravaux pratigues

Déterminer un lieu géométrique

Objectifs : Utiliser un logiciel de géométrie pour conjec-
turer un lieu. Caractériser un ensemble de points par une
représentation paramétrique et le reconnaitre.

© EVoir la figure du manuel éléve.

E1G semble décrire la droite passant par le centre de

gravité G, du triangle ABC et dirigée par le vecteur U .

@ E Y est la droite passant par C(1;1; 1) et dirigée par
—1

ual 2
3
Donc M€ & & il existe un réel k tel que CM = kU
x=1—k
& il existe unréel ktelque: iy = 1+ 2k.
z=1+3k

Ela. L'abscisse, l'ordonnée et la cote de G sont les
moyennes respectives des abscisses, ordonnées et
cotesde A, Bet M, donc:

2 1

< = —+ k.

3 k, Zg 3 k

b. On reconnait la représentation paramétrique d’'une

XG:‘I_’I?I(, ,VG:1+

droite passant par le point de coordonnées (1 01 1?) et

—-1/3
dirigée par le vecteur v 2/3
1

4 Livre du professeur - CHAPITRE 8 Droites et plans de I'espace — Vecteurs



©Hachette Livre 2012 - Déclic T S

Or,v= %U et le centre de gravité du triangle ABC, Gy,

a pour coordonnées (1 1; ) G décrit donc la paralléle

a la droite 9 passant par le pomt Gp.

Utiliser une décomposition

Objectif : Utiliser une décomposition, un repeére adapté pour
identifier des ensembles de points grdce d leurs équations.
BbJK= 17(W+ JP) = 17(ﬁ+ HM +JC+CP)

S 7S e
= G HE+ 5 CA.

= %(F—H IC)= 17(1_E'+ EH+TA+AC)
=_L@_ La\’

Onadonc IJ =— 3JK etl,J,Ksont allgnes
E10n peut considérer le repére (A, AB, AD, AE ).
El a. N décrit le segment [HE]| et Q le segment [AC].

b.N(0;1—1t;1),Q(1 —t;1—1;0),leur milieu L a pour
, 1 1 1 ,
coordonnées ( > 5 t;1—t; o) ) Lensemble (£) est
1 L.,
donc un segment passant par J<7 :1; 7) et dirigé par
—-1/2 1
u| —1 |.Pourt=1,onobtient I(0;0;7>:
0
() est donc le segment [ 1] ].
1. 2 _ 1. .. 2.2
ﬂa.G(1,1,1)dou5< 3t 3t,3>
_2 _ 1
X = 3 3 t

b.sc (@) ely=1-2t ,tefo:1].
zZ= ?
c. (¥) et (¥') sont dirigés par des vecteurs colinéaires a
—1
w|—2
0

:ils ont des supports paralléles.

Etude de positions relatives

Objectifs

Donner un exemple de représentation paramétrique d’un
plan. Utiliser ce résultat pour étudier des positions relatives
d’une droite et d’un plan, de deux plans. Faire le lien entre
ces relations d’incidence et la résolution algébrique de
systémes obtenue au moyen d’un logiciel de calcul formel.

B M c (P) & il existe deux réels t et s tels que :
AM = tU +sv

ce qui donne encore :

M e (P) & il existe deux réels t et s tels que :

x—1=t
y—1=2t+s;doulerésultat.
z+2=s
x=1+k
BMcy e y=—k ,keR.
z=2+2k

1+t=1+k
BMco9nNP e 1+2t+s=—k.

—2+s=2+2k
b. Le systeme a une solution unique qui est le point
repéré par k =— 1 sur & et par le couple (—1;2) dans

% :il s'agit du point C de coordonnées (0;1;0).
Ela. A passe par B(1;0;2) et est dirigée par le vecteur

—

wi 1
=1
A ne sont pas paralléles, mais sont sécantes au point B.
b.Ona:w +v =4, donc les trois vecteurs sont copla-
naires.
c. A est paralléle a %, donc le plan %' qui contient A
coupe P suivant une droite A’ paralléle a A. Par ailleurs,
comme le point Cappartienta @’ et a &, la droite A’ est
la parallele a A passant par C.

. W et d n'étant pas colinéaires, les droites & et

X=m
MelN &iy=1+m, meR.

z=—m

La résolution du systeme permettant de déterminer
les points communs a %’ et %, nous dit que ce sont les
points correspondant aux parametres t et s =—t+ 1
dans le plan %, ce qui donne la représentation paramé-
trique d’une droite :

X=1+t
y=2+t ,teR.
z=—1—t

[l suffit de poser m = 1 + t pour retrouver la représenta-
tion donnée plus haut pour A’.

D) Faire le point

B aBdactce. He Hb
db. Hec.
[ a. et c. (KJGH est un parallélogramme.)
B.Ha., b.etc. Ha. etb.
Hb.etc. Ab.etc.
Ei K Vrai. E Vrai.
H Faux. [ Faux.

D) Exercices d’application

D Positions relatives de droites et plans

[ Faux. FIVrai. [El Faux.
[ Faux. H Vrai.
Hc Hb He

Livre du professeur - CHAPITRE 8 Droites et plans de I'espace — Vecteurs 5



©Hachette Livre 2012 - Déclic T S

Positions relatives dans l'espace

a. Les droites (DG) et (EA) ne sont pas coplanaires.
b. Les droites (JK) et (FC) sont coplanaires et paralléles.
c. Le plan (EFC)et la droite (JK) sont paralléles.

d. Les plans (EKG) et (AIC) sont paralléles.

e. Le plan (BCK) et la droite (EI) sont paralléles.

f. Les plans (GHK) et (AIC) sont sécants selon une droite
passant par le point C.

g.Le plan (AIC) et la droite (FG) sont sécants en un
point.

h. Les droites (FK) et (BD) sont coplanaires et sécantes.

2 .. Les droites (1J) et (AB) ne sont pas coplanaires.
b. Les droites (IK) et (AB) ne sont pas coplanaires.
c.Le plan (BLJ) et la droite (AK) sont sécants en un
point.

d.Les plans (BLJ) et (AKD) sont sécants selon une
droite passant par le point J.

e.Le plan (BIK) et la droite (CD) sont sécants au point
D.

f. Les plans (BLJ) et (AKC) sont sécants selon une droite
passant par le point /.

25 [l Dans le triangle EFG, la droite des milieux (1J)
est paralléle a la droite (EG), donc a la droite (AC).
ElLes plans (BLJ) et (ABC) sont sécants selon une
droite passant par le point B, commun aux deux plans.
Les plans (EFG) et (ABC) sont paralléles et sont coupés
par le plan (BLJ) selon deux droites qui sont paralléles
entre elles. Or, (EFG) et (BLJ ) sont sécants selon la droite
(L)).

On en déduit que les plans (ABC) et (BLJ) sont sécants
selon la paralléle a la droite (1J) passant le point B.

ﬁ [l Le point K est le centre de gravité du triangle
ABC et le point [ est le milieu du segment [AB]. Donc K
appartient a la médiane (IC).

De la méme facon, en raisonnant dans le triangle ABD, le
point.J appartient a la droite (/D).

Donc les points K et J appartiennent au plan (ICD).
Donc les points C, D, 1, J et K sont coplanaires.

E1 Dans le triangle ICD, le point K se trouve a 1/3 sur le
segment [IC] en partant du sommet /, et le point J se
trouve a 1/3 sur le segment [ /D] en partant du sommet
L

Par le théoréme de Thalés, les droites (KJ) et (CD) sont
paralleles.

Donc le quadrilatére CKJD est un trapéze.

El Les droites (CJ) et (DK) sont coplanaires d’apreés la
question 1.

Et d’apreés la question 1, les droites (CJ) et (DK) sont
sécantes.

[l Dans le triangle ABC, les médianes (CI) et (BJ)
sont sécantes au point G, qui est donc le centre de
gravité du triangle ABC. Donc la droite (AG) coupe le
segment [BC]| en son milieu.

On en déduit que le plan (AGD) et la droite (BC) sont
sécants au milieu L du segment [BC].

FlLes points L et D sont communs aux plans (AGD)
et (BCD). Donc les plans (AGD) et (BCD) sont sécants
selon la droite (DL).

E1 Dans le triangle ALD, le point G se trouve aux 2/3 sur
le segment [AL] en partant du sommet A, et le point
K se trouve aux 2/3 sur le segment [AD] en partant du
sommetA.

D’apreés le théoréme de Thalés, les droites (GK) et (DL)
sont paralléles.

Or, la droite (DL) est incluse dans le plan (BCD).

On en déduit que la droite (GK) et le plan (BCD) sont
paralleles.

28| [l Les plans (EDG) et (ABC) sont sécants selon une
droite passant par le point D, commun aux deux plans.
Les plans (EFG) et (ABC) sont paralléles et sont coupés
par le plan (EDG) selon deux droites qui sont paralléles
entre elles. Or, (EFG) et (EDG) sont sécants selon la
droite (EG).

On en déduit que les plans (ABC) et (EDG) sont sécants
selon la paralléle A ala droite (EG) passant le point D.
F10n a le graphique suivant :

E F
T
H/ 1 G
AR 4 a
/I/A B
D C
A

Les droites A et (BC) sontincluses dans le plan (ABC) et
ne sont pas paralléles (car A // (EG) et donc A // (AC)).
Elles sont donc sécantes au point d'intersection de la
droite (BC) et du plan (EDG).

Constructions de sections

29| EI ) Les points 7 etJ sont communs aux plans (EFG)
et (LJK). Donc les plans (EFG) et (LJK) sont sécants
selon la droite (1J).

D Les points J et K sont communs aux plans (AED) et
(1JK). Donc les plans (AED) et (1JK) sont sécants selon
la droite (JK).

Fl Le point L appartient a la droite (AE) et donc au plan
(AEB).

De méme, le point L appartient a la droite (JK) et donc
au plan (1JK).

Le point L est donc commun aux plans (AEB) et (1JK).
Or, le point / est aussi commun aux plans (AEB) et (LJK).
Donc, les plans (AEB) et (1JK) sont sécants selon la
droite (IL).
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ElLes plans (1JK) et (CDG) sont sécants selon une
droite passant par le point K, commun aux deux plans.
Les plans (ABE) et (CDG) sont paralléles, et sont coupés
par le plan (1JK) selon deux droites qui sont paralléles
entre elles. Or, (1JK) et (ABE) sont sécants selon la
droite (IL).

On en déduit que les plans (ZJK) et (CDG) sont sécants
selon la paralléle a la droite (/L) passant le point K.

1 On en déduit la section IJKONM suivante :

L
E NI F
J
HA G
: M
:
KN 1o . |
A B
N

Dio C

1 a. Les droites (EF) et (CD) sont coplanaires, car
appartenant au plan (ACD).
szplus, d'apres I:)e qugdrilla)ge, AE _3 et AF L.
AD 4 AC 2
Donc les droites (EF) et (CD) ne sont pas paralléles.
Ces droites sont donc sécantes en un point /.
b. Les points / et G sont communs aux plans (EFG) et
(BCD). Donc ces plans se coupent selon la droite (/G).
ElLe point J et F sont communs aux plans (EFG) et
(ABC). Donc ces plans se coupent selon la droite (JF).
2 On en déduit que la section du tétraédre par le plan
(EFG) est le quadrilatere EFJG.

a. Les traces sur les faces ABFE et BCGF sont les
segments [1J] et [KJ].

Comme les plans (ABE) et (CDH) sont paralléles, le plan
(1JK) les coupe selon deux droites qui sont paralléles,
donc paralléles a la droite (1J).

On en déduit la construction du segment [KL] et pour
finir le segment [IL].

E I F
H/ 1 G
| L'\\

lL KNy

A1 /B
D C

b. De la méme facon, on construit les segments [1/] et
[JK].

Puis le segment [KL], paralléle au segment [1/].

Puis le segment [LM], paralléle au segment [JK].

Et le segment [M!] pour finir.

mELF
HAT |
TG
L1~

S B
D q

a. La trace sur la face CDHG est le segment [JK].
Comme les plans (ABE) et (CDH) sont paralléles, le
plan (1JK) les coupe selon deux droites qui sont paral-
léles, donc paralléles a la droite (JK). On en déduit la
construction du segment [ /L ].

Les droites (IL) et (FB) sont sécantes en un point X. En
utilisant la droite (XK ), on obtient les segments [MK | et
[mI].

On finit la construction en tracant les segments paral-
leles [LN] et [NJ] respectivement aux segments [MK |
et [MI].

/
/7

7/
7
’

b. La trace sur la face CDHG est le segment [ 1J ], celle sur
la face ABCD est le segment [JK].

Les droites (1/) et (CG) sont sécantes en un point X. En
utilisant la droite (XK ), on trace le segment [KL].

On termine la construction en utilisant des propriétés
de parallélisme.

N E F
M /| L
AT TG
IN |

L -

XA 78
D J i
\\ ,’X

Fl Les droites (AB) et (EF) sont coplanaires et
sécantes en un point 1. De méme, les droites (BD) et
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(FG) sont coplanaires et sécantes en un point.J.

Les points / et J sont communs aux plans (ABC) et
(EFG), donc les plans (ABC) et (EFG) sont sécants selon
la droite (7).

ElLa droite (1/), coplanaire avec les droites (CD) et
(AC), coupe les segments [CD] et [AC] respectivement
aux points H et K.

On en déduit que la section de la pyramide SABDC par le
plan (EFG) est le polygone EFGHK.

La droite des milieux (EF) est paralléle a la droite
(AB) et donc a la droite (CD).

Les plans (EFG) et (SCD) contiennent donc respecti-
vement les droites (EF) et (CD), paralléles entre elles.
D'aprés le théoreme du toit, ces plans sont sécants selon
une droite paralléle aux droites (EF) et (CD).

On en déduit la construction du segment [GH], puis la
section EFGH de la pyramide par le plan (EFG).

) Vecteurs de I'espace et
caractérisations vectorielles

[ vrai. F1 Faux. El Vrai. [ Vrai.
[ vrai. F1 Vrai. El Vrai. [ Vrai.

Vecteurs de I'espace

EH €1 AG + FE = AG + GF = AF ;
AG +CD=AG +GF=AF ;
BH + FE=BH +HG =BG ;
2BC+CH=AC+CH = AH ;
—3FG + DF = AD + DF = AF ;

1754)—@:@’+BTB>=W+BT§:C_’B).

El Dans le triangle ADE, les droites (BI) et (DE) sont

paralleles. Comme % = 1?, d’apres la réciproque du
o AL _ 1 —_ 15
théoreme de Thales, AE =3 .Donc Al = 3 AE .

El Les points 7 et J sont communs aux plans (AEE’) et
(BGB'), donc les plans (AEE’) et (BGB') sont sécants
selon la droite (1J) .

De méme, les plans (AEE’) et (DED’) sont sécants selon
la droite (EE’).

Or, les plans (BGB') et (DED’) sont paralléles. s sont
coupés par le plan (AEE’) par deux droites paralléles
entre elles.

Donc les droites (1J) et (EE’) sont paralléles.

Or, dans le triangle AEE’, % = 1? Donc, d'aprés la
réciproque du théoréeme de Thales, f\‘g = 1?
Donc AJ = %E
i Ona:
A E
1
B
C
F

Fla.Cl= %CT+17@ par la regle du parallélo-

gramme, car le point / est le milieu du segment [AD].
b. EF = ED + DC + CF par la relation de Chasles.

Donc EF = AB + DC + BC en utilisant les définitions de
ED etde CF.

Et comme AB + BC = AC ,ona: EF = AC+DC .

El D'aprés les questions Fl a. et F b., EF = — 21 . Ainsi,
les vecteurs EF et C/ sont colinéaires.

Donc les droites (EF) et (CI) sont paralléles.

[l Le point / est le point H; le point J est le point B;
le point K est le point C.

Flona:
TN

H .G

e/ F/
M j
® 7

w E:D A
L )V c
v

A u B
1

De plus, BM =—u + SV tow.

Or, les vecteurs U, vV et w sont non coplanaires.
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Alors, les vecteurs CP et BM sont colinéaires si, et seule-

mentsi,lescoordonnées(—%+x;1;1)et<—1 L L)

2772
sont proportionnelles, soit 17 + x =(—1)X2,0uencore
x=—=

>

m [l Le point M est le point O ; le point N est le point
O’ ; le point P est le point B.
FlOna:

E1D Les vecteurs AB, AD et AE sont non coplanaires.
On exprime les vecteurs CK et CI en fonction de ces
vecteurs.
b CK = CF + FK par la relation de Chasles. Or,
FK = %ﬁ= %(ﬁJr BA+AD).

- Va1, 175

=3 AE 3AB+ 3AD.
EtCF=CB+BF=—AD+AE.

Donc CK = (~AD + AE) + (A€~ 1 4B+ 14D )

—_ 15 235,257

= 3AB 3AD+ 3AE.
DCI=CF+FI par la relation de Chasles.
Donc CI = (~AD + AE ) — +-AB =—-AB— AD + AE .
D On en déduit que Ci = %@ Donc les points C, K et
I sont alignés.

4115

F1 Par la relation de Chasles, on a:

AJ=AB+BC+ CJ=AB+ 3BC

et IC=1B+BC = %ﬁ+ BC.
Donc AJ = 3IC. Donc les droites (AJ) et (IC) sont
paralleles.

E [ Le point D’ étant le centre de gravité du triangle

ABC, ona:D—’I)= %ﬁ

De méme, ona: BK = %ﬁ

Or, par la relation de Chasles, B'D" = BK+Ki+1ID .

Y ALy i 2 B
DOhCBD—3AK+KI+3IA—3
= =
—3IK+KI.

Donc B'D" = %ﬁ
On en déduit que les droites (B'D’) et (KI') sont paralleles.
Or, la droite des milieux (K1) est paralléle a la droite (BD).
Donc les droites (BD) et (B'D’) sont paralléles.
F1 En utilisant les centres de gravité B et C',ona:

1

—=_ 1= o 1 -
c'J= 3AJ et BK= 3AK.

Or, par la relation de Chasles, BC =BK+K/+JC .
Donc B'C’ = %ﬁJr KJ + %ﬁ= %ﬁ

Donc les droites (B'C’) et (KJ) sont paralléles.

Or, la droite des milieux (KJ) est parallele a la droite
(BC) .

Donc les droites (BC) et (B'C’) sont paralléles.

El Les plans (BCD) et (B'C’'D’) contiennent deux couples
de droites paralleles entre elles.

On en déduit que les plans (BCD) et (B'C’'D’) sont paral-
leles.

(1A + AK ) + KI

ﬂﬁs points A, G et F sontalignés. Donc les vecteurs
AF et AG sont colinéaires. N

Il existe donc un réel k tel que AF = kAG .

Or, le point G est le centre de gravité du triangle ECD.
Donc AG = ~(AE +AC+AD),

Alors, par définition du point E et la relation de Chasles :
AF = K (AE+ AC+ AD)

3
zg(%ﬁ+(ﬁ+ BC)+ (AB + ﬁ)’)).

Donc AF = 3 (5 AB+BC+BD).

On en déduit que:
BF = BA+ AF = (5~ 1 A6 + 5-BC+ 58D

Or, les vecteurs AB , BC et BD ne sont pas coplanaires et
le point F appartient au plan (BCD).

Sk _ =0
Donc 6 1—0,50|tk—5.
On en déduit que BF = %ﬁJr %B_D)

Donc le point F a pour coordonnées (%%) dans le
repére (B ; BC ;BD ) du plan (BCD).
El Le point J étant le milieu du segment [CD],on a:

— 1= 1=
BJ—23C+ZBD.

Donc BF = %ﬁ Donc les points B, F et J sont alignés.

m [l Les points A, K et L sont alignés. Donc il existe un
réel k tel que AL = KAK .
Or, K est le milieu du segment [/ ]. Donc :

K=V (aF+a7) = Lags a7
AK=S(AT+AT) = cAB+ AT
Comme J est le milieu du segment [CD] :

AJ = 2-(AC+AD).
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Donc AK = 4 AB + - AC+ 4 AD.
En utilisant que AC=AB+BC et AD=AB+BD, on
obtient : AK = £ﬁ+ %ﬁJr 17@

Onendé déduit que

BL = BA + AL = BA + kAK

=BA+ k(—ﬁJr L Bc+ Lﬁ)
= (1 - A)BA + K pc+ X 5D,

Commele les vecteurs BA , BC et BD sontnon coplanaires
et que BL est un vecteur du plan (BCD), ona:

2k _ _3
1 3 = 0, c'est-a-dire k = >
3 3
AIors,BL—i4 BC+—4 BD = 8 BC + 8 BD.

Le point L a pour coordonnées (% ; %) dans le repére
du plan (BCD).
EComme J est le milieu du segment [CD],

BJ = _BC+ —BD
Donc BL = %BJ .Les points B, L et J sont alignés.

E a. La droite passant par A et dirigée par le vecteur
EG est la droite (AC).

b. La droite passant par H et dirigée par EF + GC est la
droite (HC).

c. Le plan passant B et dirigé par les vecteurs DC et AD
est le plan (ABC).

d. Le plan passant D et dirigé par les vecteurs DC et CF
est le plan (CDE).

e. Le plan passant E et dirigé par les vecteurs AC et BF
est le plan (ACE).

mﬂOna:

El Soit / le milieu du segment [CD].

Par la régle du parallélogramme, AC + AD = 2AI . Donc
la droite &, est la droite (A7).

De méme, BC+ BD = 2B[ . Donc la droite %, est la
droite (BI).

Le point I est donc commun aux droites &%, et %, qui
sont donc sécantes en /.

Caractérisations vectorielles

a.Le plan (ABC) est dirigé par les vecteurs AB et
AC , mais aussi par les vecteurs LC et BK .

b. Le plan (IFB) est dirigé par les vecteurs IF et B,
mais aussi par les vecteurs BK et BF.

c.Le plan (1JK) est dirigé par les vecteurs IJ et IK,
mais aussi par les vecteurs HF et KJ .

d.Le plan (EIA) est dirigé par les vecteurs E et EA,
mais aussi par les vecteurs CG et Al .

e. Le plan (AGH) est dirigé par les vecteurs AH et AG,
mais aussi par les vecteurs AB et BG.

f. Le plan (DLI) est dirigé par les vecteurs ID et IL , mais
aussi par les vecteurs FL et FK .

% .. L2 droite dintersection des plans (EFH) et (ABG)
est dirigée par le vecteur GH.

b. La droite d'intersection des plans (BLK) et (CFG) est
dirigée par le vecteur BC.

c. La droite d'intersection des plans (EHL) et (FGK) est
dirigée par le vecteur KL .

d. La droite d'intersection des plans (EFH) et (ABG) est
dirigée par le vecteur AE .

E On a le dessin suivant :

ou J et K sont les milieux respectifs des segments [SC]
et [SB].

Par la regle du parallélogramme, la droite passant par D
et de vecteur directeur DC + DS est la droite (DJ), et la
droite passant par A et de vecteur directeur AB + AS est
la droite (AK).

Or, la droite des milieux (KJ) est paralléle a la droite
(BC) et donc a la droite (AD).

Doncles points A, K, J et D sont coplanaires, et les droites
(AK) et (DJ) sont coplanaires et sécantes.

@ a.é, est la dr0|te passant par le point A et de
vecteur directeur 77 . Donc ¢, est la droite (AB).

b. €, est Ia droite passant par le point J et de vecteur
d|recteur SD . Donc €, est la droite (JK).

c.é, est Ia droite passant par le point B et de vecteur
dlrecteur SA . Donc €, est la paralléle & (SA) passant par
le point B.

d. €, estle plan passant par le point O et dirigé par les
vecteurs SB et SC. Donc ¢, est le plan (SBC).

Vecteurs coplanaires

a. Lesvecteurs AB, BD et JK sont coplanaires, car:
JK = 2AD— 2AB+ 2BD.
b. Les vecteurs AK , AC et BC sont non coplanaires, car

les vecteurs AC et BC dirigent le plan (ABC), qui ne
contient pas le vecteur AK .
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c. Les vecteurs BC, IJ et CK sont coplanaires, car:
CK=CB+BK=—BC—1J.
d. Les vecteurs CI , CJ et BD sont coplanaires, car:
BD =2Ji =2(JC+CI)=—2C/+2CI .

E [l On a le dessin suivant :

Par la relation de Chasles,
= o ] e ]
IJ=IB+BJ= 2AB+ 2 BC.

De méme, I = _%A—B)-f‘ %A_D)

De plus, comme K est le milieu de [CD], ona:

IK = 2 IC+ 5 ID.
Or, I est le milieu de [AB].
Donc IC = 5 BC + 2AC et ID = 5 BD + 2AD.
w=lgri 12z 15501258
Donc IK = 4BC+ 4AC+ 2 BD + 4AD.
Ainsi:
1

_>__*> 'I_*» —
IK = 4BC+4(AB+BC)+

1=, 1-—=
= 73(? + 7AD .
On en déduit que 1K = 2(IJ + 1L ).
Donc les points /, J, K et L sont coplanaires.
ElLe point K appartient donc au plan (ZJK). On en

déduit que la section du tétraedre ABCD par le plan
(1JK) est le quadrilatere LJKL.

1,57, 7=y, 1=
T(BA+AD)+TAD

BEl .. 77 = HA = — AD — AE. Donc les vecteurs AD,
AE et IL sont coplanaires.
b. Les vecteurs AB et AC dirigent le plan (ABC) qui ne
contient pas le vecteur IL . Donc les vecteurs AB , AC et
IL ne sont pas coplanaires.

a. Les vecteurs EF et D dirigent le plan (ABC) qui

ne contient pas le vecteur AH .

Donc les vecteurs AH, EF et BD ne sont pas copla-

naires.

b.1J= A HE= 1 (HG+DF)=— 1 pH- 17D,
2 2 2 2

Donc les vecteurs 1, FD et DH sont coplanaires.

B .. 47 = AD + I = BC - FL . Donc les vecteurs BC,
Al et FL sont coplanaires.

b. Les vecteurs AC et HF dirigent le plan (ABC) qui ne
contient pas le vecteur BG .

Donc les vecteurs AC, HF et BG ne sont pas copla-
naires.

@ On a le dessin suivant :

Ona:
Fl=FA+AJ= E—D’+17E=(E+ @)Jr%f
G+ lae
= 2CB+CD+2AC.
Deplus,f])=178_C)
Belame a3 Y aces)+ LR
etJD=—AD+-5CD= 2(AC+CD)+ > CD
=17E+ﬁ5.
On en déduit que: F/i=-1/+JD.

Donc les vecteurs F.J , IJ et JD sont coplanaires.
Donc les points D, 1, J et F sont coplanaires.

E) Repérage
[T Faux. F1 Faux.
El Vrai, car I = 217 — 3IK .

@ El vrai.

3 Faux.

F1 vrai. [l Faux.

H Faux.

Repéres de l'espace

@ Kl Les vecteurs AD, AB et AE ne sont pas copla-
naires, donc (A, AD, AB, AE ) est un repére de l'espace.

ELes vecteurs AC, AB et AD sont coplanaires, donc
(A, AC, AB, AD) n'est t pas un repere de l'espace.

ElLes vecteurs . BD, BA et BH ne sont pas coplanaires,
donc (B, BD,BA BH) est un repére de l'espace.

[l Les vecteurs. ED EB et EC ne sont pas coplanaires,
donc (E, ED, EB, EC) est un repere de l'espace.

@ﬂOna:

-2

1
=4
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_ | _ |05
E1AB| 2 |etBC| 2
-3 =1
El Les vecteurs AB et BC ne sont pas colinéaires, donc
les points A, B et C ne sont pas alignés.

a.Dans le repére : A(0;0;0),B(0;1;0),C(1;1;0),
D(1;0;0),E(0;0;1),F(0;1;1),G(1;1;1),H(1;0;1)et
0(0,5;0,5;0,5).

b. Dans le repére : A(0;0;0),B(—1;1;0),C(0;1;0),
D(1;0;0),E(0;0;1),F(—1;1;1),G(0;1;1),H(1;0;1)
et 0(0;0,5;0,5).

c. Dans le repére :A(— 0,5;—-0,5;—-0,5),B(— 1;0;0),
C(0;1;0),D(0,5;0,5;—0,5),E(0; — 1;0),
F(—0,5;—-0,5;0,5),G(0,5;0,5;0,5),H(1;0;0)

et 0(0;0;0).

@ [l On ale dessin suivant :

1(0,5;0;0),J(0;0,5;0)etK(0;0;0,5).
F10n ale dessin suivant :

A0;1;—1),B0;—1;1),C2;—1;1)etD0;1;1).

Calculs sur les coordonnées

-2 4
I]AB 1 |etCD|—2].
-5 10

F1CD =— 2AB . Donc ABCD est un trapeze.

-2 _[-1] . -7
G MN| 7 |, NF|—1], 20N + 3N 11
4 -5 -7
- 10
et —3MP + 4PN|—17|.
8

-3 _ -3
@ AB| 1 |et(CD| 1
2 2
Donc ABDC est un parallélogramme.

.Donc AB = CD.

& |1 Le milieu du segment [AC] a pour coordonnées
(1;3;1).
F1) ABCD est un parallélogramme < AB = DC

-2 -1 - Xp Xp = 1
S| =4 | © =5
2 3— ZD Zp = 1
D ABCD est un parallélogramme < les diagonales [AC]
1+ xp
2 Xp = 1
A~ . 1 +yD —
et[BD] ontméme milieu & | 5 =3 & =5
142y Zp =1
5=

Donc le point D a pour coordonnées (1;5;1).
El ABDE est un parallélogramme < AB = ED

-2 1—XE XE=3
S|1-1= S_yE = yE=6
2 1—z zp=—1

[l Le point I a pour coordonnées (—1,5;2,5; 3).
Le point.J a pour coordonnées (2,5;—0,5;0).
Le point G a pour coordonnées :

(2—1+3_—5+2+4_1+4—1>
3 ! 3 ! 3 !
(4 1 4
soit (313773 )
Les coordonnées du point K vérifient :
10
32
XK + 2 2
3 8
Yo~ 3|T 4|73 || 72
Zp — 2 2 _L
. . 1 3
Donc le point K a pour coordonnées (7 01 7)
2 4
12074 —> |etiJ|=3|.Donc IK= 51/,
3 -3
2

Donc le point K appartient au segment [ 1] ].
Plus précisément, K est le milieu du segment [1]].

Montrer la colinéarité de deux vecteurs

@ a. Les coordonnées des vecteurs U et Vv ne sont
pas proportionnelles, donc les vecteurs U et vV ne sont
pas colinéaires.

b. ¥ =(1++/2)XV.Donc les vecteurs U et V sont coli-
néaires.

=2 -6

@ a. AB| 4 | et AC| 12 |. Donc AC = 3AB. Donc les
1 3
points A, B et C sont alignés.
114] _ [-38 L
b. AB| 39 [et AC|—13]|. Donc AB =—3AC. Donc les
—75 25

points A, B et C sont alignés.
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Ona:

5.2 1
1(=1;-1;0), G<—?,—?,—?> et

K(5;—4;3).
4
32 (8 -
Donc BG -3 et BK|—4|. Ainsi, BK = 6BG .
b 4
3
Donc les points B, G et K sont alignés.
a.AB| 2 |etCD|—1|.Donc AB=—2CD.
-6 3
Donc les droites (AB) et (CD) sont paralléles.
b. AB|—3|et CD| 3 |.Donc les vecteurs AB et CD ne
2 1

sont pas colinéaires. Donc les droites (AB) et (CD) ne
sont pas paralléles.

On se place dans le repére (A, AB, AD, AE ) de l'es-
pace.

ona:1(0;0; 5 ), (515 ). P(0: 5:1),
o35 :0)etk(gigiy)

sl (o
Donc IK 1? et 1J % .Donc I7 = 3IK .

0 0

Donc les points /, J et K sont alignés.

Montrer la coplanarité de vecteurs ou de points

|3 -4 (-1
) 11 78| 1 |, AC|—4|et AD| 1
2 -2 5

F1 Les points A, B, Cet D sont coplanaires si, et seulement
si, les vecteurs AB, AC et AD sont coplanaires, c'est-a-
dire qu'il existe des réels aet b tels que AD = aAB + bAC
ou encore il existe des réels a et b tels que :

—3a—4b=—11

—4b =1

2a—2b =5
E1 On soustraie les deux premiéres lignes du systéme
précédent:

a=3
—3a—4b=—11 —4a=—12 :
a—4b=1 ola—aw=1 o075,
2a—2b=5 1

2a—2b=5 b=2

Donc AD = 3AB + %ﬁ Donc les points A, B, Cet D
sont coplanaires.

[N Lesvecteurs U, vV etw sontcoplanaires, si, et seule-
ment si, il existe deux réels a et b tels que w = au +bv,
c'est-a-dire il existe deux réels a et b tels que :

da+b=>5

2a—3b =13

—3a+4b=—-18

F1 Le logiciel a résolu le systéme et a obtenu comme
solutiona =2etb=—3.Doncw = 2u — 3V.
Les vecteurs U, V et w sont donc coplanaires.

) 4 N 3 —4
a.AB 2 |, AC|—2|et AD| 5
—6 -2 1
Soient a et b deux réels.
4a+3b=—4 1
AD=aAB+bAC®12a—2b=5 =197 2.
—6a—26=1 b=72

Donc AD = 17’4—8)_ 2AC . Donc les points A, B, Cet D

sont coplanaires.

(=7) [-5) |4
b. AB| 1 |, AC| O etADT
-1 3
-5
Soient a et b deux réels.

—7a—5b =4 _ 1
AD = aAB + bAC & a=17 = 3"
—a+3b=-5 b:_7

Donc AD = 17@— %E Donc les points A, B, C et D

sont coplanaires.

2 4
[N Les vecteurs AB| 4 | et AC|—4| ne sont pas
-2 —4
colinéaires. Donc les points A, B et C définissent un plan.
—1
F10A| 0
1

.Soient a et b deux réels.
2a+4b=-1
4da—4b=0 &
—2a—4b=1 |07~

o a=—%
OA = aAB + bAC & .
6

Donc OA = —%ﬁ— %K Donc les points O, A, B et

C sont coplanaires, soit le point O appartient au plan
(ABC).

3
AB| 6 |.Soient a et b deux réels.

17 3a—b=3
AB=au +bv &2b=6 (:){b—?
4a+3b =17

Donc AB = 2U + 3V .Donc les vecteurs AB, U et V sont
coplanaires. Donc le point B appartient au plan 9.

Dans le repere (B,B_C),B_D),BA) na: A0;0;1),
B(0;0;0), C(1;0;0), D(0;1;0), (0;0;3"),

.0
J<o~l-1—>, K(2-:0;0) et L<3 %-o)

"33
3
0 3 5
| ] 4 >
Donc 1J 3 ,IKl 0 |etlL 5
E I I
6 2
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Soient a et b deux réels.

3,_3
4b_5 3

|2 2 a5

IL=alj+bIKs{5a=% PN .
3 5 o4
LI IR 5
6972 2

3
5
1L sont coplanaires.

Donc les points /, J, K et L sont coplanaires.

Donc IL = > 1J + %ﬁ Donc les vecteurs f]), IK et

Représentations paramétriques

X=4+2t X=3—-t
a. y=—1+3t,teR. b.yy=2+2t teR.
z=t z=1+4t

@ a.La droite 9, est dirigée par le vecteur de coor-
1

données |0 | et passe par les points de coordonnées
3

(1;2;0) et (2;2;3).

b. La droite %, est dirigée par le vecteur de coordonnées

2
— 1| et passe par les points de coordonnées (—1;1; 4)
3

et (1;0;7).

[ Le point A appartient a la droite % (correspond
au parametre t = 1). Le point B appartient a la droite &%
(correspond au parametre t =—0,5). Le point C n‘ap-
partient pas a la droite 9.

F1 La paralléle a % passant par le point D admet comme
représentation paramétrique :

xX=3+2t
y=1+t ,teR.
z=—1+3t
] 13
E N a. Les vecteurs AB|0| et AC|—1| ne sont pas
3 0

colinéaires. Donc les points A, B et C définissent un plan.
b. Un point M(x ; y ; z) appartient au plan (ABC)

& les vecteurs AM , AB et AC sont coplanaires

< il existe deux réels t et u tels que AM = tAB + uAC
& il existe deux réels t et u tels que :

X—2 1 3
y—1|=tl0[+u[—1
z 3 0
x=2+t+3u
& il existe deuxréelstetutelsque{y =1—u
z=3t

FIDe(ABC)avect=2etu=—1;
E€(ABC)avect=2etu=1;
Fe(ABC);
Ge(ABC)avect=1Tetu=1.

On a le dessin suivant :

El Dans le repere (A, AB,AC,AD), le point G a pour
coordonnées (1?,1?,1?) et le point E a pour coor-

données (0;17;0). Donc le vecteur GE a pour coor-

_1
3
1
6
1

3

Donc la droite (GE) admet comme représentation para-
métrique :

données

= _t
3 3
y=1?+%,t€R
=1 _t
3 3
Le point K a pour coordonnées (1;0;1).
1ty
3 3
ot +t=0et=—2
"13 76 -
1t _
373 1

Donc K € (GE) (correspond au paramétre t = — 2).

1 _t_2
3 3 3
Fl Le systéme 1? + % =0 n'admet pas de solution.
1 t _
3 3°0
Donc F & (GE).
Positions relatives
2
El Kl La droite &, est dirigée par le vecteur |— 1| et la
4

—1
droite 9, est dirigée par le vecteur | 2

—1
Ces deux vecteurs n'étant pas colinéaires, les droites &,
et %, ne sont pas paralléles.
E1 a. En utilisant le résultat du logiciel, les droites %, et
9%, sont sécantes, au point de paramétre t = 1 sur %,
et u =2 sur %, clest-a-dire au point de coordonnées
(1;0;7).
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—1+2t=3—-u L —1+2t=3—u
b.y1—t=—4+2u L, ©2—-2t=—8+4u

3+4=9-u Ls 44+2t=6

L —1+2t=3—-u

1
Ly<2l, & y1=—5+3u
L3<—L3_L-| t:‘]

—1+2t=3—u

L t=1
L2<—L2+L1<:> U=2 @ _

L =1 u=2.

Les droites &, et 9%, sont donc coplanaires et sécantes
au point de coordonnées (1;0;7).

2
E La droite & est dirigée par le vecteur d|—1] et la
1
-3
droite (AB) par AB| 2 |.Les deux vecteurs nétant pas
-3

colinéaires, ces droites ne sont donc pas paralléles.
De plus, (AB) admet comme représentation paramé-
trique:

x=2-—3t
y=2t ,teR.
z=3—3t
On résout :
2—3t=4+2u
t=4
2t=1—-u (:){ -
3—-2t=—2+u
xX=2—-3X4=-10
On obtient: {y =2X4 =38

z=3—-3X4=-9

Les droites (AB) et % sont donc sécantes au point de
coordonnées (—10;8;—9).

86| [l Les droites & et (d) sont dirigées respective-

1 2
ment par les vecteurs |— 1| et |1 |. Elles sont donc non
paralléles. 1 5
On résout :
5+t=3+2u t=—2
1—t=2+u =4 13 .
—3+t=—6+5u u=r3

Les droites & et (d) sont donc sécantes au point de

parameétre t = —% surdetu = 1? sur (d), c'est-a-dire
. . 1 7 13
au point de coordonnées < 3 /3773 )
FlLes droites % et (d) sont dirigées respectivement
—1 2
par les vecteurs | 3 [ et |—6]|. Ces vecteurs étant coli-
1 -2

néaires, les droites & et (d) sont donc paralléles et
coplanaires.

De plus, le point de coordonnées (0; 5; 1), appartenant
a (d), appartient aussi a 9 (correspondantat = 1).

On en déduit que les droites 9 et (d) sont confondues.

Ell Les droites 9 et (d) sont dirigées respectivement par

2 —1
les vecteurs [—1] et | 2 |. Elles sont donc non paral-
leles. 1 2
—1+2t=3—-u
De plus, le systeme 4 —t=1+2u n'admet pas de
3+t=5+2

solution. Donc les droites & et (d) ne sont pas sécantes.
On en déduit que les droite 9 et (d) sont non copla-
naires.
1 -2

Kl Les vecteurs AB| 3 | et AC| 2

—4 —4
colinéaires. Dong, les points A, B et C ne sont pas alignés
et définissent bien un plan.

ne sont pas

|5
FIDE| 3
-2
La droite (DE) est paralléle au plan (ABC) si, et seule-
ment si, les vecteurs DE , AB et AC sont coplanaires.

On résout donc:
{a =2
= __i.
b= 2

AC . Donc la droite (DE) est paral-

a—2b=5
DE = gAB + bAC < {3a+2b=3
—4a—4b=—2
Donc DE = 2A_B)—%

léle au plan (ABC).

> Prépa Bac

T Faux.
1+t=5 t=4

On résout -2-t=3 & t=—55.
4+2t=—1 t= 5

Le systéme n'admet pas de solution. 1

F1 Faux. La droite 9 est dirigée par le vecteur u|—1/|,

qui n'est pas colinéaire au vecteur v . 2

[ 1
El Vrai. Les vecteurs AB| 1 |et U|—1|ne sont pas coli-

-3 2
néaires, donc les droites (AB) et % ne sont pas paralléles.
La droite (AB) admet pour représentation paramétrique :
x=1—-u
y=—1+u, ueR.

z=2—-3u
1+t=1—-u
Or, le systeme y—2 —t =— 1 + u n'admet pas de solu-
4+2t=2—3u

tion. Donc les droites (AB) et % ne sont pas sécantes.
On en déduit que les droites (AB) et @ sont non copla-
naires.
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(-1 (4 1

Eivrai. AB[ 1 |, AC| 4 | et d|—1
-3 -3 2

< il existe deux réels a et b tels que U = aAB + bAC .

—a+4b=1

a+4b=—1

—3a—3b=2

Ce systéme n‘admet pas de solution.

Donc la droite & n'est pas paralléle au plan (ABC), donc

elle est sécante au plan (ABC) en un point.

sont coplanaires

Or, U =aAB + bAC <

E A. a.D Par définition, DQ = 1755
Donc en utilisant la relation de Chasles :
DG = —( DA + AF) = —W\’+1Tﬁ’.
D En utilisant la rela_tl)on d_e)Chﬂes N
DA=DC+CP+PA.
Donc DA =—CD + %5+ PA = —1?5+ PA .
b Alors, par la relation de Chasles :
PG = PD+ DG = § CB + (5 DA+ AF )
1

1*» — —
3 CD+PA)+ i AF.

Donc P_Q)Z %C_D)+ %ﬁﬁ_ %ﬁ

“ya i

b. Comme CD = F_E),on a:
1= Tz 12 1=
4CD+4AF— 4FE+4AF.

1

4 (D + [ AF = AE.

Dong, par la relation de Chasles, 2 2

Donc les vecteurs AE et 17@+ %ﬁ sont colinéaires.

c. En utilisant les questions a. et b., et la relation de
Chasles, on obtient :

6= prs Vap= 157

PQ = 4PA+ 4AE— 4PE.
Donc les vecteurs PQ et PE sont colinéaires et les points
P, Q et E sont alignés.
d. Le point Q appartient donc a la droite (PE) et donc au
plan (APE).
Donc les points A, E, P et Q sont coplanaires.
B.a.D(0;1;0) et F(1;0;1).

_ 1
XQ—T
== 1 == _ 1
CommeDQ—TDF,ona: yQ—1——T.
=1
2=

1
4
Doan(%,%;%)etAQ— %
1
4

1
De méme, AP| 1 | et AE[O].
0 1
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b. On résout :

1
34Ty 3
3 *=4
AQ OLAP+BAE<:> Otzz = 1
9 =7
b=

c. D'aprés la question b., AQ = %ﬁ%— %ﬁ Donc les

vecteurs AQ, AP et AE sont coplanaires.
Donc les points A, E, P et Q sont coplanaires.

m E1» Par définition, BI = lﬁ et Bl = %ﬁ
Donc[(O 0; 3 )etl(o o,?)

b Deméme, CJ = AC_A)eta”z?a) avec A(0;0;1)

2 2
et C(1;0;0). DoncJ(i,O,?> tJ(i,O,?>
PDe méme, DK= %DA et W=%ﬁ\>, avec

A(0;0;1)etD(0;1;0).

1.2 lo. 2.1
DoncK(O,?,?>etK<O, 373 )
Ela.) La droite (CI) passe par le point C(1;0;0) et est

=1

dirigée par le vecteur Ci| 0 |.Elle admet donc comme

2
3
représentation paramétrique :
x=1—t
y=0 " tekr.
_ 2t
3
b La droite (BJ') passe par le point B(0;0;0) et est
2

13
dirigée par le vecteur BJ’| 0 |. Elle admet donc comme

1

3
représentation paramétrique :
o2
3
y=0 ,ueR.
=4
3
2u
1—t= 3 ¢ = %
b.Onrésout: 10 =0 & 6"
2t _u u=-
3 3

Donc le point E a pour coordonnées :
<1 ~3.0;2x3 ) soit (2-;0; %),

7' 377 777
El La droite (BK) admet comme représentation paramé-
x=0
_t
trique:1” ~ 3 , teR.
,= 2
3

Droites et plans de I'espace — Vecteurs



©Hachette Livre 2012 - Déclic T S

La droite (DI’) admet comme représentation paramé-

x=0
trique : y=1-u ,eRr.
e
0=0 3
L=1—u 7
Onrésout:q 3 & 6"
2t _u u=-
3 3

Donc le point G a pour coordonnées :
(0.1_X;.;x;>, soit (05152 ).

"3 7"3°° 7 "7 "7
1 (o
E1Ona:BC|0|etBD|1]|.
0 0
4
7
Or, GE —17 .Donc GE = %B_C)— 17@ La droite (EG)
0

est donc paralléle au plan (BCD).
De méme, GF = 17?+ %ﬁ La droite (GF) est donc

paralléle au plan (BCD). On en déduit que le plan (EFG)
est paralléle au plan (BCD).

Exercices d'entrainement

[} Faux. Contre-exemple : prendre les plans P, et
P, strictement paralleles.

F1 Vrai. Voir la Propriété d'incidence, page 260 du manuel.
[EX Vrai. On raisonne par I'absurde en faisant I'hypotheése
que % et P, ne sont pas sécants, C’est-a-dire en suppo-
sant que & et %, sont paralleles.

Alors, tout vecteur dirigeant % est un vecteur du plan %,
(voir Conséquence 3, page 262 du manuel) et donc du
plan 2, puisque les plans %, et %, sont paralléles.
Alors la droite 9 est paralléle au plan % . Impossible !
On en déduit que 9 et %, sont sécants.

EH a0/ est le milieu du segment [AB]. Donc

1(0;0;5).
b Jest le milieu du segment [CD]. Donc J(% 17 ; 0)
-1=0
b CE = Al . Donc yE:O .DoncE<1;O;—17).
zp=—~
~XF =0

) DF = Bl .Donc {YF _O.DoncF(0;1;17).

=7

b.Le milieu du segment [EF] a pour coordonnées

| Eass

1+0 0+1  ~2 "2 -
> iy i 3 , soit (
donc le point J.

Ainsi, J est le milieu du segment [EF].

> ,7;0>. Clest

F1 a. En utilisant la relation de Chasles :
Ef=EC+CT=1A+— (D=~ BA+CD.
Eﬂﬁﬁjﬁ+ﬁf=%fﬁ+Ef=%f5+%ﬂ§
Ainsi, EJ = JF .

b. On en déduit que le point J est le milieu du segment
[EF].

[l La droite (MN) et le plan (CEF) sont :

- soit paralléles, dans le cas ou les vecteurs MN, CF et
EF sont coplanaires;

- soit sécants en un point, dans le cas contraire.

La position relative de la droite (MN) et le plan (CEF)
revient donc a étudier la coplanarité éventuelle des

vecteurs MN , CF et EF .
F1Comme HM = tHE ,ona: M(1—t;0;1).
Comme GN = tGC,ona: N1, i1—t)

t
Ainsi, MN| 1
—t
E10n résout : MN = aCF + bEF
—a=t

, CF 0 etEF1

a=-—t
S b=1 &
be
a=—t
Donc MN = — tCF + EF .

On en déduit que les vecteurs MN, CF et EF sont copla-
naires.

1 D'aprés la question El, le droite (MN) est paralléle au
plan (CEF).

m On a le dessin suivant :
A
WH.ILK

C

[l ABCD étant un tétraédre, les points A, B, C et D ne sont
pas coplanaires. Donc (A, AB, AC, AD ) est un repére de

I'espace. 1 1
EOnobUent:1(7;0;0),J(0;7;0),K<0 0;% )et
L N
6(3 "3 3)
1
—a 1
| 4
Donc 1J 5 et /K| O
2
0 3
Comme AL = kﬁ, ona:
k1
3 4
k k k k
<? i3 ?> et IL 3
k
3
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ElComme le point L appartient au plan (LJK), les
vecteurs IL, IJ et IK sont coplanaires, c'est-a-dire quil

existe deux réels a et b tels que : IL = alj + bIK .
a bk 1

47473 4

-k
Alors, 5 73
2b _ k
3 3
_ 2k
a="3
_ k
Donc1b = 5
_k_k_k_ 1
6 8 3 4
Onendéduitquek=£a=ietb=L.

57 15 5
E3En utilisant la question E1, AL = %E

Le point L se trouve aux 2/5¢ du segment [ AG| en partant
du point A.

@ [ Les trois vecteurs A_B>, AC et AD ne sont pas
coplanaires, puisque par définition d'un tétraedre, les
quatre points A, B, C et D ne sont pas coplanaires. Ainsi
(A, AB, AC, ﬁ) est un repere de l'espace.
E1A(0;0;0),B(1;0;0),C(0;1;0),D(0;0;1).
La formule des milieux donne :

1 .1 1 .1 1

(55 :0)J(0: 55 ) etk(5:0:5).
AD’ = 24, donc D'(1;1;0) et de méme B'(0;1;1) et
c'(1;0;1). 1
E a. Un vecteur directeur de la droite (BB') est BB'| 1
1

et cette droite passe par B(1;0;0), dou une représen-
tation paramétrique :

x=1—-t
y=t ,teR.
z=1t
X=u
b.(CC'):qyy=1-u,ueR
z=u
X=s
et(DD'):iy=s ,seR.
z=1-s

] a. Le résultat présenté montre que les droites (BB') et

(CC’) ont en commun le point de paramétre 17 pour
chacune des deux représentations, c’est-a-dire le point

de coordonnées (1— ; 1. ; 1—)
b. Appelons G le point de coordonnées (7 Py 7)
On vient de voir quil est commun aux dr0|tes (BB') et

(CC’). Or, il est obtenu pour la valeur s = —- dans la
représentation de (DD’).
G est donc le point de concours des trois droites.

@ Kl Soient deux droites %, et %, dans I'espace.

b On suppose que les droites &, et %, sont paralléles.

Il existe donc un plan qui les contient et, dans ce plan,
les droites %, et %, sont paralleles.

Or, dans un plan, deux droites sont paralléles si, et seule-
ment si, elles ont méme vecteur directeur.

Ce vecteur du plan est aussi un vecteur de l'espace.

Les droites 9, et %, ont donc méme vecteur directeur.

b On suppose que les droites %, et %, ont méme vecteur
directeur u.

Soient un pomtA de %, et un point Bde %,. Soit le point
Cde %, tel que AC = u

Il eX|ste au moins un plan % contenant les points A, B
etC.

Comme AC =T, le vecteur est un vecteur du plan %.
Or, la droite %, est la droite passant par le point A (appar-
tenant a %) et dirigée par le vecteur U, et la droite &,
est la droite passant par le point B (appartenant a P) et
dirigée par le vecteur U .

On en déduit que les droites %, et %, sont contenues
dans le plan ? et ont méme vecteur directeur dans ce
plan.

Les droites 9, et %, sont donc paralléles.

F1 La droite & et le plan % sont paralléles

& il existe une droite &' de P telle que & et 9’ sont
paralléles

& il existe une droite 9’ de P telle que &% et ¥’ ont
méme vecteur directeur (d’apreés la question ER).

Donc:

bsi la droite &9 et le plan % sont paralléles, alors un
vecteur directeur de % dirige une droite de %, donc un
vecteur directeur de & est un vecteur de % ;

D si un vecteur directeur U de 9 est un vecteur du plan
9, alors pour tout point A de %, la droite passant par A
et de vecteur directeur U est incluse dans % et a méme
vecteur directeur que ¥, elle est donc paralléle a 9. La
droite & et le plan % sont donc paralléles.

[E1 a. Soient une droite & et un plan % n‘ayant aucun
point commun.

Soit un point A du plan 9. Alors le point A n‘appartient
pas a %.

On considére le plan IT défini par la droite & et le point
A.

Les plans % et IT onten commun le point A et ne sont pas
confondus (car % et P n'ont pas de point en commun).
Les plans @ et I1 sont donc sécants selon une droite A.
Les droites % et A sont coplanaires, car incluses dans
IT . Elles sont donc soit paralléles, soit sécantes. Elles
ne peuvent étre sécantes, car sinon & et P auraient un
point commun.

On en déduit que les droites % et A sont paralléles.

[l existe donc une droite de % qui soit parallele a 9.

La droite 9% et le plan % sont donc paralléles.

b. Soient deux plans % et I1. On suppose que P et I1
sont paralléles.

b Si P et II sont confondus, la propriété est évidente.

b Sinon, % et I1 sont strictement paralléles et n'ont pas
de point en commun.
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Soient U et vV non colinéaires dirigeant le plan %.

Soit un point A du plan % et un point B du plan IT .
Alors A € I1 et B € P. Le vecteur AB n'est donc pas un
vecteur du plan @ et n'est donc colinéaire ni avec U, ni
avec v.

Le plan 9 passant par B et dirigé par les vecteurs U et
AB est donc bien défini.

Les plans IT et 9 ne sont pas confondus (car AB ne
dirige pas I ) et contiennent le point B. lls sont donc
sécants selon une droite A.

La droite A, incluse dans I1 , n'a pas de point commun
avec le plan %. Elle n'a donc pas de point commun avec
la droite passant par A et dirigée par u. Comme ces
deux droites sont coplanaires, elles sont paralléles et ont
méme vecteur directeur.

Donc la droite A est dirigée par u.On en déduit que U
est un vecteur du plan IT.

De la méme facon, on montre que vV est un vecteur du
plan IT.

Or, les vecteurs U et vV sont non colinéaires. Le plan T1
est donc dirigé par les vecteurs U et V.

[IA(1;0;1),B(1;0;0),C(1;1;0),D(1;1;1),

E(0;0;1),£(0;0;0),G(0;1;0),H(0;1 ;1)et0<17 ; 17 ; 17)

ElLe milieu du segment [AG] a pour coordonnées
< 1.1 1 p .

5 i 7) C'est le point G.
De la méme facon, le point G est le milieu des segments
[BH], [CE] et [DF].
E1 Soit 1 le centre de la face ABFE. Comme ABFE est un
parallélogramme, I est le milieu de la diagonale [AF] et

a donc pour coordonnées (17 ;05 17)

Soit J le centre de la face CDHG. De la méme facon, J a

pour coordonnées ( >l 17)

Le milieu du segment [LJ] a pour coordonnées

(17 ; 17 ; 17) C'est le point G.

@ [l a. Les coordonnées de U et V ne sont pas
proportionnelles. Donc les vecteurs U et v ne sont pas
colinéaires.

b. Par définition, les vecteurs U, Vv et w sont copla-
naires si, et seulement si, il existe deux réels x et y tels
que w = xu +yv.

a
F1 a. D'aprés les résultats du logiciel, le vecteur w| b | est
C
coplanaire avec les vecteurs U et V, si, et seulement si,
+ s
c= 507—%, c'est-a-dire 5a +3b —7¢ = 0.
+2b
b. D’aprés les résultats du logiciel, x = Gf
_ —3a+tb
—

Dong, dans le cas ol les vecteurs U, V et w sont copla-
naires,ona:

W= a+2bﬁ+ —3a+bv

7 7 ’

EXD Pour le vecteur wj,
50+3b—7c=5X8+3X3—-7X7=0.
Donc les vecteurs U, vV et w; sont coplanaires, et
= 8+;><33Jr 3><78+3_> i — 37
D Pour le vecteur w5,
5a+3b—7c=5X(—

Donc les vecteurs U,

5)+3X13-7X2=0.

vV et w, sont coplanaires, et

. - . —3X(=5)+13

i = 5+72><13qu (7 V=30 447
D Pour le vecteur w3,
50+3b—7c=5X4+3X5-7X(—-2)=49+#0.

Donc les vecteurs U, vV et w; ne sont pas coplanaires .

99| E1B(0;0;0), E(0;1;1) et C(1;0;0). Donc par la
. 1.1 1

formule du centre de gravité, M, (? i3 ?>

Ela. Comme ] appartient & la droite (AB), les vecteurs

BI et BA sont colinéaires. Donc il existe un réel t tel que

BI = tBA.

De méme, il existe un réel u tel que CJ = uCG.

b. 1(0;0;t) et J(1;u;0).

En utilisant la formule des coordonnées du centre de

gravité, le point M a pour coordonnées :

<0+o+1_1+0+u,1+t+0>
3 I 3 I 3 I
soit(é, —;u;1—;t>
1_1
3 3 0
1+u 1 u T
c. MgM 3 —?.Donc MOM?.On en déduit
1T+t 1 t
3 3 3

o _ U5 L_>
que MoM = 3BF+ 3BA.

d. Les vecteurs /\/I(T\/f, BF et BA sont coplanaires d'apres
la question Fl c.

Le point M appartient donc au plan % passant par M, et
dirigé par les vecteurs BF etBA.

[E1 Soit un point N du plan %. Les vecteurs /\/IO—I\T, BF et
BA sontalors coplanaires.

Il existe donc des réels a et b tels que :

MoN = aBF + bBA .
Enposant /(0;0;3b) et J(1;3a; 0), on vérifie que N est
le centre de gravité du triangle ELJ.
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Le point / appartenant a la droite (AB) et le point J
appartenant a la droite (CG), le point N appartient a
I'ensemble €.

B 1 A0;0;1)etc1;1;1). Donc Oy (5 5 :1)-

E(0;0:0)etG(1;1:0). Donc02<2 ,17;0).

B(0;1;1),D(1;0;1)et£(0;0;0). Donc@(%,%;%)_
C(1:1:1),H(1;0;0) et F(0:1;0). Donc62<%,%;1?>,
1 2

3 3 :
ElLes vecteurs AG,| 3= |, AGy| 5~ | et AG| 1 |sont
-1
_1 _2
3 3

colinéaires. Donc les points A, G;, G, et G sont alignés.

El Comme E;Z%A_é et AG, =
G, et G, sont respectivement placés a 1/3 et 2/3 du

segment [AG] en partant du point A.

O Problemes

[l Le point 7 appartient au segment [HF] et donc
au plan (CFH). Le point I appartient au segment [EG]|
et donc au plan (AEG). Ainsi, le point I est commun aux
plans (CFH) et (AEG).

De méme, le point C est commun aux plans (CFH) et
(AEG).

Donc les plans (CFH) et (AEG) sont sécants selon la
droite (CI).

1 La droite (AE) est contenue dans le plan (AEG), donc
le point J aussi.

Le point J appartient donc aux plans (AEG) et (CFH). Il
appartient donc a leur intersection (CI).

On en déduit que les points C, / et J sont alignés.

El Dans le triangle AJC, les droites (EI) et (AC) sont
paralléles.

D'apres le théoreme de Thalés JE _ B _ 1—.

" JA T AC T 2
DoncJE=7JA.

%ﬁ, les points

On en déduit que le point E est le milieu du segment
[AT].

On se place dans le repére (A, AB,AD, E) de l'es-
pace. 111
5(0;0;1),B(1;0;0)etD(0;1;0).Donc G( 3 3 3 )-

CommeS(O'O'1)etC(1 1;0),ona: E<2 ; 12 ; ;)

Donc AG = AE Ainsi, les points A, G et E sont alignés.

3
Ha. E, admet comme représentation paramé-
xX=t
trique:yy =1—t, teR.
z=2t

Donc E, est la droite passant par le point (0;1;0) et
1
dirigée par le vecteur | — 1.
2
b. E, admet comme représentation paramétrique :
x=t
y=u
z=1+2t—u
Donc E, est le plan passant par le point (0;0;1) et
1 0

dirigé par les vecteurs |0 | et| 1
2 —1

,teRetueR.

1

c.Le vecteur |— 1| seul suffit pour exprimer tous les

2
vecteurs « joignant » deux points de E..
1 0
Les deux vecteurs [0 et [ 1 | sont nécessaires pour
2 =1

exprimer tous les vecteurs « joignant » deux points de E,.
d. Lespace est un ensemble présentant trois degrés de
liberté.

EI» M(x;y;z) € E; & il existe deux réels t et u tels

x=1-—t
quey =2+t—2u.
z=u+3
E, a deux degrés de liberté, E, est le plan passant par le
=1 0
point (1;2; 3) et dirigé par les vecteurs | 1 |et|—2].
0 1
x=—3+7y
PM(x;y;z)EE, & x—y+3z=0® =
Vi CTly+z-1=01"""7
z=1—-2
E, a un degré de liberté, E, est la droite passant par le
7
point (—3;0;1) et dirigée par le vecteur | 1 |.
-2
xX—y+3z=0
M(x;y;z)EEs&{2y+z—1=0
X+y+4z—1=0
x=—3+7y
VY=Y
z=1—-2
E, a un degré de liberté, E, est la droite passant par le
7
point (—3;0;1) et dirigée par le vecteur | 1
—2
x—y+3z=0 xX=6
x=1-—t =—3
DM(x;y;z)EEs & y )
y=2+t z=-—3
z=-3 t=—5

E, a 0 degré de libert¢, E, est le point de coordonnées
(6;—3;—3).

El Il semble que le nombre de degré de liberté soit
toujours inférieur au nombre d'équations.
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M D Soit un point M de la droite &% et un point M’ de
la droite &’

On pose:

M(Q2+t;3—2t;5—t) et M(4—3t';5—-8t';7—1t).
Le milieu / du segment [MM'] a pour coordonnées :

t 3t bttt

<3+2 2,4 t—4t ;6 5 2).
Il appartient donc au plan ? de représentation paramé-

x=3 +L— 3t

2 2
triquesy=4—t—4t ,teRett'eR.
__t _t
z=6 5 5

b Réciproquement, soit un point 7 du plan %, associés
aux parametres tet t’.

En posant :

M(33+t;3—2t;5—t) et M(4—3t;5—-8t';7—t),
le point / est alors le milieu du segment [MM'].

Et par construction, M € D et M' €',

D Conclusion : le lieu du milieu des segments [MM']
lorsque M décrit % et M" décrit 9’ est le plan % de repré-
sentation paramétrique :

_ t 3t
x—3+2 >
y=4—t—4t ,teRett' eR.
_,_t _t
z=6 3 3
Cest le plan qui passe par le point (3;4;6) et qui est
1 _3
2 2

dirigé parles vecteurs| —1 |et| —4 |.
1 1

2 2

Les points A, Bet C n'étant pas alignés, ils définissent
bien le plan (ABC).

Ce plan n'est pas paralléle au plan %, car le point A’ est
commun aux deux plans. Et (ABC) et % ne sont pas
confondus, car le point A appartient a (ABC) et nappar-
tient pas a .

Donc les plans (ABC) et % sont sécants selon une droite
9.

Par définition, A’, B' et C’ sont communs aux deux plans
(ABC) et %. Ils appartiennent donc a la droite 9.

Donc les points A’, B et C" sont alignés.

06| I]B(1;O;O),G(1;1;1),1(0;17;1>,J(1;0;17>et
3

Mlyiyia)

—1 2
0
F1B7 17 ,BG|1|et BM 17 .Soient deux réels a et b.
1
1 3
4
_g=—1L
2 1
— _ a _1 0—7
BM = aBI + bBG & 7+b—7<:> .
_ 1
b=

a+b=%

Donc BM = 17B_I)+ 17%) Donc les vecteurs W, BI et

BG sont coplanaires.

Donc le point M appartient au plan (BG/ ).

El La droite (HJ) n'est pas contenue dans le plan (BGI),
car J n‘appartient pas au plan (BGI ).

De plus, le point M appartient au segment (H.J) et donc
ala droite (HJ). Il appartient aussi au plan (BGI ).

Donc la droite (HJ) et le plan (BGI) sont sécants au
point M.

]l Le plan (HIM) coupe les plans paralléles (EFG) et
(ABC) selon les droites (HN) et (DM). Donc les droites
(HN) et (DM) sont paralléles. Et, par le théoréeme de
Thalés, comme par définition le point H est le milieu de
[DI], le point N est le milieu du segment [IM].

De plus, Ol = OH + HI = 17@)+ 17D_f= 17B_I>

Donc le point O est le milieu du segment [B/].

La droite des milieux (NO) est donc paralléle a la droite
(MB) et donc (BC) (sous réserve d'existence).

1 Soit @ la droite paralléle a la droite (BC) passant par
le point O.

b D’apres la question [Ell, pour tout point M de la droite
(BC), le point N appartient a la droite %.

D Réciproquement : soit un point N de la droite 9. Le
point N appartient alors au plan (EFG).

On définit le point M comme intersection de la droite
(IN) avec le plan (ABC). De la méme facon qu'a la ques-
tion El, on montre que la droite (BM) est paralléle a la
droite & et donc a la droite (BC) (sous réserve d'exis-
tence).

Le point M appartient donc a la droite (BC).

b Conclusion : 'ensemble des points N lorsque M décrit
la droite (BC) est la droite %, paralléle a la droite (BC)
passant par le point O.

@ D a. En utilisant la relation de Chasles :
IJ=TA+AB+BJ= %m-‘r AB + %ﬁ,

et IK=LD+DC+CK= %ﬂ)@ DC + %E’
Or,
AA+BB =(AD +DD+DA)+(BC+CC +CB)

=(AD +CB)+(DA+BC)+DD+CC.
Donc ﬁ+ﬁ=ﬁ+f, car AD+CB =0 et
DA+BC=0.
Et comme AB = DC, on obtientque: IJ = LK .
On en déduit que le quadrilatére IJKL est un parallélo-
gramme.
b. Les droites (1J) et (LK) sont donc paralléles. On en
déduit que les points /,.J, K et L sont coplanaires.
F1 Les points O, O" et 0" sont les milieux respectifs des
segments [AC], [A'C'] et [IK].
En utilisant la relation de Chasles :
00" = OA+ Al +10" = 1754’+17M’)+17F<’

1

A+l
=5 CA+ 51K et
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0"0 = 0"K+KC +C'0 = 5 IK+CC +5CA
N e
=5 IK + > CA.
Donc O0” = 0”0 . On en déduit que le point O” est le
milieu du segment [00’].

@ [l a. et b. On obtient :

E A

On conjecture que le lieu du point P lorsque M décrit la
droite (BD) est la droite (AC).

-3
Fla.BD| 0 |.Comme BM =aBD,ona:
-3
M(3 —3a;0;3 — 3a).
3

FB|—4|.Comme FN = afB,ona: N(3a; 4 — 4a; 3a).
3
b. Comme NP = EM ,ona:

—3a 3—-3a-3
Yp—4+4al= 0
z,—3a 3—3a

Donc P(0;4 —4a;3). 0
El D'apreés la question E1b., AP|4 — 4al|.

. — 0
Donc AP = (1 —a)AC.
L'ensemble des points P lorsque a décrit R tels que
AB(1 — a)AC estla droite (AP).
Donc le lieu du point P lorsque M décrit la droite (BC)
est la droite (AC).
I3 Par définition, le quadrilatére ENPM est un parallélo-
gramme. Donc le milieu 7 du segment [MN ] est le milieu
du segment [EP].
On note I, le milieu du segment [AE].
Par le théoréeme de la droite des milieux, lorsque P décrit
la droite (AC), le point / décrit la droite passant par I, et
paralléle 4 la droite (AC).
Cette droite est contenue dans le plan (AEC).
Donc lorsque M décrit la droite (BD), P décrit la droite
(AC) et le milieu du segment [MN] décrit une droite du
plan (AEC).

Prendre des initiatives

On se place dans le repére (A, AB, AD, E) de l'es-
pace.
Alors, 1(1;1;8), J(4;4;8),I'(8;3;1) et J'(4;0;1).

Donc la droite (7I') admet pour représentation paramé-

trique : x=1+7t
y=1+2t, teR.
z=8—7t

Et la droite (JJ') admet pour représentation paramé-
trique :

xX=4
y=4—4u,ueR.
z=8—-7u
1+7t=4
Le systeme: 11 + 2t = 4 — 4u n'admet pas de solution.
8—-7t=8—-7u

Donc les droites (1I') et (JJ') ne sont pas sécantes.
Donc les aiguilles ne se touchent pas.

D) Pistes pour ’laccompagnement
personnalisé

Revoir les outils de base

m Partie A

[l a. dans le triangle BEG, I et J sont les milieux des
segments [BE| et [BG], d'ou EG = 21J ;

b. dans BGD et BED : KJ = %ﬁz i7:

c.dans AHF : AF = 2LM et ML = —%ﬁ ;
d. on consideére le parallélogramme ABGH :
AB=HG=1LJ;

e.dans le triangle AHF, avec L, M et I, les milieux des
cotés, on dispose du paraIIeIogramme ALMI (situation
cIa55|que) et donc ML+ MI = MA .

Flavec K/ =L ona déja IJKL parallélogramme.

Comme KJ = 1703 = @AB et [J = 17EG = @AB,

on obtient ZJKL losange.
Enfin, avec AB=LJ et IK=BC,on a LJ=IK et IJKL
est donc aussi un rectangle : c’est un carré.

Partie B

a. strictement paralléles ;

b. sécantes au centre du cube ;

c. non coplanaires ;

d. paralléles disjoints ;

e. sécants selon (EG) ;

f. paralléles disjoints ;

g.sécantsenA;

h. paralléles, (MN) est incluse dans (DHF).

Kl a. Droite (BC) ; b. {K};

c. la paralléle a la droite (BC) passant par A;
d. la paralléle a la droite (BK) passant par A,
car BD + BC = 2BK .

Ela. (BC)c (BCD);

b. inclus dans (BCD) ;

c. strictement paralléle a (BCD) ;

d. strictement paralléle & (BCD).
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Les savoir-faire du chapitre

1 ol

El Comme BE = %ﬁ et BG = %
et les droites (GE) et (AJ) sont paralléles.

La droite (FH) est l'intersection du plan (EFG) avec le
plan (ACD) ; or les plans (EFG)et (ACD) contiennent
respectivement les droites (EG) et (AJ) qui sont paral-
leles : le théoréme du toit permet de conclure que leur

intersection (FH) est paralléle a ces deux droites.

E]),ona:G_E)= %ﬁ

1 On se place dans le repére (B BC :BG ; Eé\))
1 est le centre de gravité de DEH et J celui de BAG, d'ou

1<1 2.2 ) et J(O 1.1 );enﬁn O est le centre du

}?}? }?}?
.11
cube, donc 0(7, ) )
1
2 1
On obtient : O/ % et JI 1? , donc
1 1
JI = 20I ce qui prouve l'alignement des points O, / et J.
1
2
F1a. On cherche a exprimer OC -1 , en fonction de
1 0 1
Ji| | et AF] T2
3 3
1 _2
3 3
Cela conduit au systeme d'inconnues tet s :
1 _
5 —0t+s s=
T_1..1 _
5 = t+ 3 s St = ;
2.1 s=—%5
5 =73 t+ 3 2

ce qui estimpossible:A,J, O et Cne sont pas coplanaires.

3
4
b. On fait de méme avec AK % , ce qui conduit au
systeme: 3
4
3 _, he3
4 4 3
37 1 3 S
T=fm+?n = m=7 =+ 3
3.2 1 3 _3 (M2
B R R Y

Les quatre points A, J, I et Ksont coplanaires.

Remarque : on pouvait aussi considérer le milieu A" de
[BG] et le milieu H" de [DE] ; il est facile de voir que
AA" = H'H, et par suite le plan (AJI), est aussi le plan
(AA'H'H)qui contient O, H et leur milieu K.

mﬂb. Hb.c. etd.
[dc. (Sécantesen K(5;12;—5).)

El b.etc.

Approfondissement

[l 7 est obtenu pour R = A et S = D, J est obtenu
pour R=BetS=C.

G est aussi le milieu du segment joignant les milieux K et
L de [AB] et [CD], car IKJL est un parallélogramme, donc
G appartienta €.

E1R(a;0;0), pourS on peut écrire :

DA + AS = bDA + bAC ;dou:

AS = bAC+(1—b)AD et S(0;b;1—b).

a
2
M(%;%;%—%),I(O;O;%)avec[M % ;
_b
2
. 1/2 0
IM=au +bv,avecu| 0 |etVv] 1/2
0 —-1/2

a et b varient dans lintervalle [0;1]. Lensemble €
est donc porté par le plan passant par /, dirigé par les

vecteurs U = 17A_B) etv = 17D_C) Il s'agit de l'intérieur,

bords compris, du parallélogramme IMJN, ou M et N
sont les milieux respectifs des segments [AC] et [BD].

Les rayons du Soleil sont paralléles, les arétes verti-
cales du cube sont paralléles au baton qui indique
I'ombre : les plans (ABB’) et (STS’) sont donc paralléles,
coupés par le plan du sol en deux droites paralleles :
(AB) et (TS') sont donc paralléles (ombres des arétes
verticales).
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2=—2t+s t=1
I] 0=t—s &qit=s =2=-1.
3=3t 2=—2+1
Les trois vecteurs forment une famille libre (ils sont non
coplanaires).
F10n remarque que 2v —u =w les trois vecteurs
forment une famille liée.
El a. Ce sont trois vecteurs coplanaires.
b. Soit on a pu trouver parmi les quatre vecteurs, trois
vecteurs non coplanaires, qui forment alors un repére de
I'espace et le quatrieme vecteur se décompose sur les
trois non coplanaires, soit on ne réussit pas a en trouver
trois non coplanaires, ce qui signifie que trois d'entre
eux forment une famille liée. On peut alors écrire :

s’ G = ab+ B¢ etdoncaussid = ab + B+ 0d .

M N Ce qui montre que la famille {d, b,¢,d } estaussi lige.

®
E F

2 | DN

H I'I: \‘\ G\@

ki 1AL _| /B

© ERY O

® C

Livre du professeur - CHAPITRE 8 Droites et plans de I'espace — Vecteurs



	DeclicTS_LP_ch1.pdf
	DeclicTS_LP_ch2
	DeclicTS_LP_ch3
	DeclicTS_LP_ch4
	DeclicTS_LP_ch5
	DeclicTS_LP_ch6
	DeclicTS_LP_ch7
	DeclicTS_LP_ch8

