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CHAPITRE

Produit scalaire de

'espace

Introduction

1. Programme

Produit scalaire

Produit scalaire de deux vecteurs dans
l'espace:
définition, propriétés.

On étend aux vecteurs de l'espace la
définition du produit scalaire donnée dans
le plan.

Vecteur normal a un plan.
plan.
Equation cartésienne d’un plan.

normal.

d'unplan;

« Déterminer si un vecteur est normal a un

W o9 Caractériser les points

d'un plan de I'espace par une relation

ax + by + cz+ d = 0 aveca, b, c trois
nombres réels non tous nuls.

- Déterminer une équation cartésienne d'un
plan connaissant un point et un vecteur

« Déterminer un vecteur normal a un plan
défini par une équation cartésienne.

] Démontrer qu’une droite est
orthogonale a toute droite d'un plan si, et
seulement si, elle est orthogonale a deux
droites sécantes de ce plan.

« Choisir la forme la plus adaptée entre
équation cartésienne et représentation
paramétrique pour :

— déterminer l'intersection d’une droite et

— étudier la position relative de deux plans.

On caractérise vectoriellement l'orthogona-
lité de deux droites et on introduit le notion
de plans perpendiculaires.

Perpendiculaire commune a deux droites
non coplanaires.
Intersection de trois plans.

Plusieurs démonstrations, ayant valeur de modeéle, sont repérées par le symbole B, Certaines sont exigibles et correspondent a des capacités attendues. De méme, les activités

de type algorithmique sont signalées par le symbole ¢.

2. Intentions des auteurs

Dans ce « Produit scalaire de lI'espace » :

- on étend a l'espace la notion de produit scalaire de
deux vecteurs du plan;

- on précise la notion d'orthogonalité de deux vecteurs
de l'espace;

- on applique l'orthogonalité de deux vecteurs pour
caractériser les équations cartésiennes de plan.

A ce stade, I'éléve posséde tous les outils pour étudier des
problémes d'intersection de droites et de plans en choi-
sissant un cadre adapté, vectoriel ou non, repéré ou non.

De nombreux QCM et Vrai-faux permettent de faire le
point rapidement sur la compréhension du cours et
aussi la mise en place de raisonnements par contre-
exemple.

Tout au long de ce chapitre se précise I'utilisation de
logiciels de géométrie dynamique ou de program-
mation. L'utilisation d’'un logiciel de calcul formel doit
permettre, en fonction des éléves, de surpasser les diffi-
cultés du calcul algébrique.
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> Partir d’un bon pied

Objectif

Réactiver chez I¢éleve la notion de droite de l'espace a
travers une représentation paramétrée, I'utilisation du
produit scalaire dans le plan.

A Hb. Hec. Hb. Eb.etc.
B)a. 6. b. AB*> = 16. c.0.
d. 4X2Xcos60° = 4.

—4\ (1 \__ _ v
() =rama o
— > (= L—» . L—) —

L) AT -AJ=(AB+—-AD)+(5AB+AD)
_1az2, 1522 _ 5 5
= 3AB + 2AD 6a

et Al «AJ = Al + AJX cos IAJ,

donc:

cosIAJ— =i>< 6 1

5 \/& 6 572
4a>< 90

donc JAJ = % rad.

D) Découvrir

Produit scalaire

dans le plan...dans l'espace
Objectif : Repérer un plan de l'espace pour calculer le
produit scalaire de deux vecteurs de ce plan.
a. Dans le plan (ABC), AB + DC = 16.
b. Dans le plan (BCF), BI +BC = 8.
c. Dans le plan (HDA), HD +CB = HD + DA = 0.
d. Dans le plan (HDA), EK «KH = 0, car les diagonales
d’un carré sont perpendiculaires.
e.Dans le plan (EFG),
EG - BC = EG + FG = GE + GF = 16.

f. Dans le plan (EBG),

GE +GB = GB -Gl = 4v/2 X2/2 = 16.

Droite perpendiculaire
aunplan
Objectif : Dans cette activité, on démontre le théoreme
fondamental qui définit la droite perpendiculaire a un plan
en un point donné.

Kl Le point A est un point de d différent de O. Dans le

triangle ABC, en appliquant le théoréme de la médiane,
Ag2 + AC = 2422 + B 1),

E1En appliquant le méme théoréme dans le triangle
0B? + 0C? = 207 + 32c2 (2).

EI» Dans OAB, rectangle en O, on a AB> = OB? + 0A? (3).

ona:

OBC, on obtient:

D Dans OAC rectangle en O, on a AC? = OC? + 0A? (4).
D En reportant (3) et (4) dans (1), puis en soustrayant (2),
puis en divisant par 2 on obtient : 0A? = AI*> — OI?, soit
AP? = OA? + OF. Le triangle AOI est rectangle en O,
donc la droite d est perpendiculaire a la droite (OI).

3 Soit une droite d, perpendiculaire & deux droites du
plan P sécantes en O, alors toute droite admet une
parallele passant par O et on se retrouve dans le cas
précédent. Si une droite est perpendiculaire a deux
droites sécantes d'un plan, elle est perpendiculaire
a toute droite de % passant par O : on dit que % est
perpendiculaire a d.

Plan médiateur

Objectif

Cette activité explore une situation classique que l'on
rencontre tres fréquemment avec la notion de médiatrice
dans le plan.

Kl Soit M un point de . On a donc AM = BM, donc le
triangle AMB est isocéle, donc (IM) est perpendiculaire
a la droite (AB), donc M est un point de %"

Onaainsi® C %'

E Soit N un point de %’ La droite (IN) est la médiatrice
de [AB], donc MA = MB et N est un point de %. On a
donc %' C P.

Ona® = P’ (démonstration par double inclusion).

El Application : appelons a la longueur du c6té du cube.
a.Les segments [BG], [GD] et [DB] sont les diago-
nales de carrés de cotés de méme longueur, donc
BG = GD = DB = av/2, donc le triangle BDG est équi-
latéral.

b.VED=EB=av2 et(D=CB=a

2 /3

et KD = KB = 3 a5 car BDG est équilatéral, donc E,

C et K sont des points du plan médiateur de [BD].
VED=EG=a/2et(D=CG=a
2 V3

et KD = KG = 3d—5 qr BDG est équilatéral, donc E,

C et K sont des points du plan médiateur de [DG].

c. Les points E, C et K sont des points des plans média-
teurs de [BG] et [DG], donc ils sont alignés sur leur
droite d'intersection.

La droite (EC) est donc orthogonale a [BG] et [DG],
donc elle est perpendiculaire au plan (BDG).

Art et geometrle

de l'espace
Objectif

Calculer, en utilisant la
géomeétrie plane, 'angle
de deux plans d'un
solide représenté dans
un tableau célébre.

Kl Appelons a
la longueur de l'aréte
du cube.
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D AB=AC = #, donc la droite (Al) est la média-

trice de [CB] ; en conséquence les points A et / sont des
points du plan médiateur de [CB].
D Dans le triangle rectangle DEC,

2
DC? = DE? + EC? = 20,
2
donc DC* = DB? = >3-,

Le plan médiateur du segment [CB] est le plan (AID).

E1 L'angle formé par les faces ABC et CBD est I'angle AID.
HBa=1.
V2

DAB=T.

D Le triangle ABC est équilatéral, donc :

Al = ABL \/E

D Letriangle CIDestrectangle en],donc DC? = CP% + ID?,
donc ID? = DC? — P =2 — 1 =2

278 8

D L est le milieu de I'aréte [DH], donc:
AL=GH=/2.

Dans le triangle rectangle ALBon a:

2 ap2 2 _ 1_9 _3
AD* = AL + LD* =2 + 7= 4,doncAD— 5

3 On applique le théoréme d’Al Kashi au triangle AID :

AD? = JA? + ID* — 2IAX ID X cos AID,
——~ IA*+ID*-AD* .
donc cosAID = 2IAXID , soit, en remplacant,

cosAID = —37 donc AID =~ 109,5°.

Lintersection des deux faces est la droite (BC) et le plan
(AID) est perpendiculaire a (BC), donc I'angle des deux

faces est AID =~ 109,5°.

Ensemble de points

de I'espace caractérisé

par un produit scalaire nul

Objectif

Mettre en place une méthode pour déterminer une équa-
tion cartésienne d’un plan.

EHLe plan IT est l'ensemble des points M tel que
MA = MB, donc MA? — MB? =0 ;
MA?2 — MB? = 0 < (MA + MB )(MA — MB) = 0
& 2MI - AB = 0.
Le pomt M appartient a II si,
MI «AB = 0.
Ha.Ona:
AM +AB=0< (AH+HM)+-AB =0
& AH +AB+HM +AB=0;
comme | le vecteur HM est orthogonal au vecteur AB,
onaHM + AB = 0, donc:

AM +AB=0< MH AB=0 & M=H.
b. Lensemble des points M tel que AM « AB = 0 est le
plan P passant par A et perpendiculaire a (AB).

et seulement si,

H Application
D IT est le plan passant par / milieu de [AB] et perpen-

-2 X
diculaire a (AB).Ona 1(0;1;2), AB| 2 |et IM|y — 1|,
4 z+2

donc: M(x;y z)ell < IM +AB=0
S—x+y+2z+3=0.
D P est le plan passant par A et perpendiculaire a (AB).
172 x—1
Ona AB| 2 (et AM| y
4 z+4

M(x;y;z)EPe AM +AB =06 —x+y+2z+9=0.

Exercices d’application

SRS NEY calculer
des produits scalaires dans l'espace

,donc:

K1) AF - GB = (AB + BF ) - (GF + FB)
—BF - =—a?
en tenant compte des orthogonalités.
»GI +DE=(GC+Cl)-DB=CI +DB =0, car les dia-
gonales d’un carré sont perpendiculaires.

D AF +CB = 0.

VT -JB = (HE+E7)- (A + A8) = B A =% .
F1 Dans le triangle HEJ rectangle en E, d'aprés le théo-
réme de Pythagore, HJ? = EH> + EJ*> = 54L2 ;

comme H/=JB ona JH «JB=JH+JB+ cos@, soit
aTz = S%X cos HJB donc cos HJB = L

On obtient HJB ~ 78,5°.

E [l La spheére de centre A et de rayon 3 est 'ensemble
des points M de l'espace tel que AM = 3.
E1SiM(x;y;z),alors:

MeFSAM =9 (x+1 +(y—2Ff+2=09.
Une équationde Sest: x>+ y>+ 22+ 2x — 4y — 4 = 0.
ElLa droite d passant par A et de vecteur directeur

( ; 2 ; ) a pour représentation paramétrique

x=—1-t

y = 2+17t avec te R.

z=t
D Le point M appartient a l'intersection de S et de d si, et
seulement si, ses coordonnées vérifient les équations de
S et de d. En reportant les valeurs de X, y, z en fonction
de t, dans I'équation de S, on obtient t* = 4, soit t = 2
ou t =—2, dou les points d'intersection : B(—3;3;2)
et C(1;1;—2).

On pose AB = a. Les hauteurs des triangles équila-

av'3
5

téraux mesurent
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na.ﬁ-f=%az; b.y\)-ﬁ=—%a2;

. JA-JD = 17(JA2 + JD? — AD?) = 1Taz;

d. JK +AD = 0.
1 a. Dans le triangle rectangle AJK,
2 g2 _yp2=32_1 »_1 5
JK=JA KA—4a 29 = 5a.

b. JK «BD = JK +2JL = 2JK + JL = JK* + JI> — KI?
= 1702 + 1702 - %az = 1702.

D) Savoir faire NI

les propriétés du produit scalaire

| 3 2
[IAB 0 |; AC|—1];BC|—1].

-2 1 3
DE-EZM

»BA -BC=—AB -BC=4;
D CA -CB = AC -BC = 10.

B | AB|=+5,|AC |=V11,|BC|=+14.
/\_ E'A‘C’ _ 1 /\~ )

D cosBAC = ABXAC — E,doncBAC~82,3.
—~ BC.BA _ 4 Pl

D cosCBA = BCXBA — m,doncCBA~61,4 ;

donc ACB = 36,3°.

E EN ABCD est un tétraédre régulier et AB=a.On a
alors G milieu de [1J] et GA” = %ﬁ

2a

\/g .
DGA -GC=(GA +AA)-(GA +AC), comme (DA")
est perpendiculaire au plan (ABC) on a:

De plus, DA" =

s s — ——> —> —

GA +GC=GA +GA + AA -AC;
par ailleurs, AK = #;
a/3 _ a |
2 T /3
21 a’

donc AA «AC= AAXACX oS3 =—"c",

donc AA=AC= g

r.ef— (1 22V a _ ada
doncGA-GC—<4£> 6 — 8§
3 , 3a
bO GA=—--DA = .
FIPOnaGA= "4 DA =56

/\_54’.&"_ T__L
b cosAGC = GA-GC ~ 3q2 3

donc AGC = 109,5°.

B

E b En utilisant les résultats de la page 295 du manuel

onaJI=§etJH=§.
POn a par ailleurs I(%;%;O), J(O;O;%) et
H(0;1;1), donc:

1

2
0
JI| 17 et JH| 1 ;doncJ_f-JH: l
1
’I _
5 2
/\_ ﬁ.ﬁ B 1 .
D coslJH = JIXJH = 15 On retrouve bien le

résultat de la page 295 et donc IJH =~ 75°.

SRS Daterminer

des équations de plans, déterminer
une intersection de plans

a.B(1;o;o), E(0;0;1), G(1;1;1), D(0;1;0)

=1 0 1
et F(1;0;1), donc BE| O |, BG|1| et DF|—1
1 1 1

BE - DF = 0 et BG +DF = 0. Le vecteur DF est ortho-
gonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (BEG),
donc la droite (DF) est perpendiculaire au plan (BEG).

; donc

b. Le plan (BGE) a pour vecteur directeur DF et passe par
B,donc M(x ; y ; z) estun pointde (BGE) si, et seulement
si, BM «DF = 0, donc (x —1)X 1 +y(=1)+2zX1=0.
Le plan (BEG) a pour équation: x —y +z—1=0.
c.DLe plan P passant par F et paralléle a (BEG) a
pour équation x —y +z+d =0 comme il contient F,
1-0+1+d=0,doncd =—2.

% a pour équation x—y+z—2 =0.

D Le plan (ABC) a pour équation z = 0, donc l'intersec-
XxX—y+z—2=0
z=0

7

tion avec P est la droite définie par {
X=X

soitiy =—2+x avecxeR.

z=0
—4 =2 .
E a.AB| 0 |, AC|—1/{. AB et AC ne sont pas coli-
-2 -2

- . —4
néaires puisque ——-# —-.
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Les points A, B et C n‘étant pas alignés définissent un
plan.

b.D AB +i=—4+0+4=0,

AC +i=—2-2+4=0.

n est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du
plan (ABC) : c'est donc un vecteur normal a ce plan.

D Une équation de (ABC) :

M e (ABC) & AM +1i =0
S(x—1)+2(y—1)—2(z-3)=0.

M e (ABC) & x+2y—2z+3=0.

D) [ravaux pratigues

E Angle maximum

@ Choisir un cadre et conjecturer

E Cadre analytique

—_

a.b.Voir ci-dessous. Langle AMC semble maximum
pour t = 0,33 et il mesure 119,995°.

El Le plan & passant par M et perpendiculaire a la droite
(BH).

b. En faisant varier le point M sur [BH], le plan % corres-

—_
pondant a la valeur maximale de AMC semble étre le
plan (ACF).

@) Elaborer une démarche

E Cadre analytique

a.A(1;0;0),C(0;1;0).

Ona BM = t BH = t(BA + BC + BF ), donc M(t ; t ; t).
T—t] | -t o

b. MA| —t |, MC|1 —t|,donc MA « MC = 3t*> — 2t.
—t —t

Mais MA « MC = MA « MB + cos AMC,

etMA2=MB2=(1—tf +2+ 2 =32 -2t +1,

—~ _ 3t*-2t _ . 1
donc cos AMC = =1 Y R

3t2 =2t + 1
’ 6t_ 2
c.Pourtoutt€|0;1], t)=————"—
031}, 7(t) (32 —2t+1)
du signe de 6t — 2, d'ou le tableau de variations :

qui est

x |0 1? 1
f(t) - 0 +
0 1
£y s g 2
2

En tenant compte du sens de variation de la fonction

—

cosinus AMC qui a un maximum pour t = 1? , dans ce
cas AMC = 120°.
H Cadre géométrique

—_ —_ —_
a.Comme AMC = 2AMO, si le sinus de AMO est
maximum, alors AMC est maximum. sin AMO = AM

donc comme AO est constant, il faut que AM soit
minimum, donc (AM) L (BH).

b. AMestlahauteurdutriangle ABHet AB =1, AH = V2
(diagonale d'une face), BH = /'3 (diagonale du cube).

c.OnasinAHB = % = %, donc AM = /@

En appliquant le théoréme d’Al Kashi dans le triangle
AMC on obtient :

—
AC? = MA? + MC? — 2MA X MC X cos AMC, soit :

(R RN s

V3 V3 V3 N\ V3
donc cos AMC = —17, soit AMC = 120°.
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©) Pour aller plus loin

—_

Langle ANC est maximum pour t = 0,5 et dans ce cas

P P

cosANC = 1? ,donc ANC = 70,5°.

Distance d'un point a une droite
Objectif
La aussi, résoudre un probleme classique a l'aide de deux
méthodes différentes.
Partie A
EH H Lorsque r est minimum cela représente la
distancede Aa A.
Partie B - Méthode 1 x4 1
EISi M(x;y;z), alors AM|y — 2|.
z—3
MEP SAMl=0&—2x+3y+z—11=0.

EFlLa droite A a pour représentation paramétrique

x=3—-2t

y=2+3t avec te R,

z=—1+t

El Les coordonnées du point d'intersection de A et de
%P vérifient :

xX=3-—-2t
y=2+3t )
z=—1+t '

—2x+3y+z—-11=0
donc, en reportant les valeurs de x, y et z dans la
quatrieme équation on obtient 14t—12 =0, soit
6

t:7.

152
7 -

XxX=3—-2t
Kl Si M appartienta A, alors 3y =2+ 3t ;
z=—1+t

Partie C - Méthode 2

donc AM? = (4 — 2t + (3t + (=4 + ),
donc AM? = 14t% — 24t + 32.

H La fonction du second degré t +—> 14t> — 24t + 32
152

admet un minimum pour t = %, donc AM? = 7

doncladistancede Aa A est ,/ %

III Calculs de distances, aires, volumes
Objectif

Utiliser le produit scalaire pour préciser des situations ou
calculer des grandeurs.

Ea.dOnaa?(KE+BM)+KB+KB+BD =0,

a’ 1

—»Z *)+ *’.
donc BK a2+ZBM GZ+2BD,

D donc, en décomposant :
2 2
By S i~ S B
= + +
BR= g ATy AM g 5 AD
et MD = MA - AD, soit en tenant compte des orthogo-

nalités :

BK - MD =
a

a7y By S
+2 a’+?2

AD + AD

2
a 1 1
= —— |4+ ——=0.
az+2< az> a’+?2 0
b.DOna a*(KD+DM)+KD+ DB+ KD =0,
2
1

—_— a —_— —_—
= —+ .
donc DK 02+2DM a2+aBD'
D donc en décomposant :
2 2
e @1 a1 o=
= + +
BR= gy DAY MM F 2 A8

et MB = MA + AB, soit en tenant compte des orthogo-
nalités :

2
TR a’ o r 1 22 53
«MD = AM + MA + AB A
DK « MD 5 MM 5 B - AB

a’ 1 1
'_a2+2<_37>+a2+2 -0
c.Comme BK « MD = 0, K appartient a la hauteur issue
de B dans le triangle BMD. Comme DK +MB =0, K
appartient a la hauteur issue de D dans le triangle BMD,
donc K est I'orthocentre du triangle BMD.
H a. Dans le triangle rectangle ABM,
2 _ 2 2 _ 1 _ 02 +1
MB* = AB-+ AM~ =1 +?—T.
Le triangle BMD est isocéle en M, donc si on appelle / le
milieu de [BD], d’aprés le théoréme de Pythagore dans
le triangle MIB, on a:

2 2
2 _ 2 2=G+1_L:G+2.
AP = MB? = IB% = = 5= — e
/2
donc AI=GT+2, comme o =w on a:
&g_«/az-f-Z
N 2a

b.sd= 1 équivaut a v a*>+ 2 = 2a, soit en élevant au
carré a® + 2 = 4a? ; donc a? =2 ota= A/ %

3
c. D Le volume de la pyramide MABD est :
1 MAXAB 1
V= X—5""—"XAD = ——.
3 2 276

DOna AK «BD = (AM + MK )+ BD = 0 en développant
et en tenant compte des orthogonalités.

De méme, AK + MB = 0. Le vecteur AK orthogonal a
deux vecteurs non colinéaires du plan (BDM) est un
vecteur normal & (BDM), donc (AK) est une hauteur de
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la pyramide MABD donconaaussi V= —- &ﬁ XAK, donc

AK=3V=—>—
2/—

Distance d'un point 3 une droite.

Cas particulier

Objectifs

Présenter une méthode générale a I'aide d’un cas particu-
lier et utiliser un logiciel de calcul algébrique.

2 1
EHa.n|—-3|, m| 2 |.Comme n et m ne sont pas coli-
-2 —2

néaires, les deux plans sont sécants suivant une droite A.
b. Le logiciel nous donne un systéme d'équations para-

métriques de A :
10

x—1+7z
_ 2
y=2+73z avecze R
z=z
10
7
2

c. La droite A est dirigée par le vecteur v| -5-
1

U =7V, u estunvecteur directeur de A.

El 7 et m sont, par définition, orthogonaux a u. De
plus, i «m = 2 — 6 + 4 = 0, doncils sont orthogonaux.
BComme (OH) est perpendiculaire a A, les vecteurs
OH, i etm sont coplanalres doncil existe deux réels a
et btels que OH = aii + bri, donc en tenant compte de
la question Fd on a OH? = a?ii* + b*m°.

3D Le point H est un point de A et ses coordonnées

; comme

sont (1 +%z 2+lz z) le logiciel permet de
déterminer z, a et b tels que OH = an «bm . On obtient
g=—B8 -4 =
153 9= 77
i?=22+(-3) +(—2)2=17etm2=9,ona:
2_(_ 4 5\ 2 _ 569
82 = ( 17) 17+ (5 ) X9, donc 82 = 3e3-;
_ 569
donc 6 = 153
D) Faire le point
Ha. s Bc B2 Ha 0
@as. Bb. Bb DOaectc Baetc

Kl Faux (considérer les arétes d’un cube passant par
un méme sommet).

E Faux (ici d est incluse dans P).

E Vrai.

[ Vrai. CM + MB = (CA + AM) MB

=CA-MB+AM +-MB=0+0=0.

D) Exercices d’application

D Produit scalaire dans I'espace

[vrai. Flvrai. El vrai.
Faux. H Vrai.
mﬂb.etc. Hb. Hb.etc.

1 c.; OABC est un losange formé de deux triangles équi-
latéraux accolés.

Repéres orthonormés — Normes

Dans le plan (O, i, 7) le point H a pour coordon-
nées (x;y) et donc OH> = x>+ y?. La droite (MH)
est parallele a la droite (OK) et HM = zi, donc le

triangle OHM est rectangle en H, donc en utilisant le
théoréme de Pythagore, OM? = OH?> + HM?; donc

OM? = x*> +y? + 22, 50it OM = / x* + y? + 22.

2 1) A(8;0;0), E(0;8:8).
»B(0;8;0)et G(8;8;8),donc I1(4;8;4).
1

) AK = —-AF ,donc K(8;0; 2).

%CTE), donc L(0;5;8).

-8
F1» AE| 8 |, donc|AE | =/(—8) +82+82 =8/3.

8 -1
V3
— 1
POnae=— AE donc €|
H H V3

1
V3
,donc H K[ HZ = 84.

VCL =

—4
El)KI| 8
2

—4
) IL|-3 ,doncHiH2=41.
4

-8

D KL| 5 |, donc Hﬁ“z = 125.
6
Comme |7 [P +] 1 = ki P
rectangleen /.
[ a. La sphére S est 'ensemble des points M(x;y; z)
tels que QM = 0L son équation est :
(x—4Y +(y—4y +(z— 4y
=58 +y’+72—8x—8/—82=0;

soit x> +y? + 2> —8x— 8y — 8z = 0.
b. En reportant les coordonnées de chaque point on
vérifie que le cube OADBCFGE est inscrit dans la sphére S.

le triangle KIL est

=1 1 1
nOnaDA 2 |,DB| 2 |,DC|—2
-2 -2 -2

DA =DB = DC = 3.

,donc:
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Les points A, B, C appartiennent a la sphere de centre D
et derayon 3.
Flla sphére S a pour équation cartésienne
X2+y2+(z—4Y =9,s0it x> +y>+22—8z+7 = 0.
El a. Les plans médiateurs des segments [AB] et [BC] se
coupent suivant une droite d. Tout point de cette droite
est équidistant des points A, B et C, donc ils sont sur une
sphére de centre M.
b. Vérifier que OA = OB = OC = 3, donc la sphére de
centre O et de rayon 3 contient les points A, Bet C.
0
I a. Le point /a pour coordonnées (0;2;2), OI|2|.
2

La droite (OI') a pour représentation paramétrique :

x=0

y=2+2, teR.

z=2+2t
b. Les coordonnées (0;2 + 2t;2 + 2t) du point M de
(OI) qui appartient a S est tel que :

02+ (2+tf+(2+tf—8(2+t)+7=0.

Donct? = 17,soitt = @ out = —@.Ladroite (or)

coupe la sphére en deux points £(0;2 ++v2 ;2 +/2)
et F(0;2—-+v2;2-V2).

Calculer un produit scalaire dans I'espace

m [N Le quadrilatére ABGH est un rectangle de largeur
4 etde longueur 4+/2.
) HB +GB = BG® = 32;
) HB +BA =— AB?> =—16.
E21) Dans le triangle rectangle ABGon a::
AC? = AB® + BG? = 16 + 32 = 48, donc AC = 4V/3,
soit AO = 2+/3.
D En utilisant le théoreme d'Al Kashi dans le plan ABG
pour le triangle AOBon a:

—~ _ OA’+ 0B*>— AB?
CosAOB =5 0a % 0B

On en déduit que AOB =~ 48,2°.

12+12—-16 _ 2

P m1y A2 -BC=BF -BC=BF2 = 9.

lﬁ-£=ﬁ-ﬁ=BF><BGcosFBG,donc:
E-ﬁ=3x3ﬁcos45=9ﬁx@=9.
) Dans le repére (A; +AB ;+AD ; +AE ), £(0;0;3)
I 3 I 3 ! 3 I I I I
_|o _|o
B(3;0;0) et G(3;3;3), donc AE|0| et BG|3|; donc
3 3
AE +BG=3X3=09.
FI» AD < HB = EH - HB = — EH?, car le triangle EHB est
rectangle en E.

0 3
D AD|3|et HB|—3 ,doncﬁ'@=—9.
0 -3

2

ﬁ ﬂa.ﬁ-S?:SAXSBXcos%:aT.

T 2x2/3%x2/3 3¢

b.SA -SC=SA +(SA+AC)=SA>+SA - AC

= SA> = AO?,
2 2
SA.C= 9 _a _
donc SA - SC = > 5 0.
e 2
c.SAAC=~3
d.SC «AB=C(CS (D= CSXCDXcos? =5
F1 a. Le triangle SAC est triangle rectangle et isocéle en
S

b.Ona CB=CD=0, AB=AD=0 et SB=SC =0,
donc les points C, A, S sont équidistants de B et de D,
donc le plan (SAC) est le plan médiateur de [BD].

c. SC « DB = 0, car (BD) perpendiculaire au plan (SAC)
qui est le plan médiateur de [BD].

Al et ID sont les hauteurs de triangles équilaté-
av/3
>

raux de coté a, donc Al = AD =

En appliquant Al Kashi dans le triangle AID :
3a> | 3d®

—~  AP+DP-AD> 4 VT4
cosAID = JAIX DI = PWEY PWEY
2X——X—F—
: 2 2
?.

On en déduit AID = 70,5°.

28 I plan médiateur de [HC] est le plan (AFG),
car les points A, F et G sont équidistants de H et de C.

b. En déduire I'intersection de la droite (HC) avec le plan
perpendiculaire a (HC) passant par A est, d'aprés El, le
plan (AFG). Il coupe (HC) en I milieu de [HC], donc le
projeté orthogonal de A sur la droite (HC) est 1.

2 Le milieu K du segment [DG] est le point /.

D AK + HC = 0, car (AK) est perpendiculaire & (HC).

D AK + AH = AK? ; le triangle AHK est rectangle en K,

2
donc AK2=AH2—HK2=(«/5)2—<\/25> Z%, donc
K A = 3
AK <« AH = >
) FK «DK = (FG + GK )+ DK = GK - DK =~
mn1+2/§+1: 3+2/§

1+£>= 6+v5 _3+V5
2 4

2 I

et®2=<

donc @? =D + 1.
E a. Pour tout point M(a; b;c)€{A B,C, ....KL}ona

OM? =07+ 07 +12= )+ = S5

OM = /%:R_

Tous ces points sont sur une sphére de centre O et de
rayon R.

d
b.D AB|1— ®|donc AB2= 02+ (1 — DY + (-1,

—1
soit, en tenant compte de la relation du EI; AB* = 4
donc AB = 2.

, Soit :
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D On vérifie de méme que AC = BC = 2. Le triangle ABC
est équilatéral.
c. Toutes les faces du solide sont des triangles équilaté-
raux.
El Les arétes de l'icosaédre ont pour mesure 2.

(A, AB,AD, AE), G(1;1;1),

Dans le
1 2

H(0;1;1) et 1(2;0;0), donc AG|1 | et HI|—1

1 =1
AG +HI = 0. Les droites (AG) et (HI) sont orthogo-
nales.

repére

; donc

B Propriétés du produit scalaire

[l a.Vrai. b.Faux. Fla.Vrai. b.Faux.
[l Faux.  FVrai. EJ Vrai. [ Faux.
Hb. He. Ha. Oc.

Expression en repére orthonormé

V2-1] [ -2 -1-v2
8 @ 25— /2 2—1 AC| -2 |, BC|-1+v2|
-2/2 -2

donc AB*=38, Ac2 =16, BC* =8, soit AB=BC et
AC? = AB?> + BC? ; le triangle ABC est isocéle rectangle
enB.

F1 ABC est isocéle rectangle en B, donc BCA = 45°,

36 | G [ = cos>acos?B + cos?asin?B + sina, soit :
| 7 |? = cos?a(cos®B + sin?B) + sin’a ;
comme cos?p +sin’f =1,ona:
|G F = cos?a +sina=1.

1 1
[la. AB|—2|et DC|—2/{, donc AB=DC.

5 5
Le quadrilatere ABCD est un parallélogramme.
3
b. BC|— 1|, donc AB +BC = 0.

=1
Le parallélogramme ABCD est un rectangle.

EI( = 1).
35 (1) _[3 .
Ela.Is| 8 |, AB|—2|, BC|—1|, donc IS +AB=0 et
2,5 5 -1

IS +BC=0; donc (IS) est perpendiculaire au plan
(ABC).

b. Le volume de la pyramide SABCD est :
V=L ABXBCXIS;

comme AB=+29,BC=+v11,1S =482,5 alors:
_11v870

2 On se propose de déterminer une mesure, en degrés,
—
del'angle SAB.

1 55
a. AB|—2|, AS|65|,
5 4,5

V3271 L AB =29,

AS - AB
AS X AB

donc AS + AB = 15.

b. AS =

—

C. Cos SAB =

—_

~ 0,07, donc SAB =~ 85,9°.

4T3 ] 2
& o 28| 1 , AC|0|, AD|—1
1 5 6
Les quatre points A, B, C et D sont coplanaires.
-3
E1CD| 1
1
Le quadrilatére ABDC est un parallélogramme.

,donc AD = AB + AC.

Propriétés algébriques

8l IEC .HC = ED -HG+DC -HC+ GC -HC

=ED*> =4
F1E/ « HG = ED? = 4.
EVE[ -BH=(EA+Al)-(BA+AH)
=FEA +BA+AIl +BA+EA -AH+AI + AH
=0—2AF —EA’+0=—6.

[1AB -1J=AB -IC+AB -C/=AB +IB+0=2.

HE-Ji= @ﬂﬁiﬁl(fj CTi+ BI)
=ED «BI+DG «-CB+ GJ - JC
=—2—-4+1=-

[AAC «1IJ=(AB+BC)+(IC+CJ/)=AB +IC+BC - IC
=AB +IB+BC*=2+4=6.

& 30 BC - 1H = BC - (IE+ EH) = BC « IE+ BC - EH,

donc comme BC « IE = 0,ona:B_C>-F-I)=BC2=16.

lDeméme,ﬁ-ﬁ=(ﬁ+ﬁ+Ef)-ﬁ,

doncBJ «FA=BF +FA+FE «FA+EJ «FA ;

soit BJ « FA =— EB2 + FE2 = 0.

»JI +JG =(JE+El)+-(JH+HG)=JE « JH+El +HG,

soit JI +JG=JE «JH+E[ -EF=—4+2=—2.

B [P=IE+ER=(/2) +22=6.

D JG* = JH? + GH? = 2> + 22 = 8.

DOnacos{]E= ‘zxig = Jg_xzﬁ =—§,

donc 1JG =~ 106,8°.
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Vecteurs orthogonaux

3
Fld-v=—1+a?donci+v =0 équivauta a®>=1;
soita=—1oua=1.
ElU+V =a—2a%doncd -V =0 équivauta:
a(1—2a)=0;

soita=00ua=17.

ma.DOna:
MN = MD + DA + AN = — aDA’ — AD + bAC,
soit MN = (a+ b— 1)AD’ + bAB — aAA .
» Comme AC=AB+AD,MN -AC=a+2b—1.
) Comme DA =—AD+AA, MN +DA = 2a+b — 1.
La droite (MN) est perpendiculaire a (A'D) et a (AC) si,
et seulementsi: :
{a+2b=1 a=3
s
3
b.OnaM(0;1—a;a),N(b;b;0),C(1;1;0),D(0;1;0)
_ | b
et A(0;0;1),donc MN|{b+a—1]|.
—4
1

b AC|1 ,doncmoﬁ=a+2b—1.
0

0

b DA'|—1|,donc MN +DA" = 2a+b—1.
1

On retrouve le systeme du a., donc a = 1 etb=—+.

3
43

Ew;

E1w; :non. El w; :oui.

B w; :oui.

.non.
.non.

2 G.v=0s|3]|=00u|7|=0oucosBAC =0,

— — = — = - T
doncu-v=O<:)u=Oouv=00uBAC=7.

E D Les droites A et A’ ont pour vecteurs directeurs

1 3
respectivement u|—1| et v|—3|, donc 4+vV =0 les
3 2

droites A et A’sont orthogonales.

) Orthogonalité dans I'espace

na. Hb. FHa.etc.
Fla.Vrai. b.Vrai. c. Faux.

Fla. Faux. h.Faux.

Orthogonalité entre une droite et un plan

0 oo,
Hb.

Flb.; sécantesen (1;—1;0).
Ob.

E EiOna Al =AB+BI=HG+JH=JG, donc A, 1,
G, H sont coplanaires.

FI) IJ=IC+CH+HJ ,mais IC+HJ =0 ;

donc I/ = CH.

VFQ I/ =FQ-CH = 0, car le triangle FCH est isocéle
en F, donc (FQ) est perpendiculaire a (HC).
Bb@)-ﬁz(%+%@+%ﬁ)= 1-1=0,
donc (FG) orthogonale a (IG) et comme elle est aussi
orthogonale a (HC), elle est orthogonale au plan

(AIGJ).
Hb.

mﬂa.
1

[lc., car KE|—1].
1

Hb.

Hec.

ﬂﬁ-Vf=—ac+ac=0
etn+v, =—ab+ab =0,
donc v; et v, sontorthogonauxa n .

FlLe vecteur i est coplanaire avecc v; et v, si, et
seulement si, il existe deux réels a et  tels que:

a=—aa—fb 1=—0a?—B?
n=av+Bv; &b =Pa &b = fa
c=aa c=aa

qui n'admet pas de solution, donc 17, v; et v, ne sont
pas coplanaires.

Ela. Vu la question précédente, (A;v; ;v; ;1) est un
repére de l'espace, donc il existe trois réels a, {3 et vy tels
que : AM = av;+ Bv;+ i .

b. AM «7F = 0= (av;+ B+ Y )en=07=0;
donc M appartient au perpendiculaire en A a la droite
passant par A et de vecteur directeur 1 .

E Si d est paralléle a P, il contient une droite A paral-
lele a d. Si d’ est perpendiculaire a % elle est orthogo-
nalea A,doncad.

BB My EA A= 2F - AF=- .

) AB « AF = d°.

) BC + AF = 0.

F1EC = EA+ AB + AC,

donc EC « AF = EA « AF + AB + AF + BC « AF,

donc EC « AF =—a”+a? = 0 Les vecteurs EC et AF
sont orthogonaux. .

De méme que les vecteurs EC et AH sont orthogonaux.
E1 On en déduit que la droite (EC) est orthogonale aux
droites (AF) et (AH), donc orthogonale au plan (AFH).
Le point / est le projeté orthogonal de E sur le plan (AFH).
[la.b Le plan (EAB) contient la droite (AF) et comme
(EH) L (EAB) on a (AF) L (EH).
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DLe plan (AFH) contient la droite (AF) et comme
(EI) L (AFH) ona (AF) L (EI).

b. Ladroite (AF) estorthogonale a deux droites sécantes
du plan (EHI), donc orthogonale a la droite (HI ).

c.De méme que la droite (AH) est orthogonale a la
droite (FI).

[ Le point  est l'orthocentre du triangle AFH.

Soit a l'aréte du cube.

D AH = AF = av 2 ,donc le triangle AFH est isocele en A.
(AP) est la médiatrice de [HF], donc (AP) L (HE).

D On a (EP) parallele a (AC).

AP +EC=(AE+EP)+-(EA+AC)=AE -EA+EP - AC.
Donc AP +EC =—a*>+ a = 0 ; donc (AP) L (EC).

Vecteur normal — équation cartésienne

8 » passes par B(2;4;1) et a pour vecteur
normal n(—1;—1;5) , pour équation cartésienne
—x—y+5z+1=0 et pour vecteurs directeurs
vi(4;1;1) et v5(1;4;1).

56 193 passe par B(2;0;1) a pour vecteur normal

(1 1 . . -
n (7 i 1) pour équation cartésienne
17x + %y — z = 0 et pour vecteurs directeurs

vi(—2;4;0)etv;(2;—8;—1).

% passe par le point A(1; — 1;— 1) a pour vecteur
normal n(4;3;—1), pour équation cartésienne
4x+3y—z—2=0 et pour vecteurs directeurs
vi(=1;2;2)et vy (—=1;1;-1).

58 [ passe par le point A(0;—1;1) a pour vecteur
normal 17 (0;1; 0), pour équation cartésienne y — 1 = 0
et pour vecteurs directeurs v;(4;0;2) et v5(—1;0;—1).

59 o passe par le point A(1;—2;3) pour vecteur
normal n(0;2;1), pour équation cartésienne
2y +z+1 =0 et pour vecteurs directeurs v;(1;0;0)
et v;(0;1;—2).

EHM(X;y;z)E@ﬁAM-ﬁ’=O;

comme le vecteur W(x+ 1;y—2;z) ona:
(x+1)X1+(y—2)X14+zx(=1)=0.

% a pour équation cartésienne x +y —z—1 = 0.

BIM(x;y;z2)eP S AMn=0;

comme le vecteur AM(x;y;z+1)ona:

xX1+yX0+(z+1)X0=0.
% a pour équation cartésienne x = 0.

61 M(x;y;z),donc AM(x—1;y—2;z—3),donc:
GAM =2
S (x—1)X1+(y—2)X2+(z-3)X(-1)=2;
soitx+2y—z—4=0.

[ -1 0
EﬂOnaAB—1,AC 1 |, AD|0O].
—1 0 1
1=—qa
AB=aAB+BAD < {-1=8,donca=—1;p=—1,
_-|=B

donc AB=—AC—AD et les points A, B, C et D sont
coplanaires.

El Sileplan (BCD) apouréquation ax + by + cz +d = 0,
en utilisant les coordonnées des points B,Cet D,on a:

a+d=0 a=—d
—a+t2b+c+td=0 & 2b+c=—2d.
b+2c+d=0 b+2c=—-d
Onadonca =—d;b=—detc = 0,doncleplan (BCD)
a pour équation x+y —1 =0 enprenantd =— 1.
E [N AB| 2|, AC| 1 |nesont pas colinéaires, donc les
4 —1

points A, Bet Cdéterminent un plan.

Fla.Si ax+by+cz+d =0 est une équation carté-
sienne du plan (ABC), le systéme posé est le systéme en
écrivant que les coordonnées de chaque point vérifient
I'¢quation de (ABC).

b.En prenant d=—1 on obtient a=2, b=-3
et ¢=1, donc (ABC) a pour équation cartésienne
2x—3y+z—1=0.

2

Le vecteur ri| — 3 | est normal au plan (ABC).
1

Intersection de droites et de plans

64 b La droite (AB) a pour représentation paramé-

x=1-2t
triquesy =1—4t, teR.
z=5—-t1

D En reportant dans I'équation du plan % on obtient
t=—1, donc la droite (AB) coupe le plan ¥ en
C(3;5;6).

E [l Les vecteurs normaux aux plans ? et 9 sont
respectivement n;(2;1;— 1) et n;(—1;3;—2) qui ne
sont pas colinéaires, donc les deux plans sont sécants.

Fl Les coordonnées de la droite D d'intersection véri-
fient:

1 1
xX+y=z—1 X="7Z7 5
—-x+3y=2z2-4 & y:iz_L.
z=1z 7 7
z=2z

La droite D a pour vecteur directeur vV(1;5;7) et passe
parA(O;—%ﬂ).
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@ La droite d'intersection des plans % et 9 a pour
vecteur directeur v(2;1; 3) et passe par A(1;0;1).

[l Une représentation paramétrique de la droite
X=2—-z

dintersectionDest{y =—2 , zeR.

zZ=2Zz

FlLe plan 2 passe par A(1;1;2) et a pour vecteur
normal v(—1;0;1).1la pour équation —x +z—1 = 0.

@ [l Le plan ? perpendiculaire a D et passant par A
a pour vecteur normal un vecteur directeur de D, soit
n(2;—1;—2).llapouréquation 2x —y — 2z + 22 = 0.
FID coupe le plan ® en H(—1+2t;2—1t;—2t) et
2(=1+2t)-(2—-t)—(2—t)—2(—2t)+ 22 = 0, soit
t=—2,donc H(—5;4;4).

-6
AH| 0 |, AH?> = 72.Ladistancede Aa Dest AH = 6+/2.
-6
| m2+2t
El AM| —2—t | donc:
—2t—10
AM = f(t)=+9t> + 36t + 108.
La fonction /" aura un minimum pour t = — 2 (fonction

du second degré) et il est égal & 6+/2 . Ce minimum est
la distancede Aa D.

@nMepnp'@{Zx—HFO

3x+y—z=0
xX=t
2Xx+5=y
S y=2t+5;
3x+2x+5=z
z=5t+5

on reconnait la représentation paramétrique de la droite
D.

F1 Affirmation 1 : vraie 1

D est dirigée par le vecteur U|2| et R a pour vecteur
5 5

normal n| 5
—1

Comme U +n = 0, D, qui est dirigée par un vecteur du

plan R, est parallele au plan 9.

Affirmation 2 : faux

D’une part, les deux droites ne sont pas paralléles, car

1 -3
les vecteurs U|2 | et u’| 1 | ne sont pas colinéaires.
5 2
D’autre part, le systeme:
t=—3m t=—3m
_ T = — 4 _ 3 .
2t+5=1+m <& m=—4 :>7—17,

5t+5=2+2m —17/m=-3
ce qui est faux: les deux droites ne sont donc pas
sécantes non plus. Elles sont non coplanaires.

HOna1(2;1;3),K(3;3;3) et J(5 ;2 2).

1/2 1
El1J)|3/2| et IK[2|.Onan<Il/J=0etn+IK=0.Le
1/2 0

vecteur n est normal au plan (ZJK) qui a donc pour
équation2x —y+z—6 = 0.

El» AD|2 , donc une représentation paramétrique de

2
x=1+4t
(AD)est:iy =2t ,teR.
z=2+2t

D (1JK) et (AD) sont sécants en un point L tel que ses
coordonnées (1 + 4t ; 2t ; 2 + 2t) vérifient I'équation de
1. S
(1JK), donc t = -~ ; donc L(Z, ) )
1 I
Onadonc AL{1/2|, soit AL = 4 AD.

1/2
Xxg—2=1
) Soit Ble pointtel que AB=10 ;ona{ys +3 =1,
zg—1=1

donc B(3;—2;2). Les coordonnées de B vérifient
I'¢quation de (P), donc B € (P).

b Soit C le point tel que AC =V . On obtient de méme
que ci-dessus C(5;—6;1) et C € (P).
bu-v=3-3=0.

Onadonc: (A; U ; V) estun repére orthogonal du plan

(P).

N Un vecteur normal au plan ® est i(2;1; — 2).
E1 4 «-n = 0,donc U estun vecteur du plan %.

a
EX» Cherchons un vecteur w|b | orthogonal a i eta u.
C
2a+b—2c=0 b=—4a
Ona = .
atc=0 c=—a

1
Le vecteur w|—4 | est orthogonala n eta u.
1
D On peut choisircomme base orthonormée U= 72 u,
V=oanetW=—=—w.
3 3v2

[ léquation de E se met sous la forme
(x—2f +y*+(z+3) = 13, donc (E) est une sphere
de centre Q(2;0;— 3) et le rayon v13.

F1 La droite A a pour représentation paramétrique :

X=3+t
y=1-2tteR.
z=2+3t

Les points d'intersection de E et de A sont tels que leurs
coordonnées sont :

(3+t;1—2t;2+3t)

et(1+tf+(0 -2t +(5+3t)—13=0,
soit 14 + 28t + 14t> = 0 qui admet une seule solution
t=—1.(E) coupe A enunpoint B(2;3;—1).
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0
E1 QB|3 |, donc QB « U= 0. Les droites (QB) et A sont
2
perpendiculaires.
1 En procédant comme ci-dessus, A" coupe (E) en un
seul point B.
Ha. v(0;—2;3) est un vecteur directeur de A". On a
QB - V=0, donc la droite (QB) est perpendiculaire 3
A’, donc elle est perpendiculaire au plan & défini par
les deux droites A et A'.
b. Dans le triangle (2BM rectangle B on a QM > QB,
donc QM > V13
c. On en conclut que le plan @ est tangent a la sphere

(E).

(6] (o —6
I]a.AB 0 |,AC| 6 |,BC| 6 |;doncona:
—6 —6 0

AB=AC=BC=6v2.
Le triangle ABC est équilatéral.
b. Sileplan (ABC)apouréquationax + by + cz+d = 0,
alors : d
a=-——-
a—-b+4c+d=0
7a—b—2c+d=0 & {b=-—

at+t5b—2c+d=0
c=-

ENEN ENISHEN

Le plan ABC a pour équation x+y+z—4=0 en
prenant d =— 4.
F1 Soit D la droite de représentation paramétrique :

X =—2t
y=—2t—2 teR.
z=—2t—3

a.D a pour vecteur directeur v(—2;—2;—2) qui est
colinéaire a ri(1;1; 1), vecteur normal a (ABC).
Donc D est perpendiculaire au plan (ABC).

b. G est un point de (ABC) etde D(t = —%), donc cest

le point d'intersection.

On vérifie que 30G = OA+ OB+ OC, donc G est le

centre de gravité de ABC.

El La sphére S a pour équation :
(x=3P+(y—17+22=24.

Les points d'intersection de S et D sont définis par le

parameétre t vérifiant :

(=2t =3P + (=2t —3f + (=2t — 3 = 24 ; soit :

3(—2t—3) = 24,

-3+2/2 _ —3-2/2

f ou t - f.

D coupe S en deux points.

donct =

Plans perpendiculaires

[N Faux ; contre-exemple : dans un repére de l'es-
pace, les plans de coordonnées (xoz) et (xoy) sont
tous deux perpendiculaires au plan (yoz) et ne sont pas
paralléles.

F1 Faux. El Vrai.
[l Vrai. F1 Faux. El Vrai. 3 Vrai.
[l Faux.  FVrai. EJ Vrai.

[ Vrai. H Vrai.

BM(x;y;z)eP < AM+ni = 0.Leplan P a pour
équation x —y —z = 0.
1
Fla. %" apour vecteur normal n’| 2 |.Onan-n" =0,
—1
donc les plans ? et 2’ sont perpendiculaires.

—1-1] 23
b.d= = .
3 3
El a. La droite & a pour représentation paramétrique :
x=—%+z
__1 ,zeR.
3
z=1z
1
3 +z
1 1 4
b.OnaH(—?+z,—?,z>,doncMH -3 |’
z—1
M o= -2 1._1.2
MH -u=0&z 3doncH<3, 3.3>
OnaMH=2etd= 2? etd = \/36

c. On a bien MH? = d? + d"?, car si E est la projection
orthogonale de M sur @, le triangle MEH est rectangle
enE.

I]QP et 9 ont respectivement pour vecteurs

2 1
normaux n|—4| et n’|—2 | qui ne sont pas colinéaires,
3 3

donc les deux plans ne sont pas paralléles.
FlLa droite 9 a pour systéme déquations paramé-

trique: Xx=—742t
y=t , teR.
z=13

El Le plan (R) passe par A(2; — 2; 0) et perpendiculaire
a % de vecteur directeur v(2;1;0).

M(x;y;z)e(R)& AM «V=0,s0it2x +y —2 = 0.

> Prépa Bac

@ Bac 2006
El Faux, car A7 +BC#0. F1 Vrai.
El Faux. [ Vrai.
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m [l Les coordonnées des points d'intersection des
x+y+z=0
deux plans vérifient {2x + 3y + z — 4 = 0.

z=2z
X+ty=—z X=—2z—4
Onadoncy2x+3y=—z+4,donciy=z+4
z=2z z=2z
Lintersection des plans P et Q est la droite D dont une
XxX=—4-2t

représentation paramétriqueest: yy =4+t

ou test un nombre réel.

Fla. P, a pour équation:
M+M)x+(1+20)y+z—4r=0,

donc (1 + A;1+ 2\ ;1) est un vecteur normal du plan

R.

b.Si A = 0 les plans Pet A, sont confondus.

c. P admet pour vecteur normal n'(1;1;1) ;

n+n=0&3A+3=0.Si A=—1, les plans P et B,

sont perpendiculaires.

El D" a pour représentation paramétrique :

z=1t

X=—4-2t
y=4+t ,teR,
z=t

donc les droites D et D’ sont confondues.

3

La distance de A a P est D =-——. La distance
= \ /3
deAaP,estD = ol Comme les plans P et P,

sont perpendiculaires, la distance k de A a D vérifie :
k*=d*+d?=3+8=11;donck=11.

@I]l(o;o ;1),B(1;0;0) et K(1;1;1).

AC = V(AT + 4B + AK 2.1 .2

Comme AG = 3(AI+AB+AK)onaG<3 i3 3>.
=1

F1JD| 1 |; donc un systétme d'équations paramé-
—1 x=1-t

triques de ladroite (JD) estyy =t ,t€R.

z=1—t

Le point G est obtenu pour = 1?
0 —> _1 E——— —_— e —_—
EIBK|1|etBI| 0 |,donc JD +BK=0etJD +BI=0;

1 1
donc JD est normal au plan (BIK). (BIK) a pour équa-
tion cartésienne —x+y—z+1=0.

-3 -5

ia. AB|-4|, AC| 2
1 -7

donc les points A, B et C ne sont pas alignés.
b.fi+AB =17 +AC =0, donc ii est un vecteur normal
au plan (ABC).
c. Le plan (ABC) a pour équation x —y —z—3 = 0.
F1 a. La droite d a pour représentation paramétrique :

ne sont pas colinéaires,

x=t
y=—t, teR.
z=—t

b. O’ est le point d'intersection de (ABC) et de d, donc,
en résolvant le systéme formé des équations de (ABC)
etd,onobtient O'(1;—1;—1).

E1 On désigne par H le projeté orthogonal du point O sur
la droite (BC). Soit t le réel tel que BH = tBC .

a.B0 -BC=(BH+HG)-BC=BH -BC=t|BC |,

car%-ﬁ=0;donc%.
|BC |
N o B N 35
b.BO| 6 |, BC| 6 | ; donc on en déduit t = 53 et
—4 -8

c. La droite (BC) est perpendiculaire a la droite (OH) et
orthogonale a la droite (00’), donc elle est perpendi-
culaire au plan (OO'H) ; donc les droites (O'H) et (BC)
sont perpendiculaires.

3 Letriangle OO’H estrectangleen O’,donc OH > 00’;
donc la sphere de centre O et de rayon OH coupe le plan
(ABC) suivant un cercle T". Ce cercle est tangent a la
droite (BC), car (BC) L (O'H).

Exercices d'entrainement

m [l etd. Fla.etd. Hec.
[b.etec. Hb.
E Partie A
3 3 N
[l AB[3| et AC| 0 |, donc AB+AC=0 et ABC est
3 -3

rectangle en A.
1

F1% a pour vecteur normal n|1
1

AB. (AB) est donc orthogonale au plan & et comme

3+(—2)+3—3=0Aappartienta ?.

EMeP @AM -AC=0e3(x—3)-3(z—2)=0
<x—z—1=0.

qui est colinéaire a

xty+z—-3=0 x=z+1
ﬂMeA@{ y IEN
x—z—=1=0 y=—x—z+3
x=t+1
x=z+1
= S y=—2t+2
y=—2z+2
z=1
Partie B
4,_3 - > 5
[l AD| 6 |,donc AD +AB=—9+18—-9=0
-3

et AD +AC=—9+9=0.

Le vecteur AD est orthogonal a deux vecteurs non coli-
néaires du plan (ABC) :la droite (AD) est donc orthogo-
nale au plan (ABC).

Bv= 1?AD X S(ABC), ou S(ABC) est l'aire du triangle
ABC. Comme ABC est rectangle en A,

S(ABC)= S ABXAC=1/9T9+9x/9+9 =5/
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et AD=+v9+36+9 =3/6;
d'ouV=1?><3£x%xJE=27.
I ¢ 6
EIDB -DC=|—3||—6[=36+18=54;dou:
6 0
cosBDC = 54 54 6 _ /2
DBXDC J81X/72 642 2

et donc BDC = T

[l a.EnappelantHle p|ed de la hauteur issue de Cdans
le triangle BDC, avec CDH =

S(BDC) =

,ona:

—CH><DB = 7DC><sinL><DB

5 X6v2 X5 f X9 =27.
b. Soit K le prOJete orthogonal de A sur le plan (BCD),

V= AKX S(BDC), on obtient

comme on a aussi : 3

AK = % = 3: clest la distance du point A au plan

(BCD).

@ [l 7 et AH sont colinéaires donc:

A AH | = |7 | x| AH | = AHV @? + b2 + 2.

al  __[X# X
Fin|b|et AH|yy— vol,

¢ Zy— 2o
donc i « AH = ax, — ax, + byy — by, + czy — X ;
comme axy + by, + czy=—dona:

ﬁ'm:_aXO_byo_CZO_d.
E1 On en déduit que la distance du point A au plan &

est: A = |ax0+byo+czo+d\
Va2 + b + 2
1
1 i| -2/, donc la distance du point au plan % est :
2
—4-2x6+2(-1)] _ 6
J1+4+4 NCHER
PartieA
_)_XK 1_XK
KR KD|—yk etKF1—yK,doncK<%,%;%>.
_ZK 1_ZK
_1
3 1
2 | — —
F1EK 3 |etDF| 1|, donc EK «+DF =0 ;
1 1
3

les droites (EK) et (DF) sont orthogonales.

El EK = f

Partie B 1
[l Le triangle EFM a pour aire 5 et la hauteur du
tétraedre EMFD est 1, donc le volume du tétraedre

EMFD, en unités de volume, est égal a %

EIM(0;m;1). Les coordonnées des points M, D et F

vérifient l'équation (—1+m)x+y—mz=0 du plan

(MFD).

[EJ a. Pour tout réel m appartenant a l'intervalle [0; 1],
\—1 +tm-—m | _ 1

JET+mP+1+m? VamP-2m+2

1—2m
) =

(V2m*=2m+2)

d, =

b.Pourtoutm €[0;1],d’,,(m

d’ou le tableau de variations :

m 0 17 1
d,(m) + 0 -
Ve
d,n(m) N 7 3 ~. BN
V2 V2

Lorsque la distance d,, est maximale M est au milieu de
[HG].

Partie1
, 2 /3
[la.OnaBA —?GT,donc:
AA +BD = (AB+BA )+BD ;

soitﬁ-@Zﬁ-@+ﬁ-@,
soit, en tenant compte des angles particuliers :

. 2 2
AA BD=—-9-+4

2t To

De méme: AA” + BC = 0.

b. La médiane (AA’) qui est orthogonale & deux droites
non sécantes de la face BCD est orthogonale a (BCD).
cll en sera d de méme pour les autres médianes.

F1» GB + GC + GD = 3GA’, donc GA + 3GA' = 0.

G appartient a (AA).

D On démontre de méme que G appartient aux autres
médianes (BB'), (CC’) et (DD’).

Les médianes d'un tétraédre régulier sont concourantes
enG.

Partie 2
Eor=
régulier.
FlOna30P = 0GQ + OR, doncP(

V14, 0Q = v 21, le tétraédre OPQR n'est pas

3/37'° 3
El Les coordonnées des points O, Q et R vérifient I'équa-
tion 3x + 2y + 16z = 0.

1

3

’ 1 . ’ .
£ipp —3 |et n'‘est pas colinéaire au vecteur normal

10
3
de (OQR), donc la médiane (PP’) n'est pas perpendicu-
laire au plan (OQR). La propriété (P,) de la partie 1 n'est
pas vraie pour un tétraédre quelconque.

2 5 1)

@Baczooo
1 2
Ha.u|3|etd] 1
0 —1
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b. D Les vecteurs directeurs ne sont pas colinéaires, donc

les deux droites ne sont pas paralléles.

b Cherchons deux réels a et b tels que :
3+a=05+2b a=15
9+3a=4+b ©495=0.
2=4-b b=2

Il n'y a pas de solution, donc les deux droites ne sont pas

sécantes.

Les droites (D, ) et (D,) ne sont pas coplanaires.

0

1 a. Soit A(3;9;2) un pointde (D), donc AS| —5

-19
Cherchons deux réels a et § tels u;= au;+ BAS ; soit
a=2
3a — 58 =1 qui nadmet pas de solution, donc la
-198=—-1

droite (D,) est sécante a (P,).

b. De méme, la droite (D;) est sécante a (P,).

c. Les plans P, et P, sont sécants suivant une droite A

passant par S. Cette droite répond a la question, car D,

coupe P, sur A et D; coupe P, sur A. La droite A est

donc la droite (R) cherchée.

©) Problemes

2-3t=5+2t
@ Le systeme 41+t =2t
—3+2t=-5-1t
solution t =—1 et t' =0, donc les droites A et A’
sont sécantes en A(5;0;— 5). Elles sont dans le plan &
-3 2
passant par A et de vecteurs directeurs v;| 1 |, v5| 2 |.
a 2 —1
On cherche 1| b | orthogonal a v; et v, .
c

admet comme

Les réels a, b et ¢ sont solutions du systeme

—3a+b+2c=0 . 5 1
, soit a=-—45¢c et b=——5c. En
2a+2b—¢c=0 8 8

5
prenant ¢ = 8 on obtient n|— 1|, donc le plan % a pour
8

équation cartésienne 5x —y +8z+ 15 = 0.

Ela.Calculer MF «BF=(ME+EF)-BF=0 en
tenant compte des orthogonalités.

b. Les triangles MEF et MEG sont rectangles en E, donc
MF? = ME? + EF? et MG® = ME? + EG? ; donc MF = MG,
car EF = EG.

F1l'ensemble des points de l'espace qui sont équidis-
tants des droites (BA) et (BC) est l'union de & et du
plan 2 qui se projette sur (ABC) suivant la bissectrice
extérieure de I'angle BAC.

E [l Les points B, A et J sont équidistants des points
C et D, donc le plan médiateur du segment [CD] est le
plan (ABJ). La droite (CD) est perpendiculaire au plan
(ABJ),donc (CD) L (AB).

E10n démontre de méme que (BC) L (AD)et(AC) L (BD).

Ela.» AB « IJ = 0, car le triangle BJA est isocéle.

»CD +1J=CD +(IA+AD+DJ)
=CD - AD + CD 'DJZT—TZO.

La droite (1J) est perpendiculaire a la fois a (AB) eta (CD).

b. Théoréme de la médiane dans le triangle ABJ:

2
JA2 + JB2 =217 + Ag ,
donccomme JA = JB = aé onalJ= a@.

la. AA -CD = (AB+BA )-CD

A6 -CD+BA D=0,
de méme, AA” +BD = 0. La droite (AA’) est perpendi-
culaire au plan (BCD), car elle est orthogonale a deux
droites sécantes du plan.

,_ 2.2 V3 _ V3

b.D BA = 3BJ— 305 =a 3

Ona AA? = AB® — BA? = 5-a?, donc AA = a,/ 5.

D Le tétraédre ABCD a pour volume V = %Cl)zﬂ ;
_ V2

doncV = 9

H a. Le point G est sur (AA’) et GA = %AA’ ; de méme

pour GB, GC et GD, donc il est équidistant des points A,
B,C etD.
Le rayon de la sphére circonscrite au tétraedre ABCD a

pour rayon R = GA, donc R = a@.
Son volume est —-7R® = T2 a.

3 24

[l a. Les coordonnées des points B, C et D vérifient
l'équation —2x — 3y +4z—13 = 0.

b. Le point H est tel que AH = ti7, ol 77 est un vecteur
normal a (BCD), donc ses coordonnées x, y et z vérifient :

xX=3—2t
y=2-—3t
z=—1+4t

et—2(3—-2t)—3(2—3t)+4(—1+4t)—13=0;
soitt = 1,donc H(1;—1;3).

c.BH +CD =-39.

d. Le tétraedre ABCD n'est pas orthocentrique.

F1 Le tétraédre OIJK est orthocentrique ; les hauteurs
sont concourantes en /.
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41 | O
b.b BC|0|, BA| 6
0 -8
et (BA) sont orthogonales.
D CO| 0 |, OA|6], donc CO +OA = 0. Les droites (CO)
-8 0
et (OA) sont orthogonales.
D BC|0|, OB|0|, donc BC - OB = 0. Les droites (BC) et
0 8
(0B) sont orthogonales.
D La droite (BC) est orthogonale au plan (OAB), car elle
est orthogonale a deux droites sécantes de ce plan.
¢ Le volume, en cm?, du tétraédre OABC est :

V=1—XM><OA =32 cm?.

3 2

d. Soit /le milieude [AC],ona JA = IB = IC = v/29 . Les
quatre points O, A, B et C se trouvent sur une sphere de
centre / et de rayon v 29.

,donc BC « BA = 0. Les droites (BC)

Ela.Ona M(0;0;k), N<§;O;k>, <§,6 3£ k)
et Q<0;6 - 3% ; k). On vérifie que NP = MQ et que
NP «NM =0, donc le quadrilatere (MNPQ) est un
rectangle.

b. ) La droite (PM) est orthogonale a la droite (OB), car
elle est perpendiculaire au plan (7).

) MP +AC = 2k =36+ 5 k = > k- 36.

La droite (MP) est orthogonale a la droite (AC) pour

_ 72
k= 13
c. MP? = %kz — 9k + 36. La distance MP est minimale
_ 72
pour k = 13

C
—> - —> —> 0
F1 AC|—+/3|, AB| V3 | et BC|—2v3 |.

0 0 0
Onadonc:

AC = AB=BC=23.
Le triangle ABC est équilatéral et O est son centre, car il
est a l'intersection des médiatrices des cotés.

El a. Lensemble des points M de l'espace équidistants
des points A et B est le plan médiateur de [AB].

b. Lensemble des points N de I'espace équidistants des
points B et C est le plan médiateur 2 de [BC].

. Lensemble des points P de I'espace équidistants des points
A BetCestlaxe (O; F), droite d'intersection de % et 9.
1D appartient a I'axe (0;k ), donc D(0;0;a) avec
a>0.AD=AC< 4+a*>=12,donca=2v2.
EHa.Onpose M(x;y;z),

(x+1=2A

y++v3 =V3),

z=2V2A

donc M(A—1;Av3 —V3;2/22).

A—3 A
Ona AM|AV3 — /3 | et BM|AV3 —2/3|.

donc CM = ACD &

22 22
En conséquence, _
cosAME = AM <BM_ _ 20* =2\ +1
AM? 22 =A+1)°
20— 1 . 1
b. f'(A) = ui s'annule pour A = —-.

La fonction f est décroissante sur [O ; 17] et croissante

sur [;/,1\]

c. cosAMB est minimum pour A = 17

est 1? Si le point M est au milieu de [CD] alors comme

et ce minimum

la fonction cosinus est décroissante sur [0; ], I'angle
—

AMB est maximum.

d. Ce maximum est 70,5°.

96 I3} (GE) et (FI) sont deux médianes du triangle
FGH, donc P est le centre de gravité du triangle FGH, de
méme Q est le centre de gravité du triangle FBG.

F1 Dans le repére orthonormé (A, AB, AD, ﬁ) ona:

1 o) _. 5
EG|1| FC| 1 |, GP = % GE, donc P(— ;1).
I i 3 3

e 1.2\ 531
FQ—3FC,doan<,3,3>50|tPQ 3|
1

Donc PQ +EG =0 et PQ +FC = 0. La droite (PQ) est
orthogonale aux droites (EG et (FC)

ElOnaPQ=PG+GQ = fEG+?GI soit

3PQ— GB + GF — GE ; donc PQ -GE=0=PQ PQ - FC.
La droite (PQ) est orthogonale aux droites (EG) et (FC).

El«Sixy'z =x'yz = x'y'z », alors
Afficher « les vecteur sont colinéaires »
Sinon

Sixx" +yy" +zz' =0 Alors

Afficher « les vecteurs sont orthogonaux »
Sinon

lls ne sont pas colinéaires ni orthogonaux
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E1D Uy et vy sont orthogonaux ;
D u; et v; sont colinéaires ;
D U; et v3 ne sont pas colinéaires ni orthogonaux.

@ EIF11l semble que l'aire du rectangle MNPQ soit
maximale pour OM = 3,97.
E1) La droite (OC) a pour représentation paramétrique :

x =10t
_ 5
y=0 teR,donc N(Tz;o;z)
z=8t
D La droite (AB) a pour représentation paramétrique :
x=0
_ 3
y =6—6t teR,doan(O;6—Tz;z).
z=8t
-5 —g_ 3
D MN = 4zetMQ—6 22
[lLlaire de MNPQ est a(z)= %z— %zz qui est

maximum pour z = 4.

@ [} On réalise une figure sous Geoplan.
z

Il semble que H décrive un arc de cercle.
F1 Les positions qui donnent les valeurs minimales pour
CH correspondent au point M en A ou B.
H est alors en H; ou H, les milieux respectifs des
segments [AC] et [BC]. La valeur maximale semble
atteinte lorsque M est en M, milieu de [AB].
Ela. CM - CG = (CG + OM)- €8
=C6°+0M +CO = CO’,

car OM - CO = 0.
CM -CO = CM «(CH + HO)

— CM - CH + CVi + HO = CM + CH,
car CM +HO = 0. R
b. On a donc CH X CM = CO?, c'est-a-dire CH = CCS\)/I )
CH est maximal lorsque CM est minimal, donc M en M,
le milieu du [AB].
CH est minimal lorsque CM est maximal, donc avec M en
AouenB. o
c. Comme l'angle OHC = 90°, H appartient a la sphére
de diamétre [CO].

Onavu que le lieu de H contient H;, H, et il contient aussi
le point L de [CMj ], correspondant a la valeur maximale

(on peut montrer que L a pour coordonnées (1? ; 1? ; 1?))
et lorsque l'on fait tracer le cercle circonscrit au triangle
H, H,L, on s'apercoit que le lieu de H en differe. Ce lieu
n'est donc pas un arc de cercle de la sphére de diametre
[COJ, mais une courbe inscrite dessus.

2 0
Ela. AB| 0 |et AC|1
—1 1
pas colinéaires. Les points A, B et C déterminent un plan.
{Za+0b—c=0, ) ‘{c=20
Nog+b+c=0 équivaut a b

; les deux vecteurs ne sont

=—2a’

1

on peut donc choisir ii|—2 | et une équation de (ABC)

2

estx—2y+2z—1=0.
1 1

Ha.nj|—2|etny)|—3
2 2

colinéaires, donc les plans sont sécants.

b. % =(ABC) et Cappartienta P, car:

1—-3X3+2X3+2=0,

donc C est un point de leur intersection.

c.U+n =u-+n,=0,donc U estun vecteur commun

aux deux plans, il dirige donc la droite d'intersection de

ces deux plans.

: les deux vecteurs ne sont pas

x=1+2t
d.%:qy=3 ,teR.
z=3—-t
—2+k 1
Ela. AM| &k et V|1 | sont orthogonaux équivaut
1+k 1
a: AM V=0 k=—1.

b. Soit H le point repéré par le paramétre — 1 sur A, on a
AH(1;—1;0) etladistancede AaAestd = AH = /2.

W Lintérieur d’'un cube de centre O et d’aréte 4 dont

les faces sont paralléles aux plans de coordonnées est

caractérisé par:
—2SXS<2;
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La condition s'écrit, en distinguant les signes de x, y ou
z:

X+ty+z<2,x+ty—z<2
X—y+z<2,x—y—z<2
—Xty+tz<2,—x+ty—z<2
—X—y+tz<2,—x—y—z<2

Lensemble des points cherchés est I'octaedre ABCDEF,
de centre O dont les faces sont portées par chacun des 8
plans obtenus en remplacant < par = (voir figure).

On cherche les équations des plans (SAB) :
x+z—=3=0et(SBC):y+z—-3=0;
0<x<3,0<y<3,0<z
x+z—3<0
y+z—3<0

Pour justifier les inégalités, voir le raisonnement déve-
loppé a l'exercice 104.

B2 vensemble des points M(x;y;z) dont les coor-
0sx<4

données vérifient {0 < y < 4 est le cube OABCDEFG.
0sz<4

Le plan déquation x+y+2z—8 =0 coupe les axes

aux points A(8;0;0), C'(0;8;0) et G'(0;0;8) le

cube suivant le triangle DBF.

Pour tous les points M(x;y;z) de ce triangle DBF,

et quand on se dirige du coté du point O, x, y ou z

ne peuvent que diminuer, donc x+y+z—8<0 a

contrario vers l'extérieur ils augmentent, I'ensemble

des points de l'espace vérifiant le systeme est le cube

tronqué OABCDBFG.

05| 1 A(3;0;0),B(0;2;0),C(0;0;1).

Fl La trace du plan (Q) est sur (xOy) la droite (BA’) avec
A(=3;0;0),sur (yOz) ladroite (CB) comme (P) et sur
(zOx) la droite (A'C) comme (P).

El Llensemble des points de l'espace dont les coordon-
nées vérifient le systéme est lintérieur du tétraédre

ACBA', faces comprises (voir argumentation a l'exer-
cice 104).

—100) _ [(-100] (100
[Ia.AG 100 |,or ED| O |et DB[100| ce qui
100 —100 0

donne AG +ED = AG +DB = 0 ; les deux vecteurs ED
et DB étant non colinéaires, AG est bien un vecteur
normal au plan (EDB) qui a de ce fait pour équation :
—x+y+z=0.

b. Le plan déquation x +y — z = 0 est le plan (EGD) et
celui d'équation x —y +z = 0, le plan (BGD).

F1 a. Lorsque I'on se déplace a partir, par exemple, d'un
point M(x ;y;z) de la face (EDB), pour lequel on a
—x+y+z=0etquelonvaverslintérieur de S, néces-
sairement x diminue, ou y augmente ou z augmente :
dans ces trois cas, la quantité —x + y + z augmente et
on obtient —x+y +z>0.

Comme lorsque l'on va vers l'extérieur de S, la quan-
tité —x + y + z ne peut que diminuer, on obtient que
I'inéquation —x +y + z >0 caractérise le demi-espace
ouvert de frontiére le plan (EDB) contenant S.

b. Un raisonnement analogue au précédent effectué
pour chaque face délimitant le solide S, nous montre
que le solide ouvert (ne contenant pas les bords) est
caractérisé par le systéme d'inéquations :

—x+y+z>0

x+ty—z>0

X—y+z>0

0<x<100, 0<y<100, 0<z<100
El Le tétraédre EABD a pour volume :

L-AE X aire(ADB) = - V(ABCDEFGH) ;

comme il y a trois tétraédres de ce type a I'extérieur de S
dans le cube, on obtient que :

V(s)= %V(ABCDEFGH) =5X10° uv.

[ a. Sitrois nombres positifs sont les cotés d’'un triangle,
ils vérifient l'inégalité triangulaire et réciproquement,
les inégalités étant strictes si on veut de vrais triangles
(points non alignés). La condition s'écrit donc:

{x+y>z, y+tz>x, z+x>y

0<x<100, 0<y <100, 0<z<100

Systéme qui est équivalent a €.
b. Choisir 3 nombres réels entre 0 et 100, c'est choisir
un point du cube ABCDEFGH. Chaque point de S réalise
I'événement « les trois nombres choisis mesurent les
cotés d'un triangle », les autres points non, d'aprés E1.
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La probabilité cherchée est donc le rapport du volume

de S a celui du cube, soit 17

Partie A

La condition est nécessaire : si A; et A, sont sécantes,
alors le point M appartient au plan contenant ces deux
droites ; ce plan contient aussi A et est dirigé par les
vecteurs non colinéaires u; et u; .

La condition est suffisante : soit % le plan passant par
A et dirigé par les vecteurs non colinéaires (voir figure)
U; et u; . La droite passant par A et dirigée par u; est
sécante a toute droite A, de %, passant par un point M
de % et dirigée par 5, puisque ces droites sont copla-
naires et non paralléles.

Partie B
x=1+t xX=a—u
A Jy=—2+3t,teR A,jy=b+2,ueR.
z=2-—2t z=c—3u
Fla.c=a—b— 1. La résolution montre que les deux
droites se coupent au point de parameétre t = M%b
sur A, etu = M_Sﬁ sur A,.

b.?:x—y—z—1=0devecteurnormali(1;—1;—1).
Rel=1-3+2=0;R m=—1-2+3=0.

Prendre des initiatives

@ L'équation X Yz 1=0 est celle d'un
a b ¢
1 1 1
plan de vecteur normal n(; o ?)
Les coordonnées de A(a;0;0) vérifient I'équation de

a 0 0 a4
ceplan,cara+b+c 1=1-1=0.

Il en est de méme des coordonnées des points B et C.
Ce plan contient donc les points A, B et C, qui n'étant pas
alignés définissent bien le plan (ABC).

Soient A et B les points communs aux cercles € et
%,, de centre O, et O, derayons ry etr,.

Soit & le plan médiateur du segment [AB].

P coupe 6, en deux points diamétralement opposés E
et E'.

P coupe 6, en deux points diamétralement opposés F
et F'.

La médiatrice de [EE’] dans P et celle de [FF'] dans %
sont sécantes en un point Q, car les droites (EE’) et
(FF’) sont elles-mémes sécantes les deux cercles n‘étant
pas coplanaires.

Pour tout point M de 6., QM? = QO7 + r = QA%

Pour tout point M de 6, QM? = QO3 + r; = QA?.

Les points de €, et de €, appartiennent donc a la sphére
de centre Q et de rayon QA.

m [} Soit H le projeté orthogonal de C sur la droite
(AB). Comme (CH) L (AB) et (CO) L (AB), la droite

(AB) est orthogonale au plan (COH) et par suite a la

droite (OH).OH est donc la distance de O a la droite (AB)

et comme une équation de (AB) est % + % -1=0.

1 _ lab |
\/17 L V@
aZ bZ

Dans le triangle rectangle COH, on a:
242 242 2.2 2 2
CH2=COZ+OH2=C2+ ab _ab+bC+Ca

OnaOH =

at+b? a*+b?
v a*b? + b2 + 2g?
Ja*+ b?
FlLe volume du tétraédre COAB se calcule de deux
facons:

- OKX aire(ABC) = -+ X PC X aire(OAB),

CH=

ou K est le projeté orthogonal de O sur (ABC).
Comme une équation du plan (ABC) est:

X4 oa +Z£_1=0 (voir exercice 108).
a b c

OK = 1 _ |abc\

\/17+17+L  Va?b? + b + 2a?
a b

Dou: 2020 402,20 2.2
aire(ABCY = xLqrprx ab-tb C2+C a

4 (abc)

1 200 V00 1 59

—4ab+4bc+4ca

= aire(OABY + aire(OCB) + aire(OAC)’.

D) Pistes pour ’accompagnement

personnalisé

Revoir les outils de base
AB? + AC? — BC?

—

W 2. cosCAB =

2AB X AC
_ 64+25-49 _ 1
2X8X5 2
(théoreme d’Al Kashi),
donc CAB = 60°.
b.C12=25_£749—16=21 et CI = v 21
(théoréme de la médiane).
1 2. Vrai. b. Vrai.
Vrai, car OH + AB = 12 x3-18 x5 -
c. Vrai, car =73 13 =
12 18 _
et3x13 Taxiz 170

Les réponses correctes sont : b. c. et d.
5
Justification pour d.: CD|—10| et CD =— 5d
—15
oud dirige la droite d.
Pour e. : faux ;

6+s=2—t s=—4—t
le systeme 18 +s=1+2t = t=1
7—s=—1+3t t=5
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est sans solution, donc elles ne sont pas sécantes et
comme elles ne sont pas paralléles, elles ne sont pas
coplanaires.

MAI AJ—ﬁ/a—i- —4/

_ Y2
fBE — a.
Al AT = 7(A12 +AR - 1) = %az
—~ A -A] _5
et cos IAJ T AIXA] 6
d'ou: cos IAJ =~ 33,6°.
E EN AB|1|et AC|—2]|;dou AB + AC = 0.
1 2
Donc le triangle ABC est rectangle en A.
~~ _O0A-0C _ 3—-1+40 _
F1 cosAOC = OAXOC = V2% /14 /—
AOC =~ 67,8°.

m a.3D’2+Uo\_/):11,5.
b [T+ P =02+20+V +7?
—4-1+16=19et|T+V]|=v19

EIAC-BD=0 diagonales du carré ABCD,
AC «BI = y/2EF +BI = 0 puisque les droites (EF) et
(AC) sont paralléles et que dans le triangle équilatéral
BEF, I est le milieu du segment [EF].

Le vecteur AC du plan (ABC) est orthogonal & deux
vecteurs non colinéaires du plan (BDI), il est donc
normal au plan (BDI) et, de ce fait, les plans (ABC) et
(BDI) sont perpendiculaires.

1 Le plan médiateur du segment [BD] est le plan (ACK)
avec K milieu de [FG]. Il est alors aisé de montrer que
c'est un plan de symétrie du solide.

mnVrai. FIFaux. ElVrai. EdVrai. E Faux.

1 0
mﬂﬁ-EB=0=ﬁ-BCavecEB 0 |etBC|1].
—1 0
F1(BCE):x+z—1=0.
x=t
EBA:{y=0 ,teR.
z=1+t
1 (ABC) : =t P
=0 =0
z2=0, Re An(ABC) = sV
z=1+t z=0
z=0 t=-—1

d'ouR(—=1;0;0) quiestbien le symétriquede B(1;0;0)
par rapport a l'origine A.

—1 —1 0
B ona: 48| 2 |, AC| 0 |etBC|-2|;dou:

0 3 3

FNAB-AC=1,BA-BC=4¢etCA-CBE=9;

1 o
et BAC = 81,9°;
5v2

F1 cosBAC =

o~ o~

4
cosABC = —— et ABC = 60,2°;
v 65

— 9 —

cosACB = et ACB =~ 37,9°;
v/130

p=9
{—a+2b=0 2
= .
—a+3c=0 c=9
3
6
On peut donc prendre avec a = 6, n|3|;
2
1 (ABC):6x+3y+2z—6=0.

. [l Dans le repére orthonormé (O O_A> O_B> O_C>)

on a A(0;0;0), B(1;0;0), C(0;0;1), D(1;1;1) et
1/2 —1/2 —1/2
G(1/2;1/2;1/2), donc GA| - 3|, GB| & | €|~
1 L 1
1/2 2 2 2
et GD 12 vecteurs qui ont tous pour norme
1
2 > >
2] cos AGC = % :_1? ; d’ou AGC ~ 109,5°.
a
U-(dAu)=albc —bc)+b(ca —c'a)+clab —a'b)

. iabc’ —ab'c+abc—abc +ab'c—abc=0.
uedAu=d(bc —bc)+b(ca —ca)+c(ab —ab)
=dabc —abc+abc—abc +ab'c —abc =0.
BUATG=0etUAU =—U AT.

H

Variables:x,y,z x', y’, z',a, b, c:réels;
Début

Entrer (x,y, 2, x,y',2');

a-yz —yz

b—2zx"—Zz'x

c—xy —x'y

n—(a,b,c)

afficher (« un vecteur ortogonal a u et u’ estn:», n)
Fin.

AvecTl: PEDGRAM: VYHOREMAL
iPromEt CHaYaZER
tPromet CTallaW2
L -
2 Skl =ba T S :HE'F' E
t0i=r "WECTEUR H| [*:=1=F
i t0i=sF C
Avec Casio:
======I) HORMAL L HORMAL======
o Il W= Z R
"v1"?+v# ZHT-LxE+Ea
"E1MTRS HEU-T=Y>Ca
2Ty .
i .
g N Ce
[ToF [ETw B2 I a2 WP |[ToF [ETw E2E S a2 [T
FLDP#
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I Application: on lance le programme avec les

6
données pour U et U’ etontrouve:n|—5].
1

Et une équation du plan passant par O et dirigé par les
vecteurs U et U’ :6x — 5y +z = 0.

-2
Kl Avec AB| 0 |etlemilieus/de[AB] (—1;4;—3),
—4
onobtient P : x+2z+7 =0.
Etdeméme P, : x—y+3=0eth:—y+z+5=0.
Fla. QA= QB = QC = QD.
b. Q est équidistant des quatre points A, B, Cet D; il appartient
donc aux plans médiateurs de chacun des segments formé
avec deux des points, en particulier [BD], [AD] et [CA].
Ela.Les trois plans ont en commun le point
Q(=1;2;-3).
b. On résout le systeme figurant a la question a.
1 Une équation de la sphére circonscrite aux quatre

pointsest: (x + 1V +(y—2F +(z+3Y =09.

Le plan médiateur de [AD] a pour équation :
y+z—3=0.

Celuide [BC]:—y+z+1=0;

celuide [CD]: x+y—5=0.

y+z—3=0
Le systtme i—y+z+1 =0 a pour unique solution
x+y—=5=0

(voir écran Xcas) le triplet (3;2;1).

ce qui prouve que les trois plans médiateurs ont en
commun le point Q(3;2;1) équidistant des quatre
points A, B, C et D et donc centre de la spheére circons-
crite au tétraédre ABCD.

|resoudre([x+y-5:0‘—y+z+1:0,y+z-3:0],[x,y‘z])
[3. 2, 1]

E a.Vrai ; M est l'intersection du plan perpendicu-
laire a la droite A" passant par M.
b. Vrai ; il s'agit de la droite passant par N et de vecteur

directeur A’.
c.Faux. d.Faux. e.Vrai; R estle point M’ du a.

Soit Q le centre d’'une telle sphére, on doit avoir
2

CQ =tn,oun|—2|estun vecteur normal au plan (P)
1

et CQ = 6. Ces deux conditions sont alors suffisantes.

Cela donne t == 2 et on peut choisir Q(14;—3;8) ou

Q(6;5;4).

Avec le centre Q, on obtient la sphére d’équation :

(x—14Y +(y+3F +(z—8) = 36.

I:I{x+y=—1 - x=—1-y
2x+4z+22=0 X+2y+z=0
x=—1-t
{x=—1—y o

y=t
—14+y+z=0
Y z=1—-t

ce qui est la représentation paramétrique d'une droite
passant par le point A(—2;1;0) obtenu avec t = 1, et
—1
dirigée par le vecteur u| 1
—1
Fa-1-t)+4t+1-t+3=0S1t=0
ce qui prouve que la droite et le plan (Q) ont un seul
point en commun, donc sont sécants au point B de la
droite repéré par le parametre t = 0.
ElLe systtme (S) a donc pour unique solution
(=1;0;1), qui sont les coordonnées du point B.

(x =—5—-3y—2z
{x+3y+22=—5
&S gy =t
ytz=-3
lz=—3—t
x=1—t
&S gy =t
z=—3—t

ce qui est la représentation paramétrique d'une droite
A’ passant par le point C(1;0; — 3) obtenu avec t = 0,
—1
et dirigée par le vecteur d| 1
—1
Comme C nappartient pas au plan (Q) déqua-
tion 2x+3y+z=1 car 2+0—3=—1 et comme
U est orthogonal au vecteur normal au plan (Q’)
(—2+3—-1=0) la droite A’ est strictement paral-
lele a (Q') : ils nont donc aucun point en commun et le
systéme n'a aucune solution.
3 On peut par exemple choisir comme troisiéme équa-
tion : 2x+3y+z+1 =0, équation d'un plan qui
contient A", ou bien encore y + z+ 3 = 0.

El Pour tout réel t, P(t) = t2V2 + 2td - V + 4°.

E1 P(t) est un trinéme du second degré qui est positif
ou nul pour tout réel t, puisque c'est le carré de la norme
d'un vecteur. Son discriminant est donc négatif ou nul,
ce qui donne:

4(U-VV -4V <0 (U-V)<uVv?
old-v|<|T|x]|7].

L'égalité a lieu lorsque le discriminant est nul, c'est-a-dire
lorsqu'il existe un réel t, qui annule P(t), c'est-a-dire
lorsque U +t,v =0, donc lorsque les vecteurs U et v
sont colinéaires.

B aor.g=—2+1+1=0
etR-u=6+1-7=0.
0
F10n trouve w1
1
équationdePest:y+z+2=0.
ElLes coordonnées du point K sont solutions du
systeme:

comme vecteur normal a %. Une

y+z+2=0
X =—13s
y=2+s
z=4+7s

Comme 2+s+4+7s+2=0<s=—1, on obtient
K(3;1;—3).
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111 s'agit de la droite (AK) qui coupe % en A, %' en K et
dont le vecteur directeur n est orthogonal a la fois a U
et u’. Cest la perpendiculaire commune A a % et %',
1
[l Les vecteurs normaux respectifs n| 2 | et
3 =1
n’| 6 |des deux plans sont colinéaires, donc les plans
-3

sont paralléles.

F1 Soit A(1;0;2) un pointde (P) et D la perpendiculaire
a P passant par A.

x=1+t
Une représentation paramétriquede Dest: qy = 2t ;
z=2—-t

D coupe le plan Q au point B repéré par le parametre t
solution de:

3(1+t)+6(2t)-32-t)—4= o@t:%'
La distance de (P) a (Q) est: AB = %H A= %

E1 Soit H le projeté orthogonal de O sur P et K celui de O
sur Q. La distance de P a Q est la norme du vecteur HK .
Or, OH + i = axy + by, + czy = — d,
et OK 1 = axy + by + czx =— d,

a
ou n| b | est un vecteur normal aux deux plans.

c
Par différence, on obtient HK A =— d, +d,, dou
d—d,|
2

k
Hx2+y?=a? (1 - ) on trouve les cercles de

KHX|A | =|d—d,| et HK =

2
centre Q,(0;0;k) de rayon |al,/1 +%, dans les

plans d'équation z = k.
2 2

X z X z X z
F1ia c & qa c ou d c
y=a y=a y=a

on trouve la réunion de deux droites, définies par les
intersections des plans dont les équations apparaissent
dans les systemes.

E1 Oui, on obtient, par exemple, des droites dans les
plans d‘équation x = g ou x =—a.

I Un vecteur normal a @, est n; (1;2;—2) avec
|mf=3. , o
Avec l'expression de la distance d’un point a un plan

s . , | x+ 2y — 27|
établie a l'exercice 86, on obtient: d; = e
_ . |3x + 4z — 2|

etladistancedeMa P, est: d, = 5

EI M est équidistant de P et P ..
od=ded=ds
& 25(x+2y—2z) = 9(3x + 4z — 2.
El La condition précédente s'écrit encore :
[5(x+ 2y —2z)+3(3x + 4y — 2)]
X[5(x+2y—2z)—3(3x+4z—2)]=0
(14x+ 10y +2z—6)(—4x+ 10y —22z+6) = 0,

Livre du professeur - CHAPITRE 9

ce qui équivauta:
7x+5y+z—3=0o0u —2x+5y—11z+3 =0.

Il sagit bien de la réunion de deux plans 2 et
9, de vecteurs normaux respectifs v;(7;5;1) et
V5(—2;5;—11),vérifiant v; « v; =0 :

9. et 2, sont deux plans perpendiculaires.
Soit M un point de A, droite d'intersection de % et %,
on a, puisque M estcommuna ® et P, :

x+2y—2z=0et 3x+4z—2=0
doncaussi: 5(x +2y —2z)+3(3x+4z—-2)=0
et5(x+2y—2z)—3(3x+4z—-2)=0
ce qui signifie que M appartient a lafoisa 2, et 2.. Donc:
A=92 N9,
EIOn a, par exemple: n;(1;2;—
vi(7;5;1)etvy(—2;5;—11).
Mevi 15 _ 1
[m[X|vr |~ 3x5v3 V3
ny vy 1
et —> —_— =
[ |[x[vr] V3

mais ces vecteurs sont définis au signe pres, donc:
cos(m ; vy ) =z cos(n; ; v ) et par suite :
b soiti) (ny ;v ) = (ny;vr) (2m),
b soitii) (ny ; vy ) =—(ny;vy) (27),
b soitiii) (n7 ; vy ) =n—(ny; vy) (27),
bsoitiv) (m; vy ) =(ny;vy)— 7 (2n),
mais i) entraine (n; ;n;) =0 (27) ce qui est absurde
et iv) entraine (n; ; n;) = (27) ce qui est également
absurde, n; et n; n‘étant pas colinéaires, d'ou il reste ii)
etiii) quidonnent: (n; ; v ) = (v; ;n3) (7).

2), ny(3;0;4),

Considérons dans un plan I orthogonal a A les droites :
@, =P nIl, 2,=2, nlI,
A=92nIl et A =9 nII
dirigées respectivement par les vecteurs u, , U, , w; et w;.
Ona (uy;wi)=(u ;ny)+(n;vi)+ (v ;wi) ()
=(n;v) (),
—_— —> —  —> T
car(uy ;ny) = (v ;wy) = 7(“)
et (W T3) = (W ;%) + (V7 :73) + (75 03 )
= (v ;) (n),
donc: (uy ;wy) = (W ; Uy ), ce qui montre que A; est
bissectrice de %, et %, ; on obtient de méme A, bissec-
trice des droites % et %..

Les plans 2., et 9, sont ainsi les plans bisseceurs des
plans P et P..

Produit scalaire de I'espace 23
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Probabilités
conditionnelles

) Introduction

1. Programme

Conditionnement, indépendance

Conditionnement par un événement de
probabilité non nulle.

Notation P,(B).

« Construire un arbre pondéré en lien avec
une situation donnée.

- Exploiter la lecture d'un arbre pondéré
pour déterminer des probabilités.

« Calculer la probabilité d'un événement
connaissant ses probabilités
conditionnelles relatives a une partition de
I'univers.

CHAPITRE

On représente une situation a l'aide d'un
arbre pondéré ou d'un tableau. On énonce
et on justifie les regles de construction et
d’utilisation des arbres pondérés.

Un arbre pondéré correctement construit
constitue une preuve. Le vocabulaire lié a
la formule des probabilités totales n'est pas
un attendu du programme, mais la mise en
ceuvre de cette formule doit étre maitrisée.

Indépendance de deux événements.

H Démontrer que si deux événements A
et B sont indépendants, alors il en est de
méme pour A etB.

Cette partie du programme se préte
particulierement a I‘étude de situations
concretes.

Des activités algorithmiques sont menées
dans ce cadre, notamment pour simuler une
marche aléatoire.

= [SVT] Hérédité, génétique, risque génétique.

Plusieurs démonstrations, ayant valeur de modéle, sont repérées par le symbole . Certaines sont exigibles et correspondent & des capacités attendues. De méme, les activités

de type algorithmique sont signalées par le symbole ¢.

2. Intentions des auteurs

Ce chapitre introduit les notions de probabilité condi-
tionnelle, la formule des probabilités totales et la notion
d'indépendance de deux événements.

Pour la notion de conditionnement, on s'est attaché a
mettre en évidence le fait qu'une nouvelle probabilité a
été définie en privilégiant la notation p,(B) a p(B/A),
qui préte a confusion et laisse supposer qu'il existerait des
« événements conditionnels », notion qui n'a pas de sens.

Le point de vue adopté est celui de la richesse et de
la multiplicité des situations et des exercices, parmi
lesquels des choix simposeront.

Les auteurs ont préféré introduire la notion de probabi-
lité conditionnelle avant celle de loi continue. Les exer-
cices et situations faisant intervenir de telles lois dans le
cadre des probabilités conditionnelles sont intégrés aux
chapitres dévolus a l'introduction des lois continues.

Livre du professeur - CHAPITRE 10 Probabilités conditionnelles 1
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D) Partir d’un bon pied

A) E a. Proportion de femmes parmiles électeurs de B.
b. Proportion délecteurs de B parmi les femmes.

c. Proportion de femmes ayant voté pour B dans l'en-
semble des 1 000 personnes interrogées.

H a. vrai. b. Faux. c. Faux.

B) a.Non. b. Oui.
a.p(A)=06.
(B)=0,5.
U B : «le résultat est pair ou premier » :
p(AUB)=09.
d. AN B :«lerésultat est pair et premier » :
p(AnB)=p({2}) =
F1 Faux. El Vrai.
A vrai.

c. Oui.

b.
c

D) EFaux.
£ Vrai.

D) Découvrir

Vers les probabilités
conditionnelles
90

113
K p(s)= g5 i p(P)= 285 ip(T) = 2g5 i

158 127
p(F)= g5 i p(G) =255
37

b. Lorsque G est reallsé, on s'intéresse a la deuxiéme
ligne du tableau seulement.

44
pG(S)_W; G(P> 127 ¢
37
¢ p(TNG) = g5~
2 (TNG)
_ .28 _ P
d-pG(T)_ 127 p(G) .
285

El a. Clest la probabilité de choisir une fille parmi les
éléves de Seconde

b. ps(F) = 113
67
coui. 67 _ 285 _ p(FNS)
113 o113 p(S)
285

Partitions d'un ensemble

Kl Deux partitionsde E:FetG;S,PetT.

ESi p(A)#0, alors p(A)#1 et si p(A)#1 alors
p(A)#0.

Ainsi ni A ni A ne sont vides (leur probabilité est non
nulle). De plus, par définition ANA =2 et AUA = E.
Donc A et A forment une partition de E.

Calculer une probabilité

a partir d'une partition et d'un arbre
pondéré

Ha. W correspond a la probabilité du tirage d'une
fille parmi les éléves de Seconde.
b. Sge = p(S);
% =ps(F);
% ><161—73 =p(FNS).
ca=pP)=us i B=p(F)= o5
a=p(T)=%;b=p(F)=%'
d. 355 X773 +aB+ab = g+ et o

= 285 = #(F)

B pe (T) X p(F) + ps (T) X p(G).

53 _ 158 . 37 _ 127
=158 * 285 T 127 * 285

53 37 _ 90 _
=285 T 285 — 285 ~ P(T):

Indépendance
de deux événements

a A
10 .-
D
c 35 20
B
18 12
D
c 30 20

Ha. p(D) = g% ~ 0,4375.

b. == = pc(D) =~ 0,3637.

C. II est plus probable de tirer une facture d'un client
ayant pris un dessert parmi la clientéle globale que
parmi celle des seuls buveurs de café. Ainsi, les événe-
ments « prendre un café » et « prendre un dessert » n‘ap-
paraissent pas indépendants.

H p(D) =04 et pc(D) = 0/4.

Les probabilités de tirer une facture avec dessert est
la méme si l'on tire parmi toutes les factures, ou seule-
ment parmi celles des clients ayant pris un café : dans le
restaurant B, les événements « prendre un dessert » et
« prendre un café » apparaissent indépendants.

2 Livre du professeur - CHAPITRE 10 Probabilités conditionnelles
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Exercices d’application
Reconnaitre

des probabilités conditionnelles,
construire et exploiter un arbre pondéré

On appelle A (respectivement B) Iévénement
« Monsieur Cruciverbis achéte I'hebdomadaire A » (respec-
tivement B) et G |'événement « Monsieur Cruciverbis
achéve la grille de mots croisés de son hebdomadaire ».

1] % G

-
3 LB

1 2 [
1.1 1

EP(GOB)=7X?=?.

SRLALUSENEY ytiliser 1a formule

des probabilités totales

E On a l'arbre pondéré suivant :

0,7
R

04

Bl &

0,6 08

3!

p(F)=07X04+08X06 = 0,76.

& [

> [ravaux pratigues

Etude d'une épidémie

[l a. Notations : V : « I'individu tiré au sort est vacciné » ;
M : « l'individu tiré au sort est malade ».

b. p(V) =025 ; py(M) =092 ; p(M)=0,1.

p(VM)
c.On cherche py(M) = ——=—.
Pv( ) p(V)
F1a. Arbre pondéré :
0,08 E
0,25

0,75

Tableau :
Y total
M 2 10
] 23
total 25 75

Linformation « 10% de la population est malade » trouve
sa place dans la ligne M, colonne du total.
Dans l'arbre, 0,1 correspond a la somme des proba-
bilités des chemins menant a M, clest-a-dire a
p(MNV)+p(MNV).
On peut alors calculer :

p(MNV)=01-025X0,08 = 0,08.

008 _ 8
Bpy(M)=075 =75

~ 0,107 (2 0,001 pres).

ﬂ Etude de I'évolution d'une population
n 0,1 = pA_n(AI’l"']) et 0,2 = pA,,<An+1)'

2] 0,8 -'A—r
Pn
02

—_ 01 gy

1-pn A —
09 |An+1
Ha. Pn+1 = 08p, + 0,1 (1 _pn)
=0,7p,*+01,

d'ou le contenu de la formule dans B3.

b. Feuilles de calcul a réaliser.

c. La suite semble converger vers 3 quelle que soit la

valeur initiale choisie.

1 1

Oa. Un+1 = Pn+1 T3 =07p, + 0,1 T3
_ 1 1
= 07(u, +5)+01 -3
=0,7u,.

b. Avec u, = 0,7"u,, on obtient:

pn = (po—%>><0,7"+1?.

c.Avec lim 0,7"=0ona:
n—+oo
lim =1
n~+oopn 3 ’

Livre du professeur - CHAPITRE 10 Probabilités conditionnelles 3
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S Faire le point

nﬂb. Ha.etb. Hc. Ha.etc.
ﬂb.etc. Ha. Hb.etc. Ha.etc.
Situation 1:

K Vrai. E Faux.

Situation 2:

El Faux. E Faux.

) Exercices d’application

D Probabilités conditionnelles

El Faux : il faut imposer p(A) non nul.
F1 Faux.
El Vrai.

Ell Faux, si p(A) = 0, vrai sinon.
F1 Vrai.

El Vrai.

1 Vrai.

E Vrai, si p(A) non nul.

[ b.etc. Hec. Ela. b.etc. a.etc.

Les phrases associées a des probabilités condition-
nelles sont les phrases 2 et 5.

a. pr(G) = 4

c p(RﬂG)=1?.

1
b.ps(R) = 3.
1
d. ps(R) = 5

On démontre sans difficulté que :
pa(B) = pg(A)équivauta p(ANB) = 0 ou p(A) = p(B).

a.p(A)=05;

b. p(ANB) = 0,14.

p(ANB) =02 ps(A)= 5 i pa(B) = 5

&l on a d'une part p(ANB) = 3p(A)— 0,5 et d'autre
part p(ANB) = pa(B)Xp(A) = 0,5p(A).

On peut alors calculer p(A) en égalisant, et on obtient :
p(A)=0,.2.

Alors: p(B) = 2p(A) = 0,4.

Ona: p(ANB)=05p(A) et p(ANB)=03p(B).
Deplus: p(A)+0,3 = p(B).

0,5p(A) = 03p(B)

p(B) = p(A)+03’
p(A)=045, p(B)=075,

On résout le systeme : {

On obtient
p(ANB) = 0,225.

puis

p(C) = 0,25 et pc(A) = 0,4 ; on en déduit :

p(ANC)=0,.
[1a.0,25; b.0,5; €. 0,25.
Fl1a.0,5; b.0,5; c.0.

m La probabilité recherchée est égale a 0,5 (somme
. ;bleusur2: L)

127 "6

On trouve la probabilité d'obtenir un impair avec le dé
rouge.

& p(c) =

impaire et bleu sur 2 :

107%; pg(0) = 20 ; on obtient :

p(GNO)=5x1078,

E [} On lance une piéce et un dé équilibrés.

On gagne lorsque : on obtient « pile » et une face de dé
au plus égale a 4, ou on obtient « face » et une face de dé
égale a 1. Dans tous les autres cas, on perd.

F10On obtient p(G) = —5-

2
¥yl . 3 . 1 3. 3
.a.4, b.2, c.8, d.8.
R1]
0,6

=
02 |1

p(E;) = p(E; NE,) = 02X 0,4 = 0,08.
p(MNV) _ pu(V)Xp(M)
& pym) =~ V) p(V)
1
= 017 = 0,075.
3

[l a. p(CND) = py(C)Xp(D)=0,4%0,75=0,3.

b. &J D)=p(C)+p(D)—p(CND)=09;
p(CuD)=0,.

Flpc(D)=1-pc(D)=1 —% 5
El pe(D) = (C(E)B) 0,5

) Probabilités totales

Hfaux. Fvai.  Hvai. OV

[l b. et c. sont vraies.
F1 a. et c. sont vraies.

p(F)=0,7X0,5+08X025 = 0,55.

4 Livre du professeur - CHAPITRE 10 Probabilités conditionnelles
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34 _ 1,8 1,2 _19
P(R)=3>90t 2 %70 =60
] o 70 _
35 9 Zo5 =014
Ha. 70
500
500
1250 2 cac
350 28
A
1250 @ 350 .
400
400 24
1250 m
LT
b. p(ANS) = 2o
. 125 -
70 _ 500 . 28 _ 350 . 24 _ 400
<500 1250 T 350 X 1250 ' 400 1250
_ 122
1250 -

28

_ 1250 _ 28 _ 14
d-pa(P)=—32 =722 =61

1250

a.p(R)=p(RND)+p(RND)
= 0,98 X 0,05 + 0,04 X 0,95 = 0,087.
b. p(RND) = 0,96 X 0,95 = 0,902.
c.p(E)=p(RND)+p(RND)
= 0,038 + 0,02 X 0,05 = 0,039.

1
d. pr(D) = A

1
e.pr(D) = 513

1 3
a. py, (R) = 5 pu,(Rz) = 5

b. Y e
Uy

0,5 08 6

05 06 @
U

s @

. p(R)=05X02+0,5%X0,6 = 04.

[l a.015%X0,3 =0,05.
b. 0,45X0,85 + 0,05 = 0,4325.

. 03X015 _ 20
Bl pp(M)= 02325 =173

Ho 07

LA
0,4
0,4
035 |
B
025 05
B
F1p(G)=0,7X04+0,4%X035+ 0,5%0,25 = 0,545.
_ 028 _ 56
B ps(A) = 3545 = 700 -

a (150 ) X 0,545° X 0,455° ~ 0,2363.

40 p(Kmﬁ)=%X%=%;
p(ANP) = TX =5
p(P) =2+ = a0
p(P)—%-

&l 2. p(A)=0,02X06+0,65X%0,1 +0,97 %03
= 0,368.

X
= 03X003 _ 6014 (30,001 pres).

b. pK(R) T 0632

& p(b;) = p(bynby) +p(b0 b))

= py, (b2) X p(by) + pg, (b;) X p(by)
= 0,5X02+03X0,8 = 034,

E) Indépendances de deux événements

[ Faux. F1 Faux. EJ Vrai.

m a.Fl et H sont compatibles avec l'indépendance
de AetB.
b. Situation a choisir.

Par exemple: «30% des individus portant des
lunettes sont diplomés de I'enseignement supérieur ».

ﬂ a. Si A et B sont indépendants :
p(ANB)=p(A)p(B) = 012

et p(AUB)=04+03—0,12 = 0,58.

b.Si A et B sont incompatibles : p(ANB)=10 et
p(AUB)=10,7.

p(ANB)=p(A)+p(B) - p(AUB)
=04+03-058=0,12=p(A)p(B).
On en déduit que A et B sont indépendants.

& p(auB)=p(A)+p(B) - p(A)p(B);
d'ou:0,75 = 0,5+ p(B)—0,5p(B).
On obtient: p(B) = 0,5.

Livre du professeur - CHAPITRE 10 Probabilités conditionnelles 5



©Hachette Livre 2012 - Déclic T S

_ p(AnB) _ p(A)+p(B)—p(AUB)
=p(A)= ") p(E)
_ 0,8+06,33— 086 _ g

b. On constate que pg(A) = p(A) ; on en déduit l'indé-
pendance des événements A et B.

8 on  veut simultanément p(ANB)=0 et
p(ANB)=p(A)p(B) ; dou p(A)p(B) = 0, clest-a-dire
p(A) =0 ou p(B) = 0.

E a. A et B sont indépendants.
b. C et D ne sont pas indépendants.
c. E et F ne sont pas indépendants.
d. Réponse au choix.

E Diverses stratégies sont possibles ; la plus simple
semble étre la suivante :

On a pa(B)=0,5 ; pour avoir p(B)= 0,5, il faut et il
suffit que l'on ajoute 30 boules vertes numérotées 1.

K1 p(s)=05;p(V)=05;

p(SNV) = % =025 =0,5X0,5.

F1 Oui, comme S etV le sont.
El p(VNR) =025 et p(S)=0,5.
Comme «VetR»estinclusdansS,ona:
p(SN(VNR)) =025 et 0,25 X 0,5 # 0,25.
Les événements S et «V et R» ne sont pas indépendants.

La démonstration demandée est rédigée page 332
du manuel.
Les produits mg et np sont tous deux égaux a

p(A)p(B)p(A)p(B).

B 1 a. A est la réunion disjointe de AN B etde AN B,

d'ou I'égalité demandée.

b. Si A et B sont indépendants, on a:
p(A)=p(AnB)+p(AnB)=p(A)p(B)+p(ANB).

Ainsi: p(AnB) = p(A)—p(A)p(B) = p(A)(1 — p(B))

= p(A)p(B). -

c. On en déduit I'indépendance de A et B.

F1Si A et B sont indépendants, alors A et B le sont aussi.

Si B et A sontindépendants, alors B et A le sont aussi en

vertu du méme résultat.

Ainsi, si A et B sont indépendants, alors A et B le sont

aussi.

D Expériences répétées indépendantes —
Loi binomiale

@ [l Vrai.

[l a.095*~0,815a10 3 prés.
b.1—0,95% =~ 0,185.

2| <‘3"> X 0,95 X 0,053 ~ 47 X 1073,

F1 Faux. El Faux. [ vrai.

@ [EX Simulation a réaliser.

B i 0 1 2 3
PR=0) 3 | 2 | |
E(R)=1

59 2\ _ 64

(1] <?> = 559 ~ 0,088.
-2 =55 ~ 0912,

6\(1v2(2\"_ 80
B<2><3><3> = 243 *0329.
1 S : «au moins un feu n'est pas rouge ».
16 728
1-(3)

3) =739 © 0,998.

1
G0 fa Uy
1 _ 4
=] 30 6! 1
E1 a. X suit une loi binomiale de paramétres 10 et 5~

S 30
b. P(X = 0) = (%) .

P(X>1)=1—P(X=o):1_<7

[ Les hypothéses permettent d'affirmer que X suit
une loi binomiale de parametres 20 et 0,014.
EF1P(X=0)=0986% = 0,754 ;d'ou: P(X > 1) = 0,246.
L'affirmation est donc exacte.

El Soit Y la variable aléatoire dénombrant le nombre de
boites exemptes de tout stylo défectueuxdansun carton.
Si on admet que Y suit une loi binomiale de parametres
50 et 0,75, alors: P(Y = 50) = 0,75°° =~ 56 X 1077
L'affirmation est évidemment fausse : il est « quasi cer-
tain » qu'au moins une boite contiendra un stylo défec-
tueux.

n 1 2 3
P % %x%xz 1?><(%)2><3
n 4 5 6
Pl gx(g) x4 gx(g)xs | gx(g)xs

F1 1l suffit de vérifier I'égalité des deux expressions obte-

5
nues pour 5 et 6, toutes deux égales a (%) .
5

. 1 n—1
EJ] On obtient : ?X(?) Xn.

1A partir de n =21, il semble que la probabilité
obtenue soit inférieure a 0,1.

[} On peut réaliser un arbre pondéré pour répondre
aux questions, en utilisant la partition « B ; R » a chaque
tirage.

6 Livre du professeur - CHAPITRE 10 Probabilités conditionnelles
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—_1\—_n 10 10 n
a.P(x=-1)= 9+n " 10+n 9+n " 9+n
_ 20n
(10+n)9+n)"
9 0 _ 90 _
b P(X=4)= 5 X To4n - (10+n)(9+n) '
__ n(n—=1)
P(X=-6)= (9+n)(10+n)"
c. E(X) — (_ \ 20n 90

T CET))

n(n—1)

10+n)9+n)’

7(10+n)(9+n)

—6n? — 14n + 360
(9+n)(10+n)

d. On résout linéquation —6n? — 14n + 360 >0, avec

la condition n = 2.

n<2370;d’0l‘1:2<n<6.

F1Si Y désigne la variable aléatoire dénombrant les

boules rouges tirées parmi les 20 tirages, alors Y suit une

dou: E(X) =

On obtient: 2 <

- . . n
loi binomiale de paramétres 20 et 10+n

Ona:P(Y>1)=1—P(Y=o)=1—(

10 20
10+n )
Linégalité P(Y>1)>0,999 est vérifiée pour n>5

(n>(1o23);7— 10).

> Prépa Bac

-5 - 3. -4

@na—g, b=73 =

_ 3. _ 5. -2

d=3; e=2; [f=7%.
Réonsec-izi
P "56 28

1 1

Ep(v)= ,p(G) 7z pG(V) 90
p(VNG) = ps(V)xp(G) =

3
pv(G) = 45

_ 1. -5, 1.
Hoa=¢: b=¢: c=1p;

-9 . 7. -3

=7 €70 /=70
F1 ANR: « tirer une boule de l'urne A et quelle soit
rouge ».

9 1 3
pAﬂR)—*OX€_%.
Elp(R) = p(ANR) +p(BNR)

-3 .3 5_3 .5 _
=20 "10%6 T 20 " 20 04

3
Cla. po(A) =20 =3 =0375

20

b. A et R ne sont pas indépendants : en effet, on a :

p(A) # pr(A).
H Onveut: p(R) = p(N)=05.
Or:p(R)=p(ANR)+p(BNR);
dou: p(BNR)=p(R)—p(ANR) = 05—23—0
On obtient:

pBNR) = 27—0 = po(R)%p(B) = pa(R)X ¢
Ainsi: pg(R) = X% = %

Avec 100 boules dans l'urne B, il en faut 42 rouges et 58
noires pour réaliser I'égalité p(R) = p(N) = 0,5.

@ [la.a=07;b=03;c=005;d=095.
p(A1) = 0,7po + 0,05(1 — py) = 0,65p, + 0,05 = p;.
On obtient: p; = 0,65 X 0,6 + 0,05 = 0,44.

b.De méme,ona: p,+; = 0,65p, + 0,05.
F1 a. On compléte par 0,3, puis par 0,7.
b. La suite semble converger vers un nombre voisin de
0,14.
E] a. La propriété est vraie au rang 0. En effet, on a:
1 16 21

Po=7 35 =35 ~ 06

On suppose la propriété vraie au rang n ; alors :

Poir = 065(5 + 12 0657) + 0,05

— 16 n+1 L
=35 X 0,65 4—065><7 + 0,05

_ 16 1
T35 7"

On en déduit que la propriété est héréditaire, et on
conclut quelle est vraie pour tout entier naturel n.

b. lim 0,65" = 0 ; on en déduit que la suite converge
n—+oo

X065n+1 + —

vers —- 1 ~ 0,143 (41073 prés).
a Lexpressmn obtenue ci-dessus permet de minorer la

. 1
suite (p,) par =

Exercices d'entrainement

67 1719
Hec.

elle ne peut donc pas tendre vers 0.

Hec.
Bb.

Hec.
da.

@ [l a. lévénement A : « I'un des deux dés tirés est
« spécial » ».

b. p(A) = % et p(A) = X

Livre du professeur - CHAPITRE 10 Probabilités conditionnelles 7
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EHB=DDG;S=DUG.

p(B) = 0,057 = 0,0025 ;
p(S) = p(D)+ p(G) — p(B) = 0,0975.
_p(B®) _ 20  oaaios
Hla. ps(D) = (s) =29 (= 05132107 pres).
1 RN
-ps(B) = 00975 =59 (= 0,026 4107 pres).

Ela.(1-0,0975) (~ 0,358 21073 pres).
b. Il s'agit de I'événement contraire du précédent, dont
la probabilité est donc environ égale a : 0,642.

Ela.p(C)=065;pc(E)=07;pe(E)=02

b. Construction de I'arbre pondéré correspondant.
Ela. p(CNE)=0,7X0,65 = 0,455.

b. p(CNE) = 0,2X0,35 = 0,07.

c. p(E) = 0,455 + 0,07 = 0,525.
Ea.p(F)=p(CNE)=03%0,65=0,195.

b. La probabilité recherchée vaut 1 — 0,95°, c'est-a-dire
0,304 21073 prés.

[la.083=0512.

b. 1,25 X 1074,
H 0 1 2 3
0,08 0,096 0,384 0,512
E(X)=24.
2 1 1 2
B ba v, = - T = etz 3
_1 2\, 1 2 _ 1
_6<V”+5>+3 56

. . Lo . 1
La suite v est geometrique de raison ?

o= (5
R
Ea.a1—17.

b.r1—%.

Crn,= >< +(1 an)X%_—%an+%.

d. D'apres Ia regle du jeu, on lance le dé A au lancer
(n+1) lorsque:
b on a utilisé le dé A au lancer n et obtenu le rouge :
événement A,NR, ;
D ou bien on a utilisé le dé B au lancer n et obtenu le
blanc : événement A, N R,.
e.Ces deux événements étant disjoints la probabilité
p(A, ) est égale a la somme de leurs probabilités. On
obtient :

dn+1 = 170,, + 1?(1 - an) = %an + 1?
Avec [, on obtient pour tout entier naturel n :

dy = u, = 1—><(1—)n_1 + 2

2 6 5
3 (AN i T -3
for,= 5 2(6) ,dou.nllrrmrn 5 -

73 - -_4
@apr - 37.00)- 15
_n
etp(V)= panE
F1 a. X prend les valeurs 0, 10, 12, 20 ou 28.
AN _ 4
b.P(X=0)=p(B) = P
_ _ _ 3
P(X=28)=p(R)= o
P(X=10)=p(\ynB,)
= py,(B2) X p(V)
= p(B)xp(V),
du fait de I'indépendance de tirages successifs. Donc :
4n
P(X=10)=——5.
( ) (n+7Y
On obtient de méme:
2
P(X=12)=p(V}=—"—©
(X=12)=p(V} = s
3n
et X=20)=—""—5.
p( ) <n+7)2
4n n?
CEX)=10X———F +12X——5
) (n+7) (n+7Y
_l’_
+20x 3N +gx 30+7) 72)
(n+7) (n+7)
_ 12n*+184n + 588
(n+7)
16n
=25 +12.
(n+7Y
x+7)(7—x)
El f(x _ k77 =x)
f( ) (X+7>4
x |0 7 10
f'(x) + 0 -
1
f(x) o 728

1 £(X) est maximale lorsque f est maximale, c'est-a-
dire pour n = 7.

4 88
E(X)max=7+ 12 =7€.

5 Problemes

p(A)—p(B)Xpg(A) _ p(A)—p(ANB)
d b(8) = B)
et, comme:

p(A)=p(AnB)+p(ANB),

p(B)Xps(A) _ p(A)=(p(A)—
p(B) p(B)
= p(:(Q)B) = pg(A).
03;pg(A)=0/1.

02—-07X01 _ 13
2ps(A)=""03 " =30

ona:

p(A)— p(ANB))

Hlp(A)=02;p(B)=

8 Livre du professeur - CHAPITRE 10 Probabilités conditionnelles
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b. Non, puisque pg(A) # p(A) ; ce que l'on pouvait aussi
remarquer au départ, puisque: pg (A) = 1Tp(A) #p(A).

B P(X=0)=097";

BP(X=1)=1-P(X=0)=1-097".

1-097">09 & 0,97"< 0,1 <:>n>M
’ ' ’ ' In(0,97) °

On trouve n = 76.

F04+015+015+005+4y+y=1;
y = 0,05 ; x = 0,02.

F10,75;
04 _ 8
H075 =5

Ea.p(A)=025;p(B)=02;

p(ANB) =y =005=025%X02 = p(A)Xp(B)
donc A et B sont indépendants.

b. p(A)=0.25;p(C)=07;

p(ANC) = p({2}) = 015 # p(A) X p(C).

A et C ne sont pas indépendants.

[ Lestrois espérances de gain sont égalesa 10. Le prin-
cipe des jeux varie sur I'échelle « peu de gagnants gagnent
trés gros » jusqu’a « beaucoup de gagnants gagnent peu ».
F1 On peut réaliser un arbre, ou les probabilités de tirer
un billet de chaque type « méga », « maxi » ou « magot »

valent 1?

On obtient comme espérance de gain :
10 =X 107X 10° + 1% 107X 10

+ 5 X 107X 10,
p(G) = § X107 +L-X 1072 + 1 X 107 ~ 00037,

3 3
1 RALC!

G:=-30;b:=0;n:=0
TantQue b # 6 Faire
ni=n+1
b := nbaleatoire(1,6) ;
FinTantQue
G:=—30+10X2n
Afficher G

s

F1 On appelle N le nombre de simulations effectuées.
’

Entrer N
S:=0
Pouriallant de 1 a N Faire
G:=-30;b:=0;n:=0
TantQue b # 6 Faire
n:=n+1
b : = nbaleatoire(1,6) ;
FinTantQue
G:—30+10X2n
SiG<o
AlorsS:= S+ 1 FinSi
FinPour
Afficher S/N

Soit I'événement F : « le bulbe fleurit ».

oo [N

G1]
07 o1 A
03 g 08 [

F=(FNG))U(FNG,).
La réunion est disjointe, donc:
p(F)=p(FNG;)+p(FNG,).
p(F) = pg, (F) X p(Gy) + pe, (F) X p(G,)
=09X0,7+08X0,3=0,87.

& 3 pu (8) % p(A) + pa(B) X p(R)
=p(ANB)+p(AnB)=p(B).
pa(B)Xp(A) = p(ANB).
Par suite,on a:
pa(B)Xp(A) _ p(ANB) _
pa(B)Xp(A)+ px(B)Xp(A) p(
F1 0On pose A: «le dé est truqué » et B: « on obtient le 6 ».

1 1
pa(B) =5 ; pa(B) = ¢ ;

p(A)= 5 i p(R) =

D'ou: pg(A) =

Questions Ell et F1 : simulations a réaliser sur tableur.

1 6

BP=¥XfO (g(x) = £ (x))dx
S I I R~ I
=363 %/6x 15X b, 3

1 X suit une loi binomiale de paramétres 10 et +-.

a.P(X=0)= <§>w. ’

1

1 Comme p(B) = 1? =pa(B), A et B sont indépen-
dants.

El Comme p(C) = % =
pas indépendants.

1 Comme p(C) # pa(C), A et C ne sont pas indépen-
dants.

15 # Pe(C), B et C ne sont

1099 = py(T) et 0,99 = py(T).

Livre du professeur - CHAPITRE 10 Probabilités conditionnelles 9
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F1 a. Suite a la construction d'un arbre pondéré, on
obtient, avec la formule des probabilités totales :
p(T)=p(MNT)+p(MNT) =001+ 0,98p.
Alors: f(p) = pr(M) = p(g/;?)T) - o,mofgor,)%p '
b. f est strictement croissante sur [0; 1] avec £(0) =0
et £(1)=1
€| p |0001| 001 | 01 0,3 0,5 0,8
pr(M) 009 | 05 0917|0977 | 099 | 0,997
Valeurs exactes pour 0,01 et 0,5; valeurs approchées a
0,001 prés sinon.
EX Pour p = 0,7,0na:0,995 <

pr(M)<0,996.

De plus,ona:
_ p(MNnT) 09901 —p)
pr(M) = p(T) ~ 099-098p "
Pour p = 0,7, on obtient :
0,976 < p7(M) < 0,977.

Le test est donc ici « Tres fiable » dans les deux cas de
figure possibles : en cas de résultat positif, la probabi-
lité est grande d'étre atteint par la maladie, et en cas de
résultat négatif, la probabilité est grande de ne pas étre
atteint.

[l a.eth.Pour p =0,005,0na:
0332<p;(M)<0333 et 0667 <p;(M)<0,668.
c. Pour une population cible dans laquelle la maladie est
«rare », le test positif n'est pas un bon indicateur : chez les
personnes dont le test est positif, une sur trois seulement
est effectivement malade. On remarquera toutefois que
cette proportion de une sur trois est trés largement
supérieure a la proportion d'individus malades dans la

population générale étudiée (qui est ici de 5 sur 1 000).

m A : « tirer noir au second tirage ».
B, (resp. C,) : « tirer dans B (resp. dans C) au second

tirage ».
= PBz(bz)xP(Bz> + Pcz(bz)xp(cz)-
Soit :

p(b;) =05%02+03X08 = 034.

85 El 2% = 16 trajets.

F1 Le jeton arrive en A si, et seulement si, on a obtenu

(P, P,P, P) ‘16

Le jeton arrive en B si, et seulement si, on a obtenu
1

(F.F.F.F): 56

Le jeton arrive en [ si, et seulement si, on a obtenu deux

piles et deux faces : %

H 17 est la probabilité cherchée.

1 Soit le résultat commence par pile et le jeton est
passé par C.

Soit le résultat commence par face et le jeton n'est pas
passé par C.

D'ou la probabilité cherchée : 17

& 11 p(61) =05 = p(Py).

F1 G, = (G,NnG;)U(G,NP;);laréunion étant disjointe,
on obtient :
p(Gy) = p(G,NG;)+p(G,NP)
= Pg, (Gz> X G1) + pe, (Gz)x P<P1>
=06%X05+03X%X05=045
Donc p(P,) = p(G,) = 0,55.
E10n a, d'aprés I'énoncé: pg (G,+1) =06
etdonc:
pG,,(Pn+1) =04 et an(Pn-H) =07.

Conclusion: pp (G, 4+1) = 0,3.
D’autre part:

Gp+1=(Gpr+1NGy)U(G,41NP,)
etP,i1 =(P+1NGU(P41NPy);
les réunions étant disjointes, on en déduit :
Xn+1 P(Gn+1)
= P, (Gn+1)Xp(Gp) + pp, (Gt 1) X p(Pn)
= 0,6x, + 0,3y,.
Yot1 = P(Prsr) = Pa, (Pr+1)Xp(G )+PP (Pr+1)Xp(Py)
= 0,4x, + 0,7y,.
Ela.voir = Xpe1 + Ynen
=(06+04)x, +(03+07)y, = x, +y,

pourtoutn=1.
(v,) est donc une suite constante égalea v; = 1.
Remarque

On a aussi, pour tout entiern, P, = G_,,, donc:
X, +y,=p(V)=1.

b Wy i1 = 4%y 41~ 341

= 2,4x, + 1,2y, — 1,2x, — 2,1y,

=1,2x, — 0,9y,

= 0,3(4x, — 3y,) = 0,3w,.
w est géométrique, de raison 0,3, et son premier terme
est: =4x, — 3y, = x, = 0,5.
Pour tout entler n=1,onadonc:

w,=05%(03)" "= ?XOBn.
_5
4x, — 3y, = ?X 0,3n
.
Xn + yn = 1
implique x, = 3 + % X 0,3n.
Comme lim O,3n =0, car 03€[0;1], on obtient
n—+oo
. _ 3 . 4
lim x, = - et, parsuite: lim y, = =

n—+oo n—-+oo

¥ ag =1 et pour tout entier naturel n, on a :
a,+ B, =1 (la particule est en A ou en B a chaque
instant).

Ela. ps (Ay+1) est la probabilité que la particule soit
en Aalinstant n + 1 sachant qu'elle y était a l'instant n;
c'est donc la probabilité que la particule ne change pas
de position entre les instantsnet n + 1.

Cette probabilité est, par hypothése, une constante 0.
Par définition, on a également: 0 = pg (B, 1 1).

10 Livre du professeur - CHAPITRE 10 Probabilités conditionnelles
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Ha. p<BnnAn+1) = an<An+1)Xp(Bn) = (1 - e)Bn

b. Ap+1 = p(An+1 n Bn) + p<An+1 mAn)'
= (1 o e>Bn + p(An)XpAn(AnJrl)
=(1-0)1—a,)+ a,o.

Finalement,ona a,; = (20 — 1)a, + (1 —0).

c. Démonstration par récurrence sans difficulté particu-

liere.

Ona—1<20—1<1 etdonc lim (20—1)" = 0.

n—+oo
Ainsi, on en déduit que la suite (a,), . converge vers
1

7.
Les positions de la particule « tendent vers I'équiréparti-
tion » entre A et B lorsque n tend vers l'infini.

Partie A
1
i x TPM:P(fIP):_

—y=
n= 2
Ea' p(An+1):p(An+1nNn>
1
:pN"(An+1)xp(Nn>=?Zn
b. p(Bn+1)=p<Bn+1mNn)
:pNn(Bn+1)Xp(Nn
c. p(Nn+1)=p(Nn+1nNn)
1
= PN (Nn+1)Xp(Nn):7xzn-

pourtout n < 19. 1
Ella suite (z,) est géométrique, de raison 5 et

=p(p,f) =

Z'|=1_X1

1
)=Tz,,.

zZ = donc:

2 ’

N‘—‘
—S
|
-
Il
—~
N—\
—S
<

1
Zy = 7 (
pour tout n €[1;20];

o= =0T

de méme pour y, = x,.

et x, =

Partie B
N 22°. Onaaussi:
P(x =2%)= P (A UByoUNy)
= X0 T Y20 T 220
1 1 1 1
= + 521 520 = 519 -

221
E1P(X =2%)=p(N;NN,N ... N Ny)

1 19
=p(Nyg) =29 = (7) .
El(X=2%)=A,UBy; les deux événements étant
disjoints,on a: )
1
P<X= Zk) = Xk+,Vk = (7) .

E(X) = ZZ P(X = 2¥)+2%0P(x = 2%°)

1
20 —
X+ 20X o =21,

|| MH

9
Ny
4
2 4 9 N3
5 5 R> <
E) R3
9
4
9 N3
3 1 N> <
5 5 E) R3
9
Rq
3
9

2 1 5 2
ﬂaop(N1ﬂNzﬂN3) ?X?X?ZE
2. .44 32
etp(NiNN2N;) = 55X g =725

_ 2 _ _ 14
b p(N1NNy) = 2+ 555 = 555 = 75

48
C. p(R1 N N3) = 225 -
9% _ 2
B p(Ns) (NmN )+ P(RINN;) = 550 = &

4
a p(N1 N N3) = f ; p(N1)Xp(N3) = 25 -

N; et N5 ne sont pas indépendants.

48
_ P(RiNN3) 525 _ 8
BPN3(R1)_ p(N5) T2 T 5
5

m Partie A

ElLa suite (b,) est géométrique de raison «a, avec
b, = 1,donc:

b, = bya" = a", pour tout entier n.

1—a 1—a
Pa,,,—a,=a,+ 3 Xa”—an=( 5 )oz”.
(g —ap)+(ay—ay)+ ... +(a,—a,-;)

1—a _
=( 5 )[a°+a+...+a” ',
_(1—«a 1—a”"
donc—a0+an—( 5 >>< T
_ _1-a"
etcomme ayg =0, a, = 5
PartieB AA Aa aa
1
AA 1 4 0
1
Aa 0 > 0
aa 0 € 1
4
PO AV R &
° M 4 1 2 1 4

1 1

b°un+1:1;vn+1:T;Wn+1:7'
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Xp+1 = P(AAL 1)
= pAA,7 (AAn+ 1)><P(AAn) + pAan (AAn+1)xp(Aan)
+Paa, (AR, 1) X p(aay).

1
Co Xy = Upt1 Xy + Vs 1Yy £ 0X2, :Xn+7yn-

= p(Aan+ 1)
= Paa, (Aan+ 1 ) X P(AAn) + Paa, (Aan+ 1 ) X P(Aan)
+paan (Aan+ 1 ) X p(aan)

1
=0XXy + Wpi1yy t 00Xz, = TYn-

Yn+1

En posant a = 17, on abien:
1—a
> In
, pour tout n = 0.

=X, +

etz,=1—x,—

n
d.Cestp, =y, = (17) .
In0,01
In0,5
ny = 7 : c'est a partir de la 7¢ génération que la proba-
bilité que la plante m ne soit pas homozygote est infé-
rieure a 0,01.

p, <001 & n>

91 By =009.
Ela.u,+1=p(Sp+1)=01X(1—u,)+09u,
=0,8u, +0,1.

b. On trouve u;y = 0,55 ; au bout de 10 étapes, la proba-
bilité d'obtenir lI'information correcte est voisine de
0,5...
El a. Comme précédemment,on a:

Upsr = pup +(1=p)1—u,)=02p—1)u, +1—p.
b. On a saisi dans B2 : « =D2 ».
c.On a saisi en B3 : « =(2*$D$2-1)*B2+1-$D$2».
d. On obtient 0,998 < p <0,999.

Notations utilisées :

I : « le marchand est indélicat » ; Q :
achetée est de qualité ».

Avec lénoncé: p(1)=0,8; p;(Q)=0,5; p;(Q) =0,1.
On cherche: po (T).

Ona:p;(Q)=0,5;donc: p(QNI)=0,5%08 = 04.
De méme: p(QNT)=09%02=0,18.

Alors: p(Q) = 0,4+ 0,18 = 0,58 etdonc:

018 _ 9
pa(l) =55 = 25 = 031.

« la marchandise

La premiére solution est évidemment correcte : sur
les trois coffrets, on en choisit un au hasard, et un seul
contient une médaille de chaque métal.

Pour mettre en évidence la carence présentée par la
seconde solution, il faut entrer dans plus de détails.

On appelle:

- O: I'dvénement « on ouvre un tiroir du coffret conte-
nant deux piéces d'or »;

—A : « on ouvre un tiroir du coffret contenant deux
piéces d'argent » ;

- D:«on ouvre un tiroir du coffret contenant une piéce
de chacun des deux métaux ».

Ona: 17 = pa(D) = pg (D) : Clest cette valeur 17 que
I'énoncé substitue habilement & p(D); la premiére
égalité, par exemple, correspond a l'affirmation : « si je
vois de l'or (et A est réalisé), il y a une chance sur deux
que je choisisse ensuite le coffret a deux métaux »).

On peut par ailleurs retrouver p(D) a partir de cette
valeur:

p(D)=p(DNA)+p(DNA);or:

p(DNA)=0et p(DNA)=pz(D)Xp(A)=

et on retrouve donc: p(D) = 1?
La mise en évidence de la nature conditionnelle des

1.2
2 X3

probabilités 17 est difficile.

m En faisant par exemple un arbre, on obtient :
1 2 2 3
p(L) =1 X?-F?X? = T
Le nombre de matins ou Sherlock prend sa loupe suit
une loi binomiale de parametres 10 et 0,6, dont la
moyenne est égale a 6.

Sherlock prend donc en moyenne six fois sa loupe.

@ EBcCasn=2

On crée un arbre a trois niveaux de branches (Eve peut

gagner par deux victoires contre une, ce qui donne trois

parties).

On obtient comme probabilité de victoire pour Eve :
0,6+ 2X0,4X0,6° = 0,648.

HcCasn=10

a. Algorithme a compléter:
’

E:=0;S:=0;
TantQue E <10 et S <10 Faire
a = Nombrealeatoire(0;1) ;
Sia<06 AlorsE:=E+1
Sinon S:=S+1;
FinSi;
FinTantQue;
Si E = 10 Alors Afficher (« Eve a gagné ») ;
Sinon Afficher (« Sarah a gagné »;
FinSi
b. Rajouter un compteur pour opérer 1 000 répétitions et
dénombirer les victoires d'Eve, que I'on rapporte a 1 000.
c. Simulation a réaliser.

m La variable D mesure |'état de la derniere trans-
mission ; D = 1 pour une transmission correcte, D = 0
pour une transmission erronée.

La suite de I'exercice est basée sur la réalisation de simu-
lations.
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D) Pistes pour ’accompagnement
personnalisé

Revoir les outils de base

EfOn construit un arbre a trois niveaux de

branches, chaque branche « rouge » étant pondérée par

0,4, chaque branche « verte » par 0,6.

F1 a. Probabilité de « deux rouges, puis une verte » :
0,42X 0,6 = 0,09.

b. Probabilité de « trois boules rouges » : 0,4°> = 0,064.

@ [} Probabilité que ce soit un homme: % ~ 0,437.

F1 Probabilité que ce soit une personne jouant de la
uitare : 242 _ 22 0,386

9 627 57 T U

[E1 Si c'est une femme, probabilité qu'elle joue du piano:
92

353 = 0,261.

Les savoir-faire du chapitre

99 i s T

5 . 04

6 U
o 0,6

@ £ pr(C)= 07 p(0) = 02, po (C) = 01,
Fla.p(HNT)=03X0,1 = 0,03.
b. p(H)=03X0,1+0,1X02+03X0,7 =0,26.

0,1 X0,2
Epi(D)="536

026 ~ 0,077.

1 0,3X0,2X0,8 = 0,048.
F103+02—03X%X0,22=0,44.
E1 0,3% qui estde l'ordre de 4 X 10732...

Approfondissement

K1 p(ANTP) = pa(IP)X p(A) = 0,3 X 0,000 8
= 0,00294 ;
dou: p(A U IP) =0,1 +0,0098 —0,00294 = 0,106 86.

B pip (A) = 200224 = 0,0204.

K1 p(GNC)+p(GNC)=04p +0,5(1—p)

=05—-0,p.
Flp(G)=06p+05(1—p)=01p+05
_p(GNC) _ opp
Bps(©)="6G) ~omp+os-
f est strictement croissante sur [0; 1] etona:

45
f(p)>0,9<:>p>ﬁ.
1 Il faut que p soit supérieur a 0,88 pour que la probabi-
lité pour un candidat de présenter les qualités requises
sachant qu’il a réussi le test dépasse 0,9. On peut
conseiller au DRH de changer de méthode...

W 1 a. On construit un arbre pondéré, comme indiqué
dans I'énoncé, sous I'hypothése que le pére est de géno-
type AA. On obtient une probabilité qu’'un « enfant » soit

AA sachant que le pere est AA est égalea ry + 1750.
b. De méme, la probabilité qu’un enfant soit Aa sachant

que le pére est Aa est égale a %ro + 1?

c. Sachant que le peére est aa, la probabilité que I'enfant
soit AA est nulle.

d. Avec la formule des probabilités totales appliqué au
systeme complet d'événements recouvrant I'ensemble
des génotypes possibles du pere, on obtient :

n= (ro + 1750)2.

F1 La symétrie des hypothéses en AA et aa permet de
déterminer sans calcul I'expression demandée pour t; :

1 2
t-| = (to + 750) .
(Par rapport au résultat de r;, remplacer r par t sans
modifier s.)
Onsaitquern,+t+s,=1,dous;=1—n—t.
1 2 1 2
Bﬁ = <r0+750> = |:r0_t0+t0+7(1 _ro_to)]
2

So-

B 17 1. ¢_ (d+1)
=ldt ot 5 g g0 =5
_ (1—ay _1-d
=g et ="

Onademéme: t

(enutilisants; = 1—r, — §).

1 On obtient facilement le résultat suggéré en remarque :
r, — t; = d.Onendéduitdonc, que t,, r, et s, sont respec-
tivement égauxa t;, r; et s; et, ensuite par récurrence, que
les suites t, r et s sont stationnaires a partirdurang 1.

Vers le Supérieur

m Hc He
[ a.Faux. b.Vrai.

Hb.;c.etd.

c.Faux. d.Vrai. e.Vrai

@ [} Moyenne de la série 16,96, écart type 2,28.

F1 a. Y suit une loi binomiale de paramétres 30 et 0,1.

b.p(Y<2)=p(Y=0)+p(Y=1)+p(Y=2)
=0,9°°+30%0,9%°X0,1 +435x0,9%x0,12.

On obtient: p(Y <2) = 0,41.

c. Lespérance de Y est égale a 3, elle représente le

nombre moyen d’étude menées dans des maisons de

catégorie 3 par jour.
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CHAPITRE

Lois de probabilité

continues

Introduction

1. Programme

Notion de loi a densité a
partir d’exemples

Loi a densité sur un
intervalle.

Les exemples étudiés s'appuient sur une expérience aléatoire et

un univers associé Q, muni d’une probabilité. On définit alors une
variable aléatoire X, fonction de Q dans R, qui associe a chaque issue
un nombre réel d'un intervalle I de R. On admet que X satisfait aux
conditions qui permettent de définir la probabilité de I'événement
{K € J}comme aire du domaine :
{M(x;y);xeJeto<y<f(x)}ou f désigne lafonction de
densité de la loi et J un intervalle inclus dans L.

Toute théorie générale des lois a densité et des intégrales sur un
intervalle non borné est exclue.

Loi uniforme sur [a; b].
Espérance d’'une variable
aléatoire suivant une loi
uniforme.

- Connaitre la fonction de densité
de la loi uniforme sur [a; b].

Linstruction « nombre aléatoire » d'un logiciel ou d’une calculatrice
permet d'introduire la loi uniforme sur [0; 1].

La notion d'espérance d’une variable aléatoire a densité f sur [a; b]
est introduite a cette occasion par :
b
E(X)= [t f(t)dt.
a

On note que cette définition constitue un prolongement dans le
cadre continu de l'espérance d’une variable aléatoire discrete.

‘ Méthode de Monte-Carlo.

Lois exponentielles.

« Calculer une probabilité dans le
cadre d’une loi exponentielle.

B On démontre qu'une variable aléatoire T suivant une loi
exponentielle vérifie la propriété de durée de vie sans vieillissement :
pour tous réels t et h positifs, Az, (T=t +h) = P(T> h).

Espérance d'une variable
aléatoire suivant une loi
exponentielle.

W Démontrer que l'espérance
d’une variable aléatoire suivant

une loi exponentielle de parametre

A est %

L'espérance est définie comme la limite quand x tend vers + oo de
_/(;Xt f(t)dt ou f est lafonction de densité de la loi exponentielle

considérée.

Cette partie du programme se préte particulierement a I'étude de
situations concrétes, par exemple sur la radioactivité ou la durée de
fonctionnement d’un systeme non soumis a un phénomeéne d’usure.

Loi normale centrée
réduite N'(0; 1).

Théoreme de Moivre-
Laplace
(admis).

- Connaitre la fonction de densité
de la loi normale N'(0; 1) et sa
représentation graphique.

B Démontrer que pour a € |0; 1],
il existe un unique réel positif u,
telque P(—uy S X<up)=1-a
lorsque X suit la loi normale N'(0 ; 1).

- Connaitre les valeurs approchées
U0’05 = 1,96 et U0’0-| = 2,58

Pour introduire la loi normale N'(0 ; 1), on s'appuie sur l'observation des

représentations graphiques de la loi de la variable aléatoire définie par
— Xn —np
np(1 = p)
grandes valeurs de n et une valeur de p fixée entre 0 et 1. Le théoréme
de Moivre-Laplace assure que pour tous réels aet b, P(Z, € [a; b])

ou X, suit la loi binomiale B (n, p), et cela pour de

e 2
V2
L'espérance d'une variable aléatoire suivant la loi N'(0 ; 1) est définie
. 0 . x N Lot
parxﬂrpmj)‘( t f(t)dt+ Xﬂn:mfo t f(t)dt ou f désigne la

densité de cette loi.
On peut établir qu'elle vaut 0.
On admet que la variance, définie par E(X — (E(X)Y) vaut 1.

b
tend vers f dx lorsque n tend vers + cc.
a

Livre du professeur - CHAPITRE 11
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Loi normale N (1 ; %) - Utiliser une calculatrice ou
d'espérance L et un tableur pour calculer une
d'écart-type o. probabilité dans le cadre d’une loi
normale N'(1 ; 62).

- Connaitre une valeur approchée
de la probabilité des événements
suivants :

Xelp—o;n+o0]}

Xep—20;1+20]}
et{Xe[p—30;n+30]},
lorsque X suit la loi normale
N(w;0?).

1w

Une variable aléatoire X suit une loi N'(it ; 62) si X=1 giitlaloi
normale N'(0; 1).
On fait percevoir l'information apportée par la valeur de I'écart-type.

= [Sl et SPC] Mesures physiques sur un systeme réel en essai.

La connaissance d'une expression algébrique de la fonction de
densité de la loi N'() ; 62) n'est pas un attendu du programme.

Onillustre ces nouvelles notions par des exemples issus des autres
disciplines.

Plusieurs démonstrations, ayant valeur de modeéle, sont repérées par le symbole B Certaines sont exigibles et correspondent a des capacités attendues. De méme, les activités

de type algorithmique sont signalées par le symbole ¢.

2. Intentions des auteurs

Les lois de probabilités discrétes ont été introduites en
Premiére. On s'attache dans ce chapitre a introduire les
outils permettant de calculer des probabilités liées a des
lois a densités, essentiellement les lois uniformes, expo-
nentielles et normales.

Si nous avons fait le choix d’une définition assez large
pour une densité sur un intervalle en nimposant pas la
continuité (on en trouvera dans quelques exemples en
exercices), le chapitre est essentiellement axé sur les lois
continues et les calculs qui y sont attachés. Lutilisation
de la calculatrice ou des logiciels permettant des visuali-
sations graphiques est un aspect essentiel de la compré-
hension et de la mémorisation des résultats.

> Partir d’un bon pied

Objectif : Les activités de cette page ont été congues pour
réactiver les connaissances concernant la loi binomiale
(A), le calcul intégral lié aux aires (B). La partie C permet de
préparer le terrain pour lI'approche graphique de la loi de
Moivre-Laplace proposée dans l'activité 3.

A) Hb. Ha. Hb. db.
Ha.v(z)=1.

B) Il est difficile de comparer les aires « a I'ceil nu ».
Par le calcul,on a:

f_(]) g(x)dx=2-2e"x1.26

2
et/0 f(x)dx = % ~1,33.
L'aire verte est donc supérieure a l'aire jaune.

C)Ef(3)=—1et
P(Y =£(3)) = P(X = 3) = 0,164 063.
Ela. Le diagramme bleu a une aire totale de 1 et le

diagramme transformé a une aire de 3
b. L'aire a été divisée par 1,5. La loi n'est pas représentée,
car l'aire totale ne vaut pas 1.

El La hauteur devrait étre de 1,5 X P(Y = f(k)).

1l faut que chaque rectangle ait une hauteur de

sXP(Y = £(k)).

A ce titre, ce chapitre sinscrit dans la continuité du
chapitre d'intégration pour lequel il fournit bon nombre
d'exemples d’applications.

Une premiére approche de la loi normale est proposée
suivant deux axes : une familiarisation avec les calculs
et les propriétés d'une loi nécessitant I'utilisation de
valeurs approchées, mais aussi un lien avec la loi bino-
miale, via les théoremes d’approximation, qui sera pour-
suivie au chapitre 12.

) Découvrir

Choisirun nombre dans [0 ; 1]

Objectif

On propose un premier exemple trés visuel de lois de proba-
bilité définies par des densités. Les valeurs des probabilités
seront lues le plus souvent graphiquement. Les calculs
demandés a la fin pourront étre faits avec la calculatrice.

H a. Avec la cible 3.

b. p, =0,2.

c. p; et p; correspondent a l'aire de la portion de plan
comprise entre %j., et les droites d'équation y =0,
x=0etx=0.2.

Ha. Cible 1.

b. p, = f02'7(6x — 6x%)dx

=3¢ - 2¢;

- _
=125 = 0,568,

07
ps = S/ 3(X )dx
03

_ 179 _
= 500 = 0,358.

On obtient confirmation: p; <p, = 0,4 <p,.

2 Livre du professeur - CHAPITRE 11 Lois de probabilité continues
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La loi de durée de vie

d'un atome radioactif
Objectif
Il s‘agit en réactivant la loi binomiale d’arriver a la modé-
lisation de la loi de désintégration radioactive au moyen
d’une densité et d'en tirer les premiers exemples de calcul.

Kl a. Le nombre moyen est l'espérance de la variable
aléatoire qui compte le nombre d’atomes radioactifs a
linstant t. Elle suit la loi binomiale %(N, ; p(t)). Donc
l'espérance est E = Ny X p(t).

b. Ny X p(t)= N(t)= Nye 2,
donc pour toutréel t >0, p(t) = e
—2t

—2t
cl—e
Kl a. Avec la définition, par lintégrale on obtient:

%(P(X< t)) =f(t) et d’autre part avec le llc. on

d
trouve : W(P(X< t)) =

pour toutréel t =0

%, par suite : f(t)=2e™*

2 _
b.P(X<1)= [(2edt=1-e?= 5]

e
1
a2

etP(X>1)=

Une approche du théoréme
de Moivre-Laplace
Objectif
On propose suivant les préconisations du programme une
approche graphique du théoréeme de Moivre-Laplace

K B et F On remarque que la premiére courbe varie
tres peu lorsqu'on modifie la valeur de p, et que les deux
courbes sont quasiment confondues.

Ha.£(X)=npetV(X)=np(1—p).

_ _EX)=np _
b. E(Y)= np(1(_)p) 0
X _
Vi) = (mp(—p)f

On utilise en effet que E(aX + b) = a(E(X)) + b et que
V(aX + b) = a®V(X).

[Hz2 @ fe | =(EXP(-{(C2)*2)/2))/RACINE.PI[2)
A B c D E F G H

1k P(x=k) k) hauteur du rectangl n P g(k)

2 ] 1,27E-20 -8,660254 4,39127E-20 50 06 2,06475E-17
3 i 9,51E-19 -8,3715789 3,29345E-18 2,41272E-16
4 2 3.49E, x 2 Ne2aN3e 1 21NIAE 16 2 54039 ,15
5 3 8,396-1 o4 E-14
6 4 1,48E-1 " E-13
7 5 2,04E-1 . E-12
8 6 2,296-1 e E-11
9 7 2,16E-1 L E-10/
10 8 1,74E-1 B s #hauteurdu  |£-10)
1 3 1,22 =1 rectangle | pg
12 10 7,51E- ’ melk) E-08
13 11 4,10E- S E-07
14 12 2,00E- E-07
15 13 8, 75E- Oé__.. E-06.
16 14 3,47 o5 E-06
17 15 1,25E- r—dﬂ—*—* E-05
18 16 410 0 = o = A0 285
19 17 1,23E-04 -3,7527767 0,000426052 0,000248942
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Une aire mystérieuse

Objectif : On amene les éléves a conjecturer la valeur de
. L, + o0

l'intégrale ./:

HHBeHa.

E b. On peut conjecturer que l'aire a une valeur finie.

c. En mettant au carré le résultat obtenu, on trouve

(2,506 63Y ~ 62832, qui est trés proche de
27 (= 6,2832). On peut conjecturer que la limite est

L

X2
e 2 dx.

Exercices d’application

D) Savoir faire KT
probabilité définie par une densité

a. Non, f n'est pas positive sur L.
b. Oui, f positive sur I et f01 3t2dt=1.

c.Non,f24%=%<1.

2
d. Oui, f est positive sur I et f1 %dx =1.

Bl =1 etr(2:3)=1-
b.k=1?etP([2;3]) 2
k=~ etP(2;3) =5
d.k=~1etP(2;3) =33

a.P([1,2;24]) = 2'45;1’2 =024

44—3
5

b. Deux intervalles de méme longueur déterminent

deux rectangles de méme aire, puisque la hauteur est

constante, d'ou le résultat.

et P([3;44]) = =0,24.

1+5
2

c. Lespérance est égale a = 3 d'apres le cours.

2l 0n doit trouver les réels t de [0;1] vérifiant :

P([03;t])nP([0,4;09])
P([0,4;09])

ce qui équivauta:

bsit<04, 0=P([03;t]) ©t=03;

Psi04<t<09, t—04=(t—03)X05<t=05;

Psit=>09,1=t—03<t=13...absurde;

bdou S ={03;05}.

= P([03:t]),

Lois de probabilité continues 3
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D) Savoir faire

Utiliser la loi exponentielle

5 | P(X<0,5) P(X >10)
a.A=2 _1 -20
1 e e
b\ =+ = e
. 2 1—e 4
c.A=0, _ 005 11
1—e e o

La fonction A — P(X<0,5) est une fonction crois-
santede A ;
La fonction A +— P(X >10) = e '%* décroit .

a BP(Jo;3])=1—e3;doue =1?et7\ =1?.
ST EIN

a. Voir le schéma ci-dessous.

y
1 f
0 1| T T X
b. Le réel T est solutionde:1 — e 3" = e 3T,
Dout = In?Z C'est la demi-vie.
E a. On doit résoudre e %' = 0,75.
Dot t = —'”OTJS ~ 0,14,
b. On doit résoudre 1 —e 2t = 0,5.
Dot t = —"‘% ~0,35.

c.La loi exponentielle étant sans mémoire, on doit
résoudre : P(X >t) = 0,05, soit encore e % = 0,05.
_In0,05

Dout = 5 ~1,5.
9| P(X>E(X))=P<]1T;+00D
_ o ax—_ 1
e M3 =1~ 0368

D Savoir faire

Calculer des probabilités a I'aide
de la « courbe en cloche »

a. C'est le théoréeme de Moivre-Laplace.
b. P(48 < X< 55).

_ ( 48 — 50 v 55 — 50
V/50X06X04 4/50X0,6X%0,4

4 Livre du professeur - CHAPITRE 11

) ~ 0,64.

Les résultats sont donnés & 1073 prés.
a.0,722.
b. 0,039.
c. 0,345.

D) Savoir faire

Calculer des probabilités
dans le cadre d'une loi N(1 ; 6?)

a.P(X<156)~ 0,664
et P(151 < X< 152) =~ 0,028.

b.Daprés le cours, lintervalle [15—+v/2;15++/2]
convient, soit [13,5;16,4].

a.0,87.
b. 0,68.
c. 0,99.

D) [ravaux pratigues

Réglage d'une machine
@ Se faire une idée du résultat

H a. D suit une loi normale N'(360 ; 4).
b. Il s'agit de calculer 1 — P(355 < X < 365) =~ 0,211.

ElEn essayant différents réglages compris entre 350
et 370, on s'apercoit que le meilleur réglage possible
semble 360.

@ Valider la conjecture formulée

El X suitune loi N'(0;1).
Ha.Ona:g()=1—-P(355<D<365).

355 —n <x< 365—11)

Or P(355 <D < 365) = P(

2 2
3651
2
= Jiss-, S(x)dx.
2
365 — 1L

PR 2
Dot g(p) =1 —f355_,1 f(x)dx.

2

ool =1 (35570 ) (355

B0 - (3557 ) (3551

(365 —p.) 10X (365 + 355 — 211)
=0,5e s (1—e 8 )

o . 10%(365 + 355 —2y1)
La dérivée est donc du signede: 1 —e 8 ,

qui s'annule en 360, est négatif avant et positif aprés.
D'ou le résultat attendu.

Lois de probabilité continues
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Théoréeme de Moivre-Laplace et approxi-
mation

KX On compléte I'algorithme :

ALGO

Début

Entrer deux nombres a et b, a<b

Entrer un nombre entier naturel n

Entrer un réel p compris entre 0 et 1

P:=0;

Pour k de 0 a n faire

Z : =(k-n*p)/racine(n*p*(1-p))

Si Z>=a et Z<= b faire P: = P+ binom(n, p, k)
Sinon Faire P:= P

FinSi

FinPour

x=norm(b,0,1)-norm(a,0,1) // on compléte l'algo-
rithme pour qu'’il affiche aussi P(X € [a; b])//
Afficher P; Afficher x

Fin

E10n implémente l'algorithme sur une calculatrice ou
un ordinateur.

a< b=")

pr=binomial(p,n);
for k=0:n

z=(k-n*p)/sqrt(n*p*(1-p));

if z>=a & z<=b then

P=P+pr(k+1);

else P=P+0;

end
end
x=cdfnor(«PQ»,b,0,1)-cdfnor(«PQ»,a,0,1);
//on compleéte 'algorithme pour avoir P(a<X<b. dans le
cas d’une loi normale//
disp(x, «la loi normale donne», P, «la probabilité que
a<=Zn<=b est»)

El a. Compléter le tableau suivant, X étant une variable
qui suit la loi normale, a = 3, b = 12.

Le choix de a = 3 et b = 12, n'est pas suffisant, car les
valeurs trouvées sont tres faibles : il convient donc de
présenter une autre série de résultats avec par exemple:
a=—1etb=3.

n 15 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50

p 04 | 04 | 002098 06 | 08
P(Z,<[3;12]) 00019/0,0013/0,0177| 0,0 |0,0008
P(X<[3;12]) 0,0013
P(Z,<[-1;3]) 0781 0,842 | 0618|0736 0,843 0,813
P(Xe[-1;3]) 0,840

Livre du professeur - CHAPITRE 11

b. Dans la pratique, on remplace Z, par X dés que
n>30,np>5etn(1—p)=5.

Les calculs précédents permettent de vérifier la perti-
nence de ces regles : voir les résultats en couleur.

Durée de vie sans vieillissement
Ha. Py (X=t+h)=P(X>h)=R(h).
b. Pour tous réels t et h positifs ou nuls, comme
(X=t+h)n(X=t)=(X=t+h)ona:

P(X=t+h R(t+h
e e
R(t+h)

R(t) = R(h) et R(t+ h) = R(t)XR(h).
B R(0)=1. Comme t+> fotf(u)du est dérivable,

puisque f est continue sur [0;+ o[, la fontion R est
dérivable sur [0 ; + oo [ comme différence de deux fonc-
tions dérivables sur [0;+ oo[ et pour tout réel t =0,
R(t)=—f(t).

Ela. R vérifie la relation fondamentale des fonctions
exponentielles, donc il existe un réel a tel que pour tout
t>0,R(t)=e™.

b. lim R(t)= lim P(X>t)=0,donc lim e* =0,
t—+oo t—+oo t—+oo

par suite a <O0.
B Pour toutréel t >0,

R(t)=e MetR(t)=—Ae M=—/(t);

donc f(t) = Ae * avec A >0.

Enfin pour tout réel t>0, P(X<t)= for?\e_“dt et
donc X est une variable aléatoire définie par une densité

, dou

aveca.:

qui lui confére les propriétés de la loi exponentielle.

D) Faire le point

20| Hc Hc Hec 4 [
dc  Hb. Ha. Ob.
I]b. Hb.etc. Ha.etc

Kl vrai. Elvrai. El Faux.

24 Hec Ha. Ea.eth.

I]a. Ha. Ha.etc. db.
B Faux. HVvrai. El vrai.

K Vvrai. E Vvrai.

D) Exercices d’application

D Loi 3 densité sur un intervalle

@ ET Faux.

Flvrai. HEFaux (£ <0). EVrai

Lois de probabilité continues 5
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&
™

[l Faux. B vrai.  El Vrai. 3 Vrai.
a.b.etc.
El Vrai. F1 Faux. El Faux. 1 Vrai.
. k>0 s
32 s — 2
a. f densité & fSdet:1<:)k 2
1t
_ 5 _ _ 4

b.P([1;2]) = 3 = 0625; R2:5)([3:5]) = 5
a.

. k 1

lim afzdt=1 Sk=—"—"7-—">""=1;
a~+oo‘/1< t I|m (1 _L)

a— + oo a

b.P(1;2]) = 5 Ao,y (355D = 5

f est positive sur [0; 4] et
5

e [7p(opdes [&pe)de= g g
=1.

7 2
P(1:3]) = 53 1 Raia)([2:3]) = -
. f dt_f[t_i 1:1.
y
'I_
a=0,6875/__\ b=0,156 3
< D

=4
(O]

b. P(X<0)=05;

P(—05<X<05)= % = 0,6875 ;
5 _
P(X>05)= 35 = 015625,

a. ﬁgidt = i(——+ 1) =1 et f est positive

X
b.P(X<2)=
c.a=%= 1,8.

X)Zifg%ziln3

6 Livre du professeur - CHAPITRE 11

31 3
a.fo?(t— )dt—[g(t—2)3]o=1 et f est
positive sur [0; 3].
b.P(X<2)= 5.
c.(a—2)3=—%(:)a=2—3 %

-3
d.E(X) =5
B Loi uniforme sur[a ; b]

I]Faux. ElFaux. ElVrai. [EFaux. HVrai
Elgr. Ba HbecBOc He
Bo. B Ba Ob
@o" " a=["1
(:)m—a=b—m<:>m=b2l.
Bl m = E(X).
ﬂf:t|—>2,avect6[16;16,5].
Ea.1—,

16 _ 2
b4 =3
.16 h 15.

Pour éclairer cet exercice et sa place dans la
progression du cours on pourra se reporter au docu-
ment d'accompagnement sur les statistiques, page 40,
paragraphe VI. COMPLEMENTS SUR LES LOIS UNIFORME
ET EXPONENTIELLE, A. LOI UNIFORME

i=9
Ha. E(z)= Zp,»z,-
2 9

_01<W+W+ +W> 045.
La droite en rouge a pour équation y = x. Chacun des
9 rectangles a pour aire i X 0,1 X 0,1, d'ou I'égalité.

Fla. P(x < X < x + dx) est l'aire du domaine « infinité-
simal » de largeur dx et de hauteur b%’ c'est donc

1
b_adx.

b. C'est un rectangle de largeur dx et de hauteur b f

c. C'est l'intégrale qui calcule la somme de ces aires infi-

nitésimales, par suite : b

Zx;P(X = x;) devient f
a

X oo
~ dx etainsi:

a b—a 2(b—a) 2 ’

b

E) La loi exponentielle

m [l Faux. FlFaux. ElVrai.
Hc. H a. H a. Hec.

Lois de probabilité continues
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7 5 Faux (crest f(t)=001e7%"),  EVrai.
ElFaux. [l Vvrai.
I]P([o 4)=1-e?e1-e=1-¢72
-1
=2 7
S B |
e t=e 2 =—F
= Ve
EE a. Voir la figure ci-dessous
Y
Al T
N5 515
0,5- y=>¢€
ol 8¢y | | | x
_3 1 2In2
T = =
b.e 2" = > = 3
1 2
c. = T = ?
d. Les deux aires sont égales :
A(AOC) = AxTx— 5 = ["heMdt

(voir la figure ci—dessous).

On prendra garde en utilisant Geogebra que ce qui
est appelé « moyenne » dans le cas d'une distribu-
tion exponentielle est en fait le paramétre A, et non

pas « l'espérance » qui vaut %

02 04 08 o /i 12 14 18 18 2 22 24

Distribution {

[Exponentielle  ~|  Moyenne 15

Probabilités

[agaucne v P(j0 |<x<[o4621 )= 05

.P<X> ) e M3 = ..
e

~ 0,135.

@ E(T donc?\——
a.0;
_2
b.1—e 320486 ;
=3\ 1
c.%:e*=e*?zo,716.

Bl mes~o02.
Fle % —e 2= 0524.
El Clestaussi P(X > 15) = e '°.

-1

1enposante =X -I
Hiet-e?=] <=—= x¥-x+1=0

(z)(x—%Y:O(:)e_}‘:%(:)?\:Inz.

FIP(x>1)=e =1
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D Théoréme de Moivre-Laplace, loi
normale centrée réduite N(0; 1)

I Faux.  H1 vrai. E1 Faux. 3 Faux.
I]c. EH a.eth. Ha.

55| EF Faux.  EI Faux. E1 Vrai. £2 Vrai.
@ a.0,136; b.0,023; c.0,159; d.0,857.
a.09332; b.0,841; c.0,298; d.0,138;

e.0,235.

58 FlP(—t<X<t)=P(X<t)—P(X<—1t)
=P(X<t)—(1—-P(X=—1)).

Or, P(X=—1t)=P(X<t),

dou P(—t< X<t)=2R(t)—

FP(—u,<X<uy,)=1-a

e 2R(@)-1=1-aeR(@)=1 —%.

Elb.2,3263; ¢.3,2905.
1 a. On repére 0,975 qui correspond a 1,96.

b. 0,99 correspond a 2,33 et 0,9995 ne peut étre lu sur
la table.

@ Hetk
A 4 A 4
e 788z F¥I:rll| .99g59
i | 97887 ».cHE | .B8@E89
.22k §;799% =.2H9 .99g99
c.2Ch a709g >.za oo
c.2Er ] L Z.291 | .9om
ElEEE C]: L z.e8e LLELTEE
BEn1Y i CELTEE
w=2. 329 w=3.287
50 [} Algorithme :
ALGO
a=input(«choisir une valeur alpha dans ]0;1[, a=:»);
u=0;
p=0;
while p<1-a
u=u+0.01;

p=cdfnor(“PQ"u,0,1)-cdfnor(“PQ’-u,0,1);
end
disp(u,«la valeur du seuil ua est: »,p,«P(-ua<X<ua.
est:»)

choisir une valeur choisir une valeur
alpha dans [0;1] : alpha dans ]0;1[ :
a = 0,02 a = 0,001
P(—ua< X <ua) est : P(—ua< X <ua) est :
0,9801938 0,9990332
la valeur du seuil la valeur du seuil
ua est : ua est :
2,33 3,3

Lois de probabilité continues 7
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a=input(«choisir une valeur alpha dans 10;1[, a=:»);

h=input(«precision souhaitée pour le seuil ualpha:

h=»);

u=0;

p=0;

while p<1-a
u=u+h;

p=cdfnor(«PO»,u,0,1)-cdfnor(«PQ»,-u,0,1);

end

disp(u,«la valeur du seuil ua est: »,p,«P(-ua<X<u.a.est:»)

choisir une valeur
alpha dans [0;1[ :
a=0,02
précision souhaitée
pour le seuil u
alpha : h = 0,001
P(—ua<Xx<ua) est :
0,9800347

la valeur du seuil
ua est :

choisir une valeur
alpha dans ]0;1[ :
a = 0,001

précision souhaitée
pour le seuil u
alpha : h= 0,001

P(—ua< X <ua) est :
0,9990017

la valeur du seuil
ua est :

2,327 3,291

B Loi normale

EN Vrai.  FJ Faux. El Faux.
Hb. He.

a.0,843; b.0,921; c.0,921.

& ~o;1).

HFla.P(X<21)=P(Y<1)=0841.
b.P(X>24)=P(Y>2)=1-P(Y<2)=0,033.
€.21<X<24=P1<Y<2)
~P(Y<2)—-P(Y<1)=0,136.
d.P(X>15)=P(Y<—1)=P(Y>=1)=0159.

e. P(15<X<21)=P(—1<

Y<1)=0682.

65| Ell Une loinormale N'(0;1).

1 Grace a une table ou une calculatrice, on obtient les

équations suivantes :
2000 — p
9
EJ1 On en déduit :

=—1,44 et

3000 —

p =-1,07.

it=>5892etg=2703.

1 0On en déduit :

P(D <1000) =~ 0,04 et P(D>5000) = 0,63.

& 1 Une loi normale N(0;1).
F1 On obtient les équations suivantes :

39—
o

— 152 et 221

=-0,75.

El Onendéduit it =30 et 6 = 6.

8 Livre du professeur - CHAPITRE 11

2

@@ r(x)=2-"

V2
Ha. y
}
0,21

-0,5 O 0,5 1 1,5 X

b. L'aire est comprise entre 11 et 13 carreaux, un carreau

étant égal a 0,0125 unité d'aire.

D'ou 0,1375 < P(0,5< X <1)<0,1625.

c |y
0,4

0,2

0 05 1 15 2 X

On obtient cette fois une aire comprise entre 36 et

40 carreaux.

D'ou: 0,4375<P(0< X <2)<0,5.

On en déduit, en utilisant le fait que P(X <0)=0,5:
095<P(X<2)<1.

@ El p = 0,2 nécessairement, car la somme de toutes
les probabilités est égale a 1.

F1 Pour la premiére proposition, on a, par lecture
graphique:

P(b<X<c)>2X02=04.

Pour la deuxiéme proposition, les intervalles [a;b] et
[b;c] sont de méme longueur, alors que la fonction f
est strictement supérieure a f(b) sur [b; c| et stricte-
ment inférieure sur [a; b]. Les aires, et donc les probabi-
lités ne peuvent étre égales.

@ La courbe verte correspond a |t = 0 (c’est la seule
centréeen0),etdoncac = 1.
1
Or f(0) = ——.
1=

La courbe rouge correspond a:

1 1
=3 et = .
" oV 21 2V 21
D'ou o = 2.
La courbe bleue correspond a :
1

nw=—2 et =2 !
ov 2w Van o
Douo =0,5.

Lois de probabilité continues
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2 11 [189;201] ([ — o ;1 + o).

Fla.Ona P(— 128 < TG—“< 1,28) =08.
Lintervalle est donc:

[195 — 1,280 ;195 + 1,280 = [187,3;202,7].
b. Définir des critéres trop restrictifs a priori est le meil-
leur moyen pour laisser échapper les talents d'excep-

tion.

[ On obtient les équations suivantes :
0,826— Lo 084 et 098 —

Onendéduitp = 1,24 et 6 = 0,5.

F1 Elle est de 1,24 g.

El On utilise lintervalle [ — 20 ;11 + 20].

Soit [0,24 ;2,24].

0,16.

=-0,52.

Si on appelle G la taille de la guérite et Y la taille
d’une sentinelle, on veut: P(Y <G) = 0,95.
D'ou G = 180,9.

C suit une loi binomiale %(600 ; 0,08).

C—600X0,08
/600X 0,08 X (1 —0,08)
mée par une variable de loi normale N'(0; 1).

D'ou le résultat, puisque 600 X 0,08 = 48 et

600 X 0,08 X092 = 44,16.

b. P(40 < X< 50) = 0,50.

El La somme dépensée normalement en tickets serait
de 720 euros.

Et la somme payée en amendes est une variable
Y=20C.

D'ou P(Y >720)= P(C>36)~ 0,96.

Donc Valéry a 96 % de chances d'étre perdant.

a. Lavariable

peut étre approxi-

1 X suit une loi binomiale %(2 000; 0,4).

F1X peut étre approximé par une loi normale
N(2000X0,4;2000X0,4X0,6)= N(800;480).

On cherche un réel t pour que P(X >t) = 0,1.

On trouve, grace a la calculatrice : t =~ 828,1.

Il faut donc au moins 829 consoles en stock.

05,
1 On veut P(X < 100) = 0,04, ou X suit une loi normale
N(100;62).

, s X—n 100—;1)_
DouP( 11 < 11 =0,04.

Grace a une table de la loi normale N'(0; 1) ou ala calcu-
latrice, on en déduit :
100 — 1
11

=-—1,75.
Diou 1t = 101,9.
E1 On doit cette fois avoir :
Dot 11 = 102,6.

100 — i

11 =—232.

ElOn choisit lintervalle [ — 20 ;1 + 20], soit
[20;32].

Livre du professeur - CHAPITRE 11

E1 Les trois intervalles : [20; 24[, [24 ; 28], [28; 32].

EX On fait le rapport entre la probabilité de chacun de
ces intervalles et 0,95, soit :

—pour [20;24[ : 24 %;

—pour [24 ;28 :52%;

— pour [28;32]:24 %.

> Prépa Bac

Partie A

El P(X< 1) est l'aire du domaine de plan délimité par
la courbe, I'axe des abscisses et les droites d'équation
x=0etx=1.

F1 \ est l'ordonnée du point A, puisque la valeur de la

fonction densité en 0 est Ae® = A.

El a. Soit F la fonction t —> <— - 1T)e_“, pour tout

réelt>0,onaF(t)=—e M+ (- ?x)(— t— 1T)e_“.

Dot F/(t) = Ate ™,

b.E(X)= lim [“Ate Mdt=
A 0

—+ o0

lim F(A)— F(0)

A—+oo

= |im

Il
?

1 a. L'aire du triangle AOC est 5 XA X% = 17

b. La phrase P(X < %) = 0,5 est fausse puisque l'inté-

gralede O a % de la fonction densité dépasse manifes-

tement l'aire du triangle AOC.

Partie B

Fla. P(X<1)=1—e 3 ~0777.

b. P(X>2)=e?~ 0,050.

CPI<X<2)=1-P(X<1)—-P(X>2)
~1-0,827 =073 2103 prés.

E1 Oui.

A.l’l b. 4
FAb.A=In2oul=In—F7+-—.
B.b.etc. /13 -1
C.Hc Hb.

798
—

0,85
0.01 0,15 \ nonT
0~ 005 i
L non M
0,95 L nonT

Lois de probabilité continues 9



©Hachette Livre 2012 - Déclic T S

Ela.P(MNT)=0,0085.
b.p=P(T)=P(MNT)+P(MNT)
= 0,0085 + 0,0495 = 0,058.
P(MNT
&= ol
a. Une loi binomiale B(5; p).
b.P(X=>1)=1-P(X=0)=1-(1—p) ~026.
[ a. D’apreés le théoréme de Moivre-Laplace,
Y —1200Xp

J/1200xp(1 —p)
variable de loi normale N'(0;1).
Donc la loi de Y peut étre approximée par une loi
normale N'(69,6 ; 65,6).
b. P(50 <Y <70) =~ 0,51.

= 0,1466.

peut étre approximé par une

& 2. F(d) - F(c) = P([c; d]) = k(d — ).

ou k est le coefficient de proportionnalité indiqué dans
la caractérisation de P.
b. Prenons h tel que (X, + h) €[a; b].
F(xo+h)— F(xo) = kX h,donc:
i F(xo + hg F(xo)
h—0
pour tout x, de [a; b].
Festdoncdérivable,de dérivée constantesur[a; b|égale
a k, donc, pour tout réel xde [a; b], F'(x) = f(x) = k.
b 1
Ea.fa kdt=1eklb-a)=1ek=
b. P([c;d]) est l'aire du rectangle de base [c;d] de

=k =F/(x),

1
hauteur b—a
E]a.p=1?; b.p = 0’161 =061.
PartieA
1
I]u=f0 tdt=17.

F1 a. SiXprend lavaleur t,alors Yprend la valeur (t — u)z.
b. C’est l'aire d’'un rectangle de largeur infinitésimale dt
et de hauteur 1, par suite l'espérance de Y qui généralise
la formule dans le cas discret Xy; X P(Y = y;) est:

E(Y)=/O1 (t—%)zdt.

= o5 = El(x = Pl = v(x).

Partie B
N La densité est la fonction t — %a définie sur

b
[a;b]ety = E(X) =252

(b—u)—(a—p)y
3(b—a)

(b—pf+b—p)a—p)+(@—ny
. .

Ea.Vv(X)

10 Livre du professeur - CHAPITRE 11

b. V(X) = 3
_(b-af _(b-ay
T 4%x3 T 12
Ba.P(u—a<x<u+o)=b2%a
_ 2b-a)
(b—a)v12
=§zo,577.

b. Cette valeur ne dépend donc pas de l'intervalle [a ; b]

choisi.

c. Si Z suit une loi normale N'(y ; 62),on a:
P(n—0<Z<pu+o0)=0683.

[l'y a une plus grande « dispersion des valeurs » pour la

loi uniforme que pour la loi normale.

Ea.Ona: Y

T
fi kcost dt = 2k.
T2

1
3
b= 5) = Hon(F)-snl-F) =

P~ % <x<Z) =2 (sin(F)=sin(-5)) = V2

c.Onveut sin(a) —sin(—a) = 1.D'ou sin(a) = 17

Il fautdonc k =

_ T
Donca = 3

d. Une primitive de 2tcost est: F(t) = 2tsint + 2 cost.
D'ou E(X) = F(%) - F(—%) =n—m =0, ce qui est

normal puisque la fonction a intégrer est impaire.

El 7 est positive, continue donc intégrable sur
[0; A], pour tout réel A positif et :

A t?
lim fo te~ 2 dt =

A—+ oo

AZ
Iim1—e 2 =1.
A—+oo
2

EP(X<X)=fOXteJ7dt= 1—e 7

etP((0;1]) = P(X<1)=1-e 2 ~ 039,
ElP(0;a])=P(Ja;+ =[) = P(]a;+=[) =05

a? 2
@e_Tch)a—:InZ@a:«/ZInz.

2 2
y
1 £
l y=te
of 15 3 3 %

84 ElP(X=16)=0128 et P(13<X<15)=0312.
1 a. On peut approximer X par une variable Y qui suit une
loi normale N'(40 X 0,4 ; 40 X 0,4 X 0,6), d'ou le résultat.
b.Onobtient P(Y = 16) = 0 et P(13 < Y < 15) = 0,207.
On remarque des différences notables, qui sont dues au
fait que la loi normale est une loi continue, contraire-
ment a la loi binomiale.

Lois de probabilité continues
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El1 On obtient :

P(155<Y<165)= 0,128

et P(12,5 <Y< 155) = 0,307.

Les résultats sont bien plus proches des résultats exacts.

85| 1 X suit une loi binomiale %(n; 0,05).
Ha.P(X=1)=032;

b. P(X>1) = 0,40.

El a. Zsuit une loi N'(200 X 0,05 ; 200 X 0,05 X 0,95), soit
une loi N'(10;9,5).

b.P(Z<9)=037 et P(Z>15)=0,05.

c. P(9,5<Z<105) = 0,13, qui est égal a la vraie valeur,
a la précision de 0,01.

@ [l a. P(50 <D< 100) = 0,248.

b. P(D > 300) = 0,026.

F1 Py~ 350(D>375) = P(D>25) = 0,737.
El £(D) = 4 = 82
que l'autocar peut parcourir avant qu'un incident ne
survienne.

: C'est en moyenne la distance

a. La probabilité pour un autocar de ne pas avoir subi
d'incident aprés avoir parcouru d kilometres, événe-
ment que I'on qualifie de «succés » est P(D > d) = e M,
Comme les autocars circulent de maniére indépen-
dante, mais avec les mémes données relatives aux inci-
dents, la variable aléatoire X; qui compte le nombre de
«succeés » suit la loi binomiale B(Ny ; e~ ).

b. Le nombre moyen de tels autocars est I'espérance de
la variable aléatoire X, et vaut Nye .

H a. Y suit la loi binomiale %3(210; g), donc :
76
E(Y)=210g = 210(1 — efﬁ) ~ 126,88

_76 _76
etV(Y)= 210(1 —e 8 )Xe 82 ~ 50,22.
b.Comme n=210>30, ng>5 et n(1—q)>5, les
conditions sont remplies pour effectuer I'approxima-
tion de Y par une loi normale de mémes paramétres :
N(126,88;50,22).
c. On obtient avec I'approximation : P(Y < 120) = 0,166
et par le calcul direct de la loi binomiale
P(Y<120) = 0,184.

100 110 120 130 140 150 16(

Distribution

[Normale v| Moyenne|126.88 07.0866

Probabilités
=X=|(120

lintervalle ~| P[0 )= 01658

Livre du professeur - CHAPITRE 11

50 100

Distribution

Binomiale v| nl210
Probabilités

:]ntewalle v: P( 70

1 a. La loi suivie par x est la loi uniforme sur [0;1].

|=x=120

P 0.6042

b. P(x€[01;02[)=02-01=01;

P(x €[0,56;0,57[) = 0,01.

)= 01837

F10n constate que les fréquences de chacun des
10 chiffres (des dixiémes) des nombres aléatoires tirés

sont toutes voisines de 10 %, allantde 9% a 11 %.

c1 e fe| =NB.SI(A$1:A55000;81)

a .8 s o |
6 0 51[:'. 10%
3 1 523 10%
3 2 523 10%
1 3 514 10%
1 4 495 10%
0 5 471 9%
6 [5) 484 10%
7 7 490 10%
0 8 478 10%
4 9 512 10%
0
8
0 5000
9

E1On constate que les fréquences de chacun des
nombres formés par les 2 premiéres décimales des
nombres aléatoires tirés sont toutes voisines de 1 %,
avec une fluctuation allant de 0,6 % a 1,4 %.

Le tirage aléatoire semble donc bien respecter une
répartition uniforme des nombres dans les 10 intervalles
[0;01[, ... [0,9;1] et dans les 100 intervalles [0; 0,01]
... [099;1].

fréquence des nombres dans

[k/100:k+1/100]

0,016

0,014

0,012 t 4 T
i 0,000

0,008 $—§ 3 4

0,006 + £ 3

0,004

0,002

0,000

Lois de probabilité continues 1
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a. P-(A) est la probabilité que la crevasse (dont on
connait I'existence) se trouve entre le départ et le refuge.
Du fait de la répartition uniforme, c'est donc:
P([0;d]) =d.

P-(B) est la probabilité que la crevasse se trouve entre le
refuge et 'arrivée, soit :

P([d;1])=1—d.
b. d ANCcC

—— =1, autrement dit, si la

crevasse existe bien et si le skieur ne I'a pas rencontrée
avant le refuge, il est sGr de la rencontrer apres... s'il
arrive au bout de la traversée !

Bok=— =1
f8|x—4\dx 16
0
y
0,1
ol 1 T T T T T T
Bpr(T-4[<2)=P2<T<6)
1 (%, _ =2y
—16f2|x 4‘dx—16 ><2—4.

P(‘T,4|>2)(T >6)= F’(|7-,4‘>2)(T <2) est vrai : on
voit que le rapport des aires est le méme, puisque
P(T >6)= P(T <2)etil vaut 0,5.

On cherche a € ]0; 4] tel que:
%/“iza‘x—ﬂdx: 1§><2¢1 <:)11—6><a2 = %a
©ala—4)=0©a=0 ou a=4:
n'existe donc pas.

On peut aussi raisonner géométriquement en voyant
déjaquiilfautavoir a > 2, etqu'ilfautarrivera compenser

un tel réel a

. 1 .
le « creux » dont l'aire vaut 4 etque ceci n'est obtenu
que pour g = 4.

5 Problemes

m [l a.D = A—C mesurant la différence entre les
deux heures d'arrivées choisies par Alice et le Chapelier,
I'algorithme rend compte exactement de I'énoncé et
permet de savoir si le rendez-vous a lieu ou pas.

12 Livre du professeur - CHAPITRE 11

b. 1
n=input(«nombre de simulations n =»)
s=0;
fori=1:n
a=rand();
b=rand();
if (b-a)<=0.25 & (b-a)>=-0.25 then
s=s+1
x(i)=a;
y(i)=b;
end
end
disp(s/n,«la frequense des RDV reussis est»)
clf; plot(x,y,«*r»)

Résultats :

b avec N = 500 on observe des fréquences variables :
0,458,0,402,0,414;

b avec N = 1000 c'est encore assez fluctuant ;

D avec N = 5000, on observe un resserrement de l'inter-
valle:0,438,0,437,0,442.
Fl1a.Un rendez-vous réussi correspond a un couple

de réels (x;y) tels que x€[17;18], y€[17;18] et

\ X—y \ < 17, ce quiconduitau systeme donné, puisque :
1

‘x—y‘<%®x—%<y<x+f.

b. On trace les droites d'équation :
y=x—17ety:x+17.
A x contant, y doit se trouver entre les deux points d’abs-
cisse x sur chaque droite. En définitive, les couples solu-
tions correspondent aux coordonnées des points situés
dans la bande de plan comprise entre ces deux droites,
a l'intérieur du carré [17;18]x[17;18].
c. Laire est égale 1 — % = % = 0,4375. La probabi-
lité qu'un rendez-vous soit réussi est 0,4375.

A.Premiére méthode
El L =2MH =2/ OM? — OH? = 2,/1 — X2.
F1 Voir le tableur (méthode A)

A B c D E F G H 1
moyenne
Nombre des
aleatoire  longueur de longueurs
1 entre-1etl lacorde de cordes
2 | 0,17915985| 1,96763995 1,5909 3,14159265
3 -0,57964251| 1,62974177 1,5708
4 | 0,69530721| 1,43742532)
5 -0,05633073| 1,99682433
6
7
8

0,39723449| 1,83543429|
-0,02332292 1,99945597
-0,34720406( 1,87557921

s | 054681941| 1,67450115)
10 -0,21236632 1,95438026
11 0,1457047| 1,97865625
12 0,97624223| 0,43336407
13 0,52331321 1,70428083
14 -0,42775233| 1,80779196
15| 0,28461751| 1,91728232
16| 0,83424593| 1,10277297,
17 0,04037068| 1,99836954,
18| 057872811 1,6310411)
19 0,07694335| 1,99407093
20 -0,2364548| 1,94328498
21| 0,23235141| 1,94526381]
23 -0,12724352 1,98374301
23| -0,76243034| 1,29299773)
24| -0,59240676| 1,61127804

Le graphique a un intérét si on trie par ordre croissant
les colonnes A et B, les points prenant a peu prés la
disposition de la courbe déquation y = 2v1 — x2.

Lois de probabilité continues



©Hachette Livre 2012 - Déclic T S

A B c D E E; G H

|Nombre

aleatoire
lentre -1et corde
{1 aléatoire
1-0,99943231| 0,06738126)|
| -0,99678894| 0,16014761)
|-0,99229781| 0,24775039
| -0,99133457| 0,26272241
| -0,98908557|  0,2946845|
-0,98897397| 0,2961789|
| -0,98873338| 0,29937468
| -0,98697405| 0,32175508|
10 -0,98568096| 0,33724207 2
11 -0,98327185| 0,36428813
12 |-0,98254896| 0,37200827
13 | -0,97966794| 0,40125169
14 | -0,97841254| 0,41332267|
15| -0,9779884| 0,41731855

15
16| -0,97712125| 0,42536604) H / \
17 | -0,97475709| 0,44653606 1

18 | -0,37382326| 0,45461309

15 -0,97176358| 0,47186352

20 |-0,97079673| 0,47980706

21| -0,9696095| 0,48931552 s ( \
o
S

moyenne
des cordes
1,54066866

3,14159265
1,57079633

[P R = I S O R

7:2 -0,96918497| 0,4926682
23 | -0,95897541| 0,56697851
|-0,95891188| 0,56740818|
25:70,95236799 0,60677045
26 | -0,95231663| 0,61022303 SRETRT AT SRR R GG, SHICHE) Sl I SR ae
27| -0,94885911| 0,63139969,
El Comme le demi-cercle supérieur de diamétre [AB] a
pour équation x*> + y? = 1 et y > 0,onendéduitqu’une
équation équivalenteest y = +/1 — x? . Par suite, I'aire du
demi-disquedediamétre [AB]s’ecrltau55|j:1 V1= x*dx
et comme on sait que cette aire est la moitié de celle
. .. T . 1 T
du disque, soit - ; on obtient : [1 V1—x*dx = 5 et

la valeur moyenne de la fonction x — 2v1—x? sur
[—1;1]est1ff1 2v/1 —xzdx=f1 J1—xdx =2,

2 J -1 2
On obtient alors l'espérance de L qui généralise la
formule XL, X P(L = L;):

1
j:] 2V1—x? ><17dx = valeur moyenne de la fonction

X 2v/1—x? sur[—1;1],soit%.

On constate que la moyenne de L; donnée par le tableur
en est proche.

o
=

B. Deuxiéme méthode
ER Par définition MH = sinT,donc L' = 2MH = 2sinT.

E A B c D JE F 6 H 1

moyenne
Nombre des
aleatoire  longueur de longueurs
1 entre0etPi lacorde des cordes
2 | 0,00362515 0,00725029 1,2506 3,14159265 :PI
3 | 0,00639664 0,0127932
4 | 0,00793987 0,01587958 1,2732}:4/P1
5 | 0,01274744  0,0254942

6 | 0,01687637 0,03375115
7 | 0,02209876 0,04419332
8 | 0,00286923 0,04573447
9 | 0,02313469 0,04626526
10| 0,02632509 0,05264409
11 0,03503327 0,07005221
12| 0,04136345 0,08270332
13| 0,04475476 0,08947965
14| 0,04677435  0,0935146 2
15| 0,05020375 0,10036533
16| 0,05248008 0,10491198
17| 0,05854389  0,1170209
18| 0,06039396 0,12071451
19| 0,06139106 0,12270501
20| 0,06220584 0,12433146
21 006730318 0,13450477 14
22| 0,06757388 0,13564355
23| 0,06816333 0,13622113
24| 0,07122977 0,14233911
25 007271127 0,14529444
26| 0,07329125 0,14645131
27| 007455434 0,14897058
28| 0,08142166 0,16266345 o

1a courbe a Iallure de celle d'équation y =25sin x,, sur [0; PI]

longueur corde

M longueur corde

05

3 fOHZSintdt = 2[—cost]y = 4. La valeur moyenne
de la fonction t+> 2sint sur [0;7m] est donc
1 (7, . _ 4
TC-/(; 2sintdt = pt
L'espérance de L" est donc % ~ 1,27.

Epilogue : on aura E(A) = 1.
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E Partie A

1] 0015 [t
s

' 0,985  [nonbl

02 004 (LR
B

Fl1P(D)=10,8%0,015+0,2X0,04 = 0,02.
0,8X0,15

R =00

Partie B

[l Les tirages sont identiques et indépendants. X suit

une loi binomiale %(150; 0,02).

F1 E(X)=150%0,02 =3

eto =./V(X) =+/150X0,02X0,98 ~ 1,715.

ElP(X=4)=~0,170.

Partie C

EfLa variable aléatoire suit une loi
%B(30;30%0,98) =%B(30;29,4).

On peut donc appliquer le théoreme de Moivre-Laplace
et I'approximer par une variable Z suivant une loi nor-
male N'(30; 5,422).

F1 P(Z2<205)=~0,040.

El P(24,5 <Z<355) = 0,690.

On obtient une approximation de la probabilité que
le nombre de composants défectueux se situe au sens
large entre 25 et 35.

=06.

binomiale

[l Cela revient a calculer P(X >12) = 0,023.
E1Si on détruit trois billettes : P(X >18)= 0 : trois
billettes suffisent.

94 a/f 1 1
.na. k<XmiIr(1 ,Vk )

b.La limite de la quantité trouvée au a. en +oo est

a1 - Il fautdoncque a = k XK.
k Xmin ‘
K x..
Onaalors f(x) = %
_ 1 T \_
Fla. P(X<60) = 100( 155~ 3650 ) = 0972-

_ . [v200
b.E(X)—yIlwam X x dx
= im 290 _ 200 _ 5

y—-+o 10 y
k
Hla. P(X>x)=1-P(x<x)=1-(1- 200 )
b.P(X>m) =05 m= xynv2.
ﬂa-P<X>X0):0,2<:>X0=Xmm\/1,25.

k
y k Xmin
Xk+'|

_ ko Xmn
Xxdx = =1 X

(Xo)k—1
2

= Xmin /1,25 .

b. lim
y =+ oo Xo

Lois de probabilité continues 13
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. On applique ce résultat pour les hypothéses du E1:
On a E(X) = 20 et la richesse possédée par les 20 % les

plus riches correspond a Xpin z_ - 20 , soit
VY125 /1,25

une fraction de la richesse totale de 1125 ~ 89 %.

mﬂWechsler: [85;115]; Stanford: [84;116];

Catell : [76;124].
A Wechsler: 125; Stanford:126; Catell : 139.

m 1 a. On utilise l'intervalle :
[L—20;p+20]=
D'ou 6 = 0,05.
b. P(X <0,9) = 0,023. La probabilité que tous les pains
pésent moins de 0,9 g, si on considére qu'une période de
6 mois compte 182 jours, est de 0,023'82 = 6 X 1072%,
E1P(X>1)=0,5. La probabilité que tous les pains
pésent moins de 0,9 g, si on considére qu’une période
de 6 mois compte 182 jours, est de 0,5'8 = 1,2 X 107>,
EJ On obtient cette fois 6 = 0,1.
P(X <0,9)=0,16. La probabilité que tous les pains
pésent moins de 0,9 g, si on considére qu'une période de
6 mois compte 182 jours, est de 0,16'82 = 1,4 X 107'%,
Le deuxieme calcul reste inchangé. Le boulanger peut
toujours étre fortement soupconné de tricherie !

Partie A

K1 X suit une loi binomiale %(50;0,02). P(X = 2) = 0,2.

EIP(Xx=1)=1-P(X=0)=1-098"°=064.

El E(X)=50%X0,02=1.

Partie B

la. e %% =061,

b. e”1000% = 0,90,

F1 Si on appelle D I'événement : le composant est défec-

tueux,ona:
P(T>t)=002R(T>

D'ou le résultat.

3] P(T>1000)(D) =

[09;11].

t)+ 098 P5(T>1t).

0,02 X0,61
0,02X0,61 + 0,98 X0,90

=0,01.

@ Partie A

[} La probabilité que le joueur gagne 30 € est :
2
p=P(X<25)= [*001edt~ 0221,

F1 La variable aléatoire Y qui compte le nombre de fois

ou le joueur gagne sur les 3 parties suit une loi bino-

miale %(3;0,221).

La probabilité que le joueur gagne au moins une fois est :
P(Yy>1)=1-pP(¥y=0)=1-(1-p) ~0527.

[EJ On peut envisager d'utiliser le calcul des probabilités

conditionnelles, autrement dit :

P2 = Px>25)(X < 50) = Ry 5)(X < 25 +25)
=P(X<25)=p=0221.

Ou bien, on peut se dire qu'au début de la deuxieme

partie l'urne contient 10 blanches et 965 rouges; la

probabilité de tirer une blanche est donc d'environ

14 Livre du professeur - CHAPITRE 11

10
975
obtenir une boule blanche suit la loi exponentielle :

10
P(X' <k)= /k%e‘ﬁfdt;

_ (510 10,
f 975 € 95 dt = 0,226.

et alors le nombre X’ de tirages nécessaires pour

Partie B

[} On applique le principe multiplicatif, puisque l'on
peut considérer ces 25 tirages comme indépendants (la
probabilité de tirer une boule blanche étant supposé
constante pour ces 25 tirages). A, étant I'événement:
« les (n—1) premiers tirages ont amené une rouge
(chacun de probabilité 1 — p) et le n-iéme apporte une
blanche (de probabilité p) », on obtient :

P(A)=p(1—p) .
1 La probabilité de gagner une partie est la somme :
i=25

2.P(A)

i=1

Il
N
%}

p(1=p) "=pl0=p+(1—-p)+..+(1-p)
i=1
1-(1-pf 25
p 1-(1—-p) 1-(1=p)
h_
H Aimo € h 1= 1 ; par suite, pour p proche de 0, on a
o
%z1;soite_"—1x—pete_pz1—p.
Ion a p=001, donc e ®»P=x=07788 et

(1 —p)”° =0,7778 40,0001 prés par défaut.

L'erreur commise au A, par rapport au calcul du B, est
donc de l'ordre de 0,001.

1 On tient compte du changement du contenu de
I'urne apres chaque tirage pour la probabilité de P(A,)
grace a la formule apparente dans I'’énoncé pour la case
B,. (voir le tableur)

On fait la somme des nombres de la colonne B et on
obtient le résultat annoncé :

25 24 0,00810192 977 967

26 | 25 0,00802721 976 966

27 |
probabilité

28 |de gagner: 0,22457141

290 | D,Doad_lc‘est I'erreur commise par rapport au calcul en A1°:

30

0,77880078
0,22119922

@ I F;, est la primitive d’une fonction continue, elle
7. ;e g —\x?
est donc dérivable sur R, de dérivée: e,
On a donc, pour tout réel :
Fr(VAx) = e % = F (x).
Fl Lafonction x —> e ™ est paire, donc F; estimpaire.
El F, est strictement croissante sur R.

[la.Pourt> 1?, onaAt? >t,dou —At? <—t, dou le

résultat par croissance de I'exponentielle.

b. Fy (x) — F“(%) = ﬁxe’“zdt. Or, pour t > 1?, ona
a

_ 2 —_ Ay 7 . . 7
e M < et D'ou le résultat par croissance de l'intégrale.

Lois de probabilité continues
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1 1
e Fy(x)—Fy (%) < fje’tdt =e 2 —e¥<e .
)

D'ou le résultat.
a.F,(n+1)=Fy(n)= fnnH e Mdt >0

1
et Fx(n)éF;\(%>+e’7<F;\(1)+1 par croissance

de F; et de I'exponentielle.

b.Une suite croissante majorée converge, dou le
résultat.

[3 a. En utilisant la densité de la loi normale, on obtient

L1 Y2n
2 2 -
b.On a, d'aprés le F1:
Fu(x) = Fa(0) = (R (x) = £ (0)).

Dot Fy (x) = ﬁﬁ (x). Dot L = ﬁ“'

En particulier L ;_ =+v2L.Doul; = Tn
v
Dou L) = —F#—.
AT oA

100) 1 a. X suit une loi binomiale %(410;0,92).
b. Par le théoréme de Moivre-Laplace :
X—410X0,92

V410X 0,92 X 0,08

variable suivant la loi normale N'(0;1). Donc X peut

étre approché par une variable suivant la loi normale N
(377,2;30,176).

c. P(X>400)=16X10"". Il n'y a donc quasiment

aucune chance pour qu'il y ait un passager sans place

dans l'avion.

F1 X suit une loi binomiale %(n;0,92), qui peut étre

approchée par une loi normale N(0,92n; 0,0736n).

En utilisant le seuil établi dans le cours, on veut que la
borne supérieure de lintervalle [iL — 20 ;1 + 20], soit

égale a400.D'ou: 0,92n + +/0,0736n = 400.

Dou: v0,0736n = 400 — 0,92n.

b.En élevant au carré, on obtient une équation du

second degré, que 'on résout. On arrondit par défaut et

on trouve 428 places.

Partie A
[} ¢ est la composée d'une fonction polynéme dérivable

sur R, avec I'exponentielle dérivable sur R ; elle est donc
dérivable sur R. Sa dérivée est elle-méme somme et produit
de telles fonctions, elle est donc aussi dérivable sur IR.

Pour tout réel x, ona: ¢’ (x) = — x¢(x)

et @ (x) =—o(x)+x2@(x) = (x*2 = 1)p(x).

E1¢”(x) a le signe de x> — 1, puisque @(x)>0 pour
tout réel x.

On obtient donc le tableau des variations de ¢” :

peut étre approché par une

X — 00 —1 1 + o
(p"(x) + 0 — 0 +
_1 0
, e 2
® / \ /
1
0 —e

Livre du professeur - CHAPITRE 11

Pour la limite en + oo, on écrit :
2
X

2
@ (x) Z—%XX—Xe_T

2
2
etavecX=XT.
. ’ . 2 7X
lim x)= lim — Xe™” =0.
Jim GO = lim =X

Méme résultat en — oo, puisque ¢’ est impaire.

La dérivée ¢” de ¢’ s'annule deux fois en changeant de
signe : ¢’ présente donc deux extrema relatifs en — 1 et
en 1. Le calcul des limites en + oo qui donne 0, montre
que ces extrema sont globaux :

- maximum atteinten — 1,valante™ 2.

a1
— minimum atteinten 1, valant —e™ 2.

Ha.T, :y=—e’17(x— 1)+e’17.
b. On étudie le signe de:

d(x) = o(x) = [¢’(1)(x = 1)+ o(1)].
pour tout réel x, d'(x) = ¢’(x) — ¢’(1) > 0 d’apreés El.
d est donc strictement croissante, s'annulant en 1 : elle
est négative sur |— oo ; 1], positive sur [1; + oo|.
La courbe I" estendessousde T; sur |— oo ; 1],au-dessus
de T sur [1;+ oof.
c¢. La fonction ¢ étant paire, la courbe I" est symétrique
par rapport a I'axe des ordonnées et par suite : la courbe
" estau-dessusde T sur |— oo ; — 1], et en dessous de
T,sur[—1;+ of.

Partie B
[N On remarque que:
f= u,ou u: X+> X~
- ou, . .
0v 21 ¢ o
. 1 1
On obtientdonc: /"= X—Xq¢ ou
/ 0+ 21 PR
44 1 1 ”
et = X—X u
/ 0+ 21 o2 ¢ o
c'est-a-dire, pour tout réel x :
’” _ 1 X~ 2
S0 =+ )—1]><f(x)-

1 ; s X— 1\ .,
E1 7”(x) a le signe du trindbme (T) — 1 qui s'an-
nule et change de signeenyt — g eten p + 0.
/" admet donc deux extremaen it — o et + 0.
Comme dans la partie A., on montre que la fonction
différence :
x = 3(x)=f() = [/ (w+o)(x—n=0)+7(n+0)
qui a une dérivée & =f" — (1 + o), positive sur R,
s‘annulanten . + g, est croissante sur R. Comme 0 s'an-
nule en i + 0, elle est donc négative sur |— oo ;1 + 0],
positive sur [i1+0;+oo[: la courbe €, traverse sa
tangente au point d'abscisse |t + o.
On vérifie aisément que pour tout réel g, :

flu+a)=r(n—a),

ce qui montre que la courbe € est symétrique par
rapport a la droite d’équation x = .
Par symétrie, lacourbe 6, traverse doncaussisatangente
au point d’abscisse (t — ¢. Elle a donc deux points d'in-
flexion d'abscisses respectives it — o et 1L + G.
Fla.Onlitp =8eto =3.

Lois de probabilité continues 15
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-5 5 20

Distribution

| Mormale v] MOFE””9|S 2]

Probabilités

Intenvalle | P( 5 |=x =11 |y= 06n27

11
L R Ay
L BEZES94921

On obtient la valeur annoncée =~ 0,683 a 0,001 prés.

Fl P(T<0,555) = 0,7088.

Bl P(T >042)=1-0,6628 = 0,3372.

ElP(015<T<068)=P(T<068)—P(T<0,15)
=0,7517 — 0,5596 = 0,1921.

Ha.P(T>—t)=n(t)etP(T<—t)=1—m(t).

b. P(T<—0,25)=1—0,5987 = 0,4013.

E g1 b Ha. Ha.
[la.b.etc. Hb.etd. Ha.etd. Eb.

D) Pistes pour "accompagnement
personnalisé

Revoir les outils de base

[N X suit la loi binomiale %(16 ; 17)
Br(x=1)=1-(3)"
P(x=8)= (&)1 )" ~ 01s.
ElP(4<X<12)=0979.

o 2

Distribution

|Binomiale ~| ni16 | plos |

Probabilités

[intervalle ~| P4 [=x=[12 |y= 0.9787

16 Livre du professeur - CHAPITRE 11

EE(X)=16%X05=8;V(X)=4.

mnc. Hec. Fla.etc

Les savoir-faire du chapitre

&l a. K =10.
b. P(X <6) = 561—9dt =

ca=2
. 3

d.10In2.

1
3

@ [} f est positive ou nulle sur R, de plus :
. 0 J— H p—
lim fa f(x)dx= lim 0=0

a— — oo a——o
a

et lim x)dx = lim (1—ae ?—e9)=1,

a—>+oo’/(; f< ) a—»+oo( )
donc f est une densité sur R.
Remarque : en se reportant a la démonstration du cours
page 368, on obtient en prenant A = 1, que la fonction
X — (—x—1)e ™ est une primitive de f sur [0;+ oo
d'ou 'égalité précédente.
FI»Six<0,P(X<x)=0.
bSi x>0, P(X<x)= [*f(t)dt=1-xe™—e™ en

utilisant la remarque ci-dessus.

On peut alors calculer, la valeur exacte si on a la formule
ci-dessus, ou bien une valeur approchée grace a la
calculatrice :

P(X<1)=1-2~0264;
3¢ _ 3
Pi-q(X=2)= - = 5o ~ 0552.

El Le probléme équivaut a :
P([0;al)=P([a;+x])=1—-(a+1)e?=(a+1)e®
e2a+1)=e

On obtient graphiquement ou bien ala calculatrice une
valeur approchée de a ~ 0,1678.

y=2x+2
(1,678 ;5,357)

ex/%b=05
] T I/O »ial T T T IX

mnb. Hb. Hb. [Ja.eth.etc.
I]c. Fla.etc. Ela.et b.

1 1 On peut approcher X par la loi normale N'(24 ; 16).
El a. Ysuit la loi normale N'(0;1).

b. P(X<28)=P(Y<1)= 08413

et P(X>36)=P(Y>3)=0,0013 40,0001 prés.

Lois de probabilité continues
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normalodel -18% .,

4 = BE? 2 K2
- 2413447484 3l o187 19,1

écran complété

rormalodf (T, 167k

.BE13499572 +@s 1)

e[ F. -1677

écran complété
Pour P(24 < X<32)=P(0<Y<2),
on utilise la correction de continuité en calculant
P(23,5 < X < 33,5) =~ 0,5329. On peut comparer avec la
valeur calculée par la loi binomiale (0,5258) et visualiser
grace au logiciel de calcul de probabilités de Geogebra.
Lerreur commise est de l'ordre de 0,008.

T T T
8 10 15 20 25 30 35 40

Distribution
[Mormale =] Moyenne 24 1 ofe
Probabilités
[intenvate | p(235

|=x= 325 |)= 05320

Avec correction de continuité.

4 2] 0 2 4

Distribution

g_Norma\e v_‘ MUl‘Eﬂﬂegu | c:_1
Probabilités

i\.merva\le v P{|0 7.5)(5 2 )= 0.4772

10 ) 50 a0 70

Distribution

Binomiale v/ n[72 | pl03333
Probabilités

[intenatle +| P(24 |=x=[32 [= 05258

Livre du professeur - CHAPITRE 11

ﬂ2aX%=0,99(:)a=3,96.

Fl a. Z prend ses valeurs dans |— oo ; + oo|.
b.Le cours permet d'identifier le u cherché comme
U0,0'| . Clest 2,576

1nuvMormiH,. 990 HE
2.970829363
Approfondissement
[ a. Elle est égale au rapport des deux aires : %
b. Le couple (x; y) est représenté par un point situé a

I'intérieur du disque de centre O et de rayon 1.

¥ VARIABLES
— R EST_DU_TYPE NOMBRE
— JEST_DU_TYPE NOMBRE
=D EST_DU_TYPE NOMERE
— 5 EST_DU_TYPE NOMBRE
=M EST_DU_TYPE NOMBRE
—F EST_DU_TYPE NOMBRE
— M EST_DU_TYPE NOMBRE
—a EST_DU_TYPE NOMBRE
— b EST_DU_TYFE NOMBRE
¥ DEBUT_ALGORITHME
=5 PREMD_LA_VALEUR O
— AFFICHER. "donner le nombre M de simulations : *
—LIREM
[~ AFFICHER. M
W POUR M ALLANT DE 1 AM
— DEBUT_POLR
R PREMD_LA_VALEUR -1+2*random{)
— 1PREND_LA_VALEUR -1+2%random()
— D PREND_LA_VALEUR. pow(R, 2)+pow(],2)
W 5I(D<=1) ALORS
DEBUT_SI
SPREND_LA_WALEUR 5+1
TRACER_POINT (J,R)
FIN_SI
= FIN_POUR
— F PREND_LA_VALEUR 4%5/M
— AFFICHER "le nombre de points dans le disque est @ "
— AFFICHER. 5
— AFFICHER. "la valeur approchée de PI est ©

Graphique

Resultats

la valeur

El a. X suit la loi binomiale B(n; p). Si n dépasse 30,
comme np et n(1 — p) dépassent 5, on peut approcher
la loi de X par la loi normale d'espérance np et d’écart-

type 6 =y np(1 —p).

Lois de probabilité continues 17
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b. Il s'agit de uggs = 1,96.

c.Onadonc P(—1,96 < Y<1,96)> 095,
1,960 X 1,960
’ < < =2 >
donc P(—in S, TP n ) > 0,95.

maximum de la fonction

(
| /a

), ona o< N et par suite

Avec p(1—p)< 2

x> x(1—x) sur [0;1

S———p< ﬂ) inclus dans
n n

I'événement <— ?}—9’78 < % —p< (‘)}%8 ) dontla proba-

|'événement (

bilité est alors supérieure a 0,95.
d. Avec 40 000, donc v'n = 200, on est s(ir a 95 % que:

% —0,0049 < p < % +0,0049,

o X . .

ol - - est la fréquence donnée par le programme :
0,784 775.

0,779875 < p < 0,789 675

et 3,1195 < 7 < 3,1587.
On est donc shr a 95 % de la premiére décimale de =,
mais pas de la deuxiéme.
Ce résultat illustre la lente vitesse de convergence de
cette « méthode Monte-Carlo ».

D'ou:

18 Livre du professeur - CHAPITRE 11

m El ¢ est la composée d'une fonction polynéme
dérivable sur R, et de I'exponentielle dérivable sur R ;
elle est donc dérivable sur R.
Pour tout réel x,on a:

¢ (x) == xo(x).
Ainsi @ est donc solution de I'équation différentielle :

@ +xp=0.

F1a.On peut écrire: g = % puisque ¢ est strictement
positive sur R.
g est donc dérivable sur R comme quotient de deux
fonctions dérivables sur R, le dénominateur ne s'annu-
lant pas.
b. f solutionde (E) & (¢'g + ¢g’) + xpg = 0
S—xpg+¢g +xpg =0 ¢g =0
®>0 ,
<g =0.
c.g=0&g=cceR.
Les solutions de (E) sont donc les fonctions de la
forme ¢ X ¢, avec c € R.

El 1 solutionde (E) et £(0) = /12? S f= \/12—% ®.

Lois de probabilité continues
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Echantillonnage

et estimation

Introduction

1. Programme

CHAPITRE

Intervalle de fluctuation

W Démontrer que si la variable aléatoire X,
suit la loi %B(n ; p), alors, pour tout o
dans]0,1[ona, lim P(X, 1,)=a

n +
ou I, désigne l'intervalle :

vp(1-p)
vn

p_uq ;p+ua

Jp(1-p)
-
- Connaitre l'intervalle de fluctuation
asymptotique au seuil de 95 % :

p- 1,967\m(1_m;p + 1,967\“0(1_!))

vn vn

ou p désigne la proportion dans
la population.

La démonstration ci-contre donne l'expression d’un intervalle
de fluctuation asymptotique(*) au seuil 1 — o de la variable

X
aléatoire fréquence F, = — qui, a tout échantillon de taille n,
n

associe la fréquence obtenue f.

Avec les exigences usuelles de précision, on pratique cette
approximation des quen=30,np=5etn(1 —p) = 5.

En majorant 1,96 p(1 —p) , on retrouve l'intervalle de fluctuation
présenté en classe de Seconde.

La problématique de prise de décision, déja rencontrée,

est travaillée a nouveau avec l'intervalle de fluctuation
asymptotique.

Estimation
Intervalle de confiance(¥).

Niveau de confiance.

- Estimer par intervalle une proportion
inconnue a partir d'un échantillon.

« Déterminer une taille d'échantillon
suffisante pour obtenir, avec une précision
donnée, une estimation d'une proportion
au niveau de confiance 0,95.

Les attendus de ce paragraphe sont modestes et sont
a exploiter en lien avec les autres disciplines.

M || est intéressant de démontrer que, pour une valeur de p

1 1
fixée, lintervalle F, ——;F, +—
"odn" " An
grand, la proportion p avec une probabilité au moins égale
a0,95.0n énonce alors que p est élément de l'intervalle

1 1
f ——=;f+—= avecunniveaude confiancede plusde 95 %,
N RN P °

contient, pour n assez

ou fdésigne la fréquence observée sur un échantillon de taille n.
Avec les exigences usuelles de précision, on utilise cet intervalle
désquen=30,np=>5etn(1-p)=5.

La simulation de sondages sur tableur permet de sensibiliser
aux fourchettes de sondage.

Plusieurs démonstration, ayant valeur de modele, sont repérées par le signe M. Certaines sont exigibles et correpondent a des capacités
attendues. De méme, les activités de type algorithmique sont signalées par le symbole ¢.

(*) Avec les notations précédentes :

Un intervalle de fluctation asymptotique de la variable aléaroire F, au seuil 1 — o est un intervalle déterminé a partir de p et de n et qui
contient F,, avec une probabilité d’autant plus proche de 1 — . que n est grand.

Un intervalle de confiance pour une proportion p a un niveau de confiance 1 — o est la réalisation, a partir d'un échantillon, d’un intervalle
aléatoire contenant la proportion p avec une probabilité supérieure ou égale a 1 — o, intervalle aléatoire déterminé a partir de la variable
aléatoire fréquence F, qui, a tout échantillon de taille n, associe la fréquence.

Les intervalles de confiance considérés ici sont centrés en la fréquence observée f.

Livre du professeur - CHAPITRE 12 Echantillonnage et estimation 1
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2. Intentions des auteurs

Ce chapitre se présente comme un développement
du chapitre 11, centré autour des applications de la loi
normale et du théoréeme de Moivre-Laplace. |l permet de
reprendre et clarifier les notions d'intervalle de fluctua-
tion et d'intervalle de confiance qui ont été introduites
en Seconde, et Premiere, et de les unifier a l'aide des
théoremes de Terminale.

) Partir d’un bon pied

Objectif

Les activités de cette page ont été congues pour réactiver
les connaissances concernant la loi binomiale (A), le calcul
intégral lié aux aires (B). La partie C permet de préparer
le terrain pour I'approche graphique de la loi de Moivre-
Laplace proposée dans I'activité 3.

Ha. Ha.

B) Bhormalcdf(a.5.1.

» 2
1974125487
normalcdf ol ™09

21220
9992295

A Hc Hec.

Le deuxiéme résultat doit étre arrondi a 0,5, qui est la

valeur exacte.

H [inyHormid,. 3. 585,
181>

&34, 4367832

£) FIE))=8 et V(X)=20x0,4x0,6=4,8.
Ha. pinomrdrcza, 8, 4,] b Binomizl

.0
28
1.899511628 -5 -B1596116

BPX=1)=1-PX=0)=1-0,6%.

D) Ha.k=5 b. k,=12.

E1 On observe une fréquence de 0,21. Lintervalle de fluc-

tuation de la loi binomiale est d’apreés le El de i E
2020 '

soit [0,25 ; 0,6]. La fréquence étant en dehors de cet

intervalle, on peut penser que le dé est truqué.

D) Découvrir

Echantillonnage, décision
et estimation

Objectif : On propose une activité permettant de réactiver
la notion de fluctuation d'échantillonnage et d'intervalle de
fluctuation, et de prépatrer celle d'intervalle de confiance.

Kl On s'apercoit qu’avec 50 tirages, méme s'il y a fluctua-
tion, on peut la plupart du temps deviner de quelle
proportion il s'agit (on verra que les deux intervalles de
fluctuations a 95 % sont disjoints).

Mais ce chapitre se veut surtout une illustration de la
puissance de modélisation de la loi normale et de la
variété des situations ou la prise de décision nécessite
de s'y référer.

E1 1l s'agit cette fois d’amener a la notion d'intervalle de
confiance, avec la contrainte suivante : plus l'intervalle
est petit, plus on a de chances d’avoir des tirages qui
n'appartiennent pas a cet intervalle.

4Gl | oi binomiale et intervalle

de fluctuation

Objectif : Il s‘agit ici de présenter la formule permettant de
définirlintervalledefluctuationa95%etd'entesterlavalidité
par des simulations a l'aide du tableur.

b0 B BHeta.
Jp(1-p)

Jp(1-p)
J50 '

ca=p-196 NG

et b=p+1,96

Sondages et fourchettes

Objectif : Il s'agit ici de sensibiliser les éleves a la notion de
précision d’'un sondage, des sondages d'un méme échantillon
pouvant amener d des intervalles de confiance sensiblement
différents.

3] Sondage 50 personnes

0,8
0.7

06

05

0,4 i

03

02

01

o

L Ta T T T Ty = I T T = T T o T =, T T S BT = O
L T I B B B T - T P F= = v SO N )

On s'apercoit que les intervalles de confiance varient beau-
coup. Il n'est pas possible de garantir que la valeur de p est
inférieure a 0,5, qui appartient a la plupart des intervalles.
(4] Sondage 1000 personnes

07

0.6

. WA i

04

0.3

02

01

]
1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65 69 73 77 81 85 89 93 97

On peut cette fois dire que la majorité des électeurs
comptent voter oui.

2 Livre du professeur - CHAPITRE 12 Echantillonnage et estimation
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Exercices d’application

BICSINEY Vobiliser les acquis
antérieurs sur I'échantillonnage

La fréquence observée est de f = % =0,51.

Par la méthode de Seconde:
1 1

I=0,45-—;0,45+—= =1[0,405;0,495].
V500 ~500
Par la méthode vue en Premiere :
_ 203 247

; =[0,406;0,494].
500 500

Dans les deux cas, I'hypothése est rejetée.

SRLVCUSENEY ytiliser un intervalle

de fluctuation asymptotique pour une
prise de décision

H Pour que les hypotheses de validité soient vérifiées,
il faut:n=30;np=5;n(1—-p)=5.

Orp=0,7.D'oun = 30.

Lintervalle de fluctuation est égal a:

I= 0,7—1,96><7“0’7X0’3;0,7+1,96><7“0’7X0’3 .
Jn Jn
Parhypothése,onadonc: 0,7 — 1,96 x 70’?;0’3 <0,6.
ez n
D'ou 1,96><M =0,1.
Vn

Dot vn <1,96 Xivo,zjo,;

: 2
boun= 196x 0703 " gy 5

On a donc interrogé au maximum 81 clients.

SRLVCUSEREY Utiliser un intervalle
de confiance

On détermine les intervalles de confiance pour
chacun des candidats a partir du sondage :

— Pierre :[0,138;0,202] ;

-Paul:[0,113;0,177]1;

—Jacques:[0,163;0,227].

Les résultats sont donc compatibles avec les résultats du
sondage.

D) [ravaux pratigues

II Surréservation

D Se faire une idée du résultat

Pour n =380, la compagnie perd de I'argent dans toutes
les simulations, le nombre de passagers embarqués étant
systématiquement inférieur a 375.

Voici deux simulations réalisées pourn=393 et n=397.

385
380
375 A
370 A
365
360
355
350 T T 1

— CEPACITE MaEx

# passagers embarqués

385

'y
280 N‘.o" 'y ‘."0"‘ 'y
375 r"—“—g

“‘% 0“ — CAPACITE Max

370W
.
Pk AN S
365 19—

& .

# passagers embarqués

360

0 50 100 150
On peut conjecturer que la valeur optimale se situe

entre ces deux valeurs.

D Valider la conjecture formulée
K1 X, suit une loi %(n; 0,4) .

1- Jp(1—
Hp- 1,96#;p +1,96% ,avecp=0,94.
n n

Ela. Il n'y a pas surréservation si le nombre de passagers
se présentant effectivement est inférieur ou égal a la
capacité maximale de I'avion.

b 380

X,
b. On cherche le plus grand entier tel que — <= —
n n

On veut donc que la borne supérieure de l'intervalle de

. . e . 380
fluctuation au seuil de 95% soit inférieure a PR

Vp(1-p) <380 196 p(1-p) _ 380
Jn n Jn n
1962 p(1— 2

o ,962 p(1-p) < 380 rp- 760p'

n n2

& p?n?—(760p + 1,962p(1 — p))n + 380 = 0.

Soit, aprés étude de l'inéquation : n < 395. On trouve

n=394.

Dot p +1,96

5 | Influence de psurlalongueurde l'intervalle
de fluctuation

Jpli= Jpli=
Ha. p-1,06YP0=P). 11 96¥P0=P)
Jn Jn
Jpli=
b. A(p) = 3,02 3P0 =P).
1000
Ha. Alp)
T V\
0,021
0 0,1 p

b. On s'apercoit que plus on s'éloigne de p=0,5, plus
I'amplitude de l'intervalle diminue.

Livre du professeur - CHAPITRE 12 Echantillonnage et estimation 3
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EIOn veut que 3,92

Dot n=392%p(1 —p).

Pourp=0,1:n=13830.

Pourp=0,4:n=36879.

Pourp=0,9:n=13830.

Plus la probabilité se rapproche de 0,5, plus la taille de
I'échantillon doit étre grande pour avoir une amplitude
de 0,01.On remarque également que ces tailles d'échan-
tillon sont trés grandes, de l'ordre de 10 a 30 fois les
ordres de grandeur des sondages électoraux.

E Taille de I'échantillon et intervalle

de fluctuation M

Ea. Immédiat en utilisant que F, = —.
n

Hb.

Entrer un réel p compris entre 0,34 et 0,43
n:=150;a:=0;b:=1;

TantQue b — a = 0,95 Faire

b:=binom 4 (n,p,np + racine(n)) ;

a:=binom g (n, p,np — racine(n));

n=n+1

FinTantQue

No:=n+2;

Afficher N, ;

Fin

Eb. On s'apercoit que la valeur de n varie beaucoup,
méme pour des probabilités assez proches.

D) Faire le point

H Vrai. B Vrai.

El a. Faux. b. Vrai. ¢. Vrai.

A Faux.

H a. Oui. b. Oui. E a. Non.

E a. Oui. b. Oui. [ a. Oui. b. Non.

D) Exercices d’application

D Décider a I'aide d'un intervalle
de fluctuation asymptotique

Hb. Hec. Ha.
Hb. Hb. Ha.
Ha. Ha. Hb.

[l a.[0,33;0,47]. b.[0,31;0,49].
F1 La fréquence observée est 0,37.

a. Oui. b. Oui.
[la.p=05 b.[044;0,56].

c. ny=169 ou 168, suivant l'arrondi effectué au [X.
Fla.p=0,25. b. [0,20; 0,30]. c.ng=120.

Jpli= .
18 7 p—1,96x%;p+1,96x%.

Fla.f(p) = —p2 + p.Le maximum est donc atteint pour
p=0,5.1lvaut:f(0,5)=0,25.

b.1,96/p(1-p) =1,96f(p) < 1,96 x/0,25.

D'ou le résultat puisque /0,25 = 0,5 et 1,96 < 2.

c. Lintervalle vu en Terminale est toujours inclus dans
I'intervalle vu en Seconde.

[T Lintervalle de fluctuation est donc de
[0,1475 ; 0,3125]. La fréquence observée n'est donc pas
en dehors de l'intervalle. Aucune investigation ne sera

amenée.
. I I’
F1 1l faudrait que 0,29 > 0,23 + 1,96—“0231‘077.
n

1,960,233 x 0,77

Dot : <0,06.
N
2
Dot n> 1262 %x0,23X0,77 ' 144
0,062

[} Pour 0,6:[0,504 ; 0,696] ; pour 0,5 : [0,402 ; 0,598].

F1 a. On a observé une fréquence de 0,45. On peut donc

penser qu'il s'agit d'un sac de fausses pierres.

b. Cette fois, la fréquence observée appartient aux deux

intervalles de confiance, on ne peut pas conclure.

El Il faut que:

0,5(1-0,5) 0,6(1-0,6)

Jn Jno

On peut résoudre 'inéquation ou utiliser la calculatrice.

On trouve n = 378.

0,5+1,96 x <0,6-1,96 X

[7 [0,0064 ; 0,0536].

Fla.Onan =200, np =6, n(1-p) =194.

Donc les conditions sont bien réunies.

El La fréquence observée est de 0,07. Elle est en dehors
de l'intervalle de fluctuation. On peut donc penser qu'il
y a eu recrudescence des excés de vitesse, et donc ne
pas enlever le panneau.

[1a.[0,015;0,045].

b. Dans l'intervalle de fluctuation défini au a.

10,0025 0,0215].
F1n=500;np=6;n(1-p)=494.

Les conditions sont donc réunies.

El La fréquence observée est de 0,02. A priori, on reste
dans lintervalle de fluctuation et il n'y a pas lieu de
régler la machine.

fb.
A73 ~ (0 fe| 720
A B C D

1 n infintervalle | supintervalle décision
70 690( 0,003875426 0,020124574 NON reglage
71 700( 0,003933667 0,020066333 NON réglage
72 710( 0,003990674 0,020009326 NON réglage
73 720| 0,004046488 0,019953512 Réglage
74 730( 0,004101152 0,019898848 Réglage
75 740( 0,004154704 0,019845296 Réglage
76 750( 0,004207182 0,019792818 Réglage

Il faut que n = 720.

4 Livre du professeur - CHAPITRE 12 Echantillonnage et estimation
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) Estimer a I'aide d'un intervalle
de confiance

[ Vrai.

ﬁ [ a. Intervalle de confiance : [0,445 3 ; 0,534 7].
b. Non, il est fort possible que plus de 50 % d‘électeurs
aient choisi Louis Victorien.
F1 1l faudrait que :
0,49 + —— < 0,50 v > —— e n > 10000,
vn 0,01
[ Il s'agit de déterminer deux intervalles de fluctu-
ation:
- pour 5 000 candidats : [0,846 3 ; 0,865 7] ;
- pour 2 000 candidats : [0,840 6 ; 0,871 4] .
Aucun des taux obtenus n'est donc compatible avec
I'hypothése d’'un taux commun de 85,6 %.
F2 Pour la ville A:[0,7859; 0,814 1] centré en 0,8.
Pour la ville B:[0,877 6 ;0,922 4] centré en 0,9.
Les deux intervalles sont disjoints, il est donc trés impro-
bable que la valeur de p soit la méme pour les deux villes.

Fl1Faux. ElFaux. ElVrai. HVrai.

Ei if a.[0,55;0,75]. b.[0,46; 0,66].
c. Les deuxintervalles de confiance ne sont pas disjoints,
on ne peut donc pas écarter I'hypothése d’'une absence
d'effet propre.
E1 Il faudrait que :
1 1 2

0,56 + N < 0,65 = Jn > 009
[ a.[0,829 30,970 7].
b.[0,65;0,75].
EJ On peut donc considérer que les taux de germination
sont différents.

& n =494,

Avec nitrate : [0,3793; 0,520 71.

Sans nitrate : [0,239 3; 0380 7].

Les deux intervalles ont une intersection non vide.
On ne peut donc pas donner de réponse affirmative.

> Prépa Bac
5
Ha. 700 D |

Livre du professeur - CHAPITRE 12

b.P(F, D)=—-X-—=—""1,
27100 200
5
cP(F, D)=——.
B D) =1000
Donc P(F; D):—35 2 __3 __5_
1000 1000 200 1000
P(F;, D) 3
d.P (D)=—2—=—.
P(F;) 100

Fla.P(X<1)=P(X=0)+P(X=1),0u X est le nombre de
paires de chaussettes présentant un défaut.
P(X=<1)=0,9833.

b. On détermine un intervalle de fluctuation asympto-
tique au seuil de 95 %:[0,017; 0,035].

La fréquence observée étant de 0,05, elle est donc dans
I'intervalle de fluctuation, il n'y a donc pas d’anomalie.

[} Toutes les probabilités sont entre 0 et 1, et leur

. . 44+54+46+7+8+9
somme est égale a: 39 =

1.
21 30 13 16
Fla.p(A)==—; p(B)==—; p(C) = —. .—.

p()_?,gp()ggp()39 ¥

c¢.p(A B)= g = p(A)x p(B);

7
p(A Q= 39" p(A) x p(C).

Donc A et B ne sont pas indépendants, mais A et C le sont.
El Le nombre X de parties gagnées suit une loi binomiale

973(60 ; %) .Donclegainestégala X—(60—X),d'espérance:
2E(X)-60 =2x60><§—;—60 = 4,65.

1 a. On a obtenu 33 fois un résultat pair, soit un gain
de 6 euros.

b. On détermine un intervalle de fluctuation asympto-
tique au seuil de 95 % :[0,412 3 ; 0,664 6]. La fréquence

observée étant de % = 0,55, elle est compatible avec

les résultats obtenus.

[} X suit une loi binomiale %3(5 000 ; 0,008), car il
s'agit du nombre de succés dans une série d’expériences
de Bernouilli identiques et indépendantes.
FIP(X=1)=1-P(X=0)=1.

[E1 a. [0,0055;0,0105]. La fréquence observée est de 0,012.
On est en dehors de l'intervalle de fluctuation, le lot est
donc d’'une qualité plus mauvaise que ce qui est prévu.

[l a. P(X = 9,95)=0,95.
10,055 4 ;0,069 6].

I Onaposé T=5

b. 0,05.

_ 2
etP=G. o < Q
1 s
6 ' 3
ER P
1
s~ s 4
6 i
+ @
5
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2 On applique la formule des probabilités totales :
1.2 + 5 < 1 7

PG =—x=+=x—=—.
6 5 6 5 30
E1 Il s'agit d’une probabilité conditionnelle :
(S) = P(G S)_2
ST A

1 a. Onvérifie queles conditions d’application de l'inter-
valle de fluctuation sont réunies, puis on détermine cet
intervalle : 1=[0,212; 0,255]. 330

La fréquence observée étantde f = 1500 =0,22,0nse

trouve a l'intérieur de l'intervalle de confiance.
b. Ilaurait fallu que la borne inférieure dépasse 0,22, soit :

Jp(i= 1,96/p(1—
p-1,06YPU=P) 655 yp > 126¥PO=P)
Jn p-0,22
2
on> MOVPUZP) S5
p—0,22

Il faut donc au moins 3 867 parties.

[l et EX d.On note P I'événement : la partie est
perdue. Voici I'arbre entiérement complété :

0,9
D

l 0,1 g

2 1
5 - 0,6
0,4 Q
% 0,42 G|
0,58 Q

F1D N G : la partie de niveau débutant a été gagnée.
P(DNG)=0,5x0,9=0,45.
a.[0,67;0,77]. b.PENG)=0,72-0,45-0,2=0,07.

0,07

€. P (G)=—"——=0,42.
 (Q) 176
0,05

e.P; (D) =—/——==0,179.
(D) 05

’

X P(M) = 0,25 et Pyy(H) = 0,8.
B

0s [N
' PR on ]
eI on ]

ElP(MNH)=0,25%0,8=0,2.
P(H)=0,25%0,8+0,75x%0,1=0,275.

E P, (H)=0,8 et P(H) = 0,275. Donc les deux événements
ne sont pas indépendants.

[3 On détermine un intervalle de fluctuation asympto-
tique au seuil de 95 % : [0,249 7 ; 0,300 3]. La fréquence
observée étant de 0,17, on peut considérer que la chorale
du lycée n'est pas représentative.

O Problemes

EX X suit une loi %(50 ; %)

Fla.0On a E(X) = ? et V(X) = % D'aprés Moivre-

50
3

Laplace, la loi de la variable peut étre approchée

9
par une loi normale centrée réduite. Donc la loi de X

peut étre approchée par une loi normale de moyenne
50 10

— et d'écart-type —.

3 yp 3

b. On pratique une correction de continuité, car 18 est
un entier.

c. P(Y >17,5) = 0,40.

d. P(14,5< X <17,5)=0,34.

I]Onaalors np=6;n(1-p)=24.

Elp, = 0,2—1,96—"0’2\/50’8 =0,2- 0'\?4;
n n
0,784
=0,2 + =",
pS \/H
0,784 p,—0,2 1
Elp. =0,2+= o2 =—
Ps Jn 0,784 n
0,784 °
oSn=s —————
ps —0,2
[a.f'(x) =0,7842 x%< 0.
(x=0,2
b.n=60.

3 a.[0,098 8;0,301 2].

b. La fréquence observée est de 0,35, donc en dehors de
I'intervalle de confiance. On peut au contraire penser a
un renforcement de l'offre.

m Partie A

[ X suit une loi binomiale %(50; 0,02).
FIrP(X=0=0,36;P(X=1=0,37.
BPrPX=2=1-(PX=0+P(X=1)=0,27.

Partie B
[ 0,95.
10,952 = 0,90.

Partie C
1 (0,908 4;0,971 6].

1 (0,304 ; 0,496].
F1n=100;np=40;n(1-p)=60.

On est bien dans les conditions d'application.

El La fréquence observée se situe dans l'intervalle de
confiance, il n'y a donc pas a priori de probleme spéci-
fique.

[1a.[0,3785;0,421 5].

E3 b. On peut cette fois considérer qu'il y a un probléme
spécifique de surpoids, la valeur observée étant en dehors
de l'intervalle de fluctuation.
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E Partie A
ALGO

Ecrire « donner un entier naturel n supérieur ou égal
a2);
Lire(n) ;
n:=0;x,:=1;
Pour k: =1 to n Faire
hasard : = aleaentrebornes(1,n) + 1;
Si hasard = 1 Alors
X;:=0;n,:=n,-1;
FinSi ;
FinPour ;
Afficher(x;, n,) ;
Fin

Partie B

[ Lévénement (X;= 1) correspond au fait qu'on n'a jamais
tiré 'urne numéro i. Or la probabilité de tirer l'urne
numéro i est de —. D'ou le résultat, les tirages étant indé-
pendants. n

1 \100
EFla.Ona:P(X,=1) = (1 - —) = 0,366.

100
D’ou l'intervalle de fluctuation : [0,271 6 ; 0,460 4].

E1 0,2 n‘appartient pas a l'intervalle, il y a donc incom-
patibilité.

1 'Moins de 15 ans 37,3
15-19 ans 12,1
20 - 24 ans 12,7
25 -39 ans 37,9
Total 100

E1 Onaindiquéachaquefoislintervalle de confianceetla
fréquence observée. Léchantillon est bien représentatif.

Moins de 15 ans [0,342;0,404] 0,383
15-19 ans [0,100;0,142] 0,123
20 - 24 ans [0,106 ; 0,148] 0,128
25 -39 ans [0,348;0,410] 0,366

m [l a. [0,495; 0,586].

b. Fréquence observée : 0,56 .
c.[0,163;0,2371.

d. Fréquence observée : 0,235.

e. L'échantillon est donc bien représentatif.
F110,248;0,342].

D) Pistes pour ’accompagnement

personnalisé

Revoir les outils de base

Ha. 04796 ;

b.0,2186;

c.0,4207.

F1 Lespérance est de 2 et I'écart-type de 1.

EE I P(X=8)=0,17971.
FIP(10 < X <15)=0,2443.

Ha.k =7.
bo k2 = 1 1.
c. P(X [k ; ky]) = 0,95. Lintervalle [k, ; k,] est un inter-

valle de fluctuation au seuil de 95 %.
[J Il s'agit de I'aire du domaine sous la courbe compris

entre x=u, etx=—u,.
’ A — —
E1 D'apres le cours ug o5 = 1,96 et g o5 = 2,28.

Les savoir-faire du chapitre

(1-p) p(1-p)

B, = p-1,96YP1P ., q96YPUI-P
Xn

P — I, convergevers1-ao.
n

Fin=30;np=5;n(1-p)=>5.

(3] n 10 100
p 0,04 03
Intervalle [-0,08;0,16] [-0,185;0,615]
Validité Non Non
n 100 100
p 0,04 03
Intervalle | [0,0016;0,0784] | [-0,2102;0,3898]
Validité Non Oui

m 7 0,0053.

F1a.[0,013;0,0027].

b.n=15000;np =30;n(1-p) =14970;les conditions
sont donc réunies.

c. Non, car la fréquence observée est en dehors de l'inter-
valle de fluctuation asymptotique.

En lien avec les sciences

@ [N Il faut que I'échantillon de poissons corresponde
a un tirage avec remise. Si on péche tous les poissons au
méme endroit, on peut tomber par exemple sur un banc
de brochets, ce qui fausserait le résultat.
F1a.[0,39;0,57].
b. Non, car 0,5 appartient a l'intervalle de confiance.

. 1 <
c. Il aurait fallu que 2 x N 0,01.

n
D'ou n = 400.

Vers le supérieur

EI FN[0,4811;0,5789].

1 Non.
f(1—f)
Elll aurait fallu: f —1,96 ~———+ > 0,5.
N
2
1,96
D'ou: n> ——————  =1063,3.
0,03./f(1-1)

Il faut donc interroger au moins 1 064 électeurs.
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E EFX:[0,0113;0,02871;

Y:[0,3696;0,4304];

Z:[0,5494;0,6106].

E1X:0,0174;Y:0,0608;Z:0,062.

/0,02 x0,98
Vn

Soitn = (1960+/0,02 x 0,98)2 =75 295,4.
Il faut interroger au moins 75 296 personnes, ce qui est
difficilement faisable en pratique!

El Il fautque 2 x 1,96 < 0,002.

E [la.P(A B)=0,02%x0,01=0,000 2,carles deux
événements sont indépendants.
b.P(A B)=1-P(A B)
=1-(P(A)+P(B)-P(A B)
=0,9702.
c.P(A B)=0,0298.

F1a.%(100;0,3).
b.P(X =3)=0,227.

EIP(189 <7 <252)=0,960.
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Divisibilité et
congruences

) [ntroduction

1. Programme

Les problemes étudiés peuvent notamment étre issus de la cryptographie ou relever directement de questions mathé-

matiques, par exemple, a propos de nombres premiers.

Exemples de problémes

Contenus

chiffrement de Hill).

Questionnement sur les nombres premiers : infinitude, répartition,
tests de primalité, nombres premiers particuliers (Fermat, Mersenne,
Carmichaél).

Sensibilisation au systéeme cryptographique RSA.

Problemes de codage (codes barres, code ISBN, clé du RIB, code INSEE).

Problemes de chiffrement (chiffrement affine, chiffrement de Vigenére,

« Divisibilité dans Z.
« Division euclidienne.

- Congruences dans Z.

« PGCD de deux entiers.
« Entiers premiers entre eux.
« Théoreme de Bézout.

« Théoreme de Gauss.

« Nombres premiers.

« Existence et unicité de la décomposition en produit de facteurs
premiers.

2. Intentions des auteurs

L'enseignement de Spécialité prend appui sur la résolu-
tion de problémes. Cette approche permet une intro-
duction motivée des notions mentionnées dans le
programme.

Cette phrase du programme a motivé un changement
de maquette par rapport aux chapitres précédents :

- la page « Partir d'un bon pied » est remplacée par une
page comportant quelques aspects historiques liés aux
notions qui seront traitées ;

« les deux pages « Découvrir » sont remplacées par trois
pages « Du probléme vers les notions » qui abordent
des problémes proposés par le programme, avec une
reprise éventuelle en Travaux Pratiques ou Exercices
aprés |'étude du cours, et une page « Activités de décou-
vertes » plus proche des pages « Découvrir ».

La répartition des notions étudiées entre les deux
chapitres d’arithmétique a été pensée pour pouvoir
approcher les probléemes de codage dans l'un et de
chiffrement dans l'autre. Le questionnement sur les
nombres premiers est présent dans les deux chapitres.

Du point de vue mathématique:

Le chapitre 13 introduit la divisibilité, les nombres
premiers, la division euclidienne et la notion de
congruences.

Les exercices d’application sont majoritairement simples
pour une bonne assimilation des notions nouvelles.

Les problemes sont de difficultés hétérogenes, avec
quelques énoncés assez difficiles pour que chacun y
trouve son compte.
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> Du probleme vers les notions

Les codes-barres
et les codes ISBN

Objectif : Décrire les notions de clés pour les codes-barres
et ISBN ; on reprend contact a cette occasion avec la divi-
sion euclidienne vue au college.

Partie A

Eb. Pourlecode@):A=15;B=18;5S=69;R=9;
c=1.

Pour le code (b): A=15; B=15; S=60; R=0;
c=0.

Pour le code de lapage439: A=30;B8B=18;S5S=284;
R=4;C=6.

Ha.R =R< S —109 =5—10q

& a—ay =10(q —q).
0sas9et—9<—ay:+1<0,

donc—9<a—ay+ 9.

Le seul multiple de 10 compris entre — 9 et 9 étant 0, il

Q F Ayt

estimpossible d’avoir {R' B etl'erreur est détectée.

b. S =S+ 3a— 3ay

R=R& S —109g =S—10q

& 3(a—ay+1) =10(q' — q).

=27 <3(a—axy+1)<27;

donc 3(a = ay+1) €{—20;—10;0;10;20} ; le seul
multiple de 3 de cette liste étant 0, il est impossible

L |aFE ay , i ,
d’avoir R et l'erreur est détectée.

R =
Ha. S =S+ 2ay_; — 2ay.
b.R"=R& S —109 =5—10g
& 2(ay-1— ay)=10(q' — q)
& (ax-1—ay)=5(q —q).

C =9 ay-1—ay<s9,

donc ay_1—ay €{—5;0;5}; l'erreur ne sera donc
pas détectée si gy, — Ay =£5.

Partie B

EFB2X10+0X9+1X8+1X7+3X6+5X5+5
X4+7X3+0X2=119;

119 =11X10+9; 11 —9 = 2. Le numéro aurait donc

été:2011355702.

Ha.2X10+0X9+1X8+1X7+3X6+5X5
+4X4+3X3+2X2=107;

107 =11X9+8; 11 —8 = 3. Le dernier chiffre est

donc 3.

b. On calcule cette fois la clé comme pour un code-

barres: A=26;B=19;5S=83;R=3;C=7.

Le nouveau code ISBN est donc: 9782011354327.

Ruban de Pascal et critéres
de divisibilité

Objectif

Etudier les critéres de divisibilité d'une facon générale et

historique ; on renvoie la derniere question apres l'étude du
cours sur les congruences.

Kl a. 10* a méme reste que 60, soit 4; 10° a méme reste
que 40, soit 5; 10° a méme reste que 50, soit 1.

b. Avec 10°, on a retrouvé le premier reste 1, donc pour
107 on va retrouver le second reste 3 et ainsi de suite.
Ha.lerubande3est:1;1;1;1...;le nombre N’ est
donc égal a la somme des chiffres de N.

Lerubande 11est:1;10;1;10;1;10...
b.1+4+5+1+0+1=12 est un multiple de 3,
donc 101 541 aussi.
1+4X10+5+1X10+0+1X10 =266 est un
multiple de 11, donc 101 541 aussi.

E Le tableur donne le rubande 13:1;10;9;12;3;
4;1...,puis N' = 507 qui est un multiple de 13, donc
I'entier proposé aussi.

ON=ay+a Xr+..+a,xr,(d);

clest-a-dire N= N’ (d).

&) Activités de découverte

Diviseurs et nombres
parfaits

Objectif

Revoir la notion de diviseurs en abordant les nhombres
parfaits et disposer d’'un programme, qui pourra étre réuti-
lisé dans les deux chapitres.

EIE1 Ce programme donne les diviseurs positifs d'un
entier naturel.
E11;2;4;8;16;31;62;124;248;496 et leurs opposés.
B6=1+2+3;28=1+2+4+7+14;

496 =1+2+4+8+16+31+62+ 124 + 248.

B Pour6, p = 2.Pour28, p = 3.Pour496, p = 5.

Notion de plus petit élément

Objectif

Introduire la notion de plus petit élément qui nest pas
explicitement inscrite dans le programme, mais qui est
indispensable pour l'existence de la division euclidienne.
E a. De par la définition, un plus petit élément est aussi
un minorant.

b. Lintervalle |0 ; + o[ est minoré par 0, mais nadmet
pas de plus petit élément.

Ela.Oui : 0. b.Oui : 1. ¢.Non, a cause des multiples
négatifs. d. Oui: 1. e. Non, car A est vide.

Exercices d’application

RLUSEUEY ytiliser les propriétés
de la divisibilité

El k divise (5n +21)—5(n+4), donc k divise 1,
donck =+1.
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F1(5n + 21) et (n + 4) nayant pas de diviseur commun
autre que — 1 et 1, la fraction est irréductible.

Bl 51 20> - b2 = (20— b)(2a + b).
F127=1X27=3X9 et 2a—b<2a+b ; dou les
deux systemes possibles.

a=7 b=
b=13 eta=0b=3.
Commedansl'équationinitiale,aetbn’'interviennentque
par leurs carrés, S ={(—7;—13);(—=7;13);(7;—-13);

(7;13);(=3;-3);(=3;3);(3;-3);(3;3)}.

El Lessolutionsdessystémessont: {

I Si on note n le plus petit des trois entiers, leur
somme vaut n+(n+1)+(n+2)=3(n+1) qui est
un multiple de 3, car (n + 1) est un entier.

F2 'un des deux est pair, donc le produit aussi.

ﬂ [N Supposons qu'il existe deux entiers a et b tels
que 26a — 54b = 2013, alors on aurait :
2(13a—27b)=2013. Or, 2(13a—27b) est pair et
2 013 est impair, c'est impossible.

Conclusion : il n'existe pas d'entiers relatifs a et b tels que
26a — 54b = 2013.

F1 Soit n un entier naturel qui soit simultanément un
diviseur de 100 000 et un multiple de 24.

Alors il existerait deux entiers naturels k et k" tels que :
100 000 = kn et n = 24k’.

On aurait donc 100 000 = 24kk’ < 12500 = 3kk’. Or,
3kk" est un multiple de 3 et 12 500 n'est pas un multiple
de 3. C'est donc impossible.

Conclusion : il n'existe pas d'entier naturel n a la fois
multiple de 24 et diviseur de 100 000.

E [N Les diviseurs propres de 284 sont:1;2;4;71;
142 et leur somme est égale a 220.

F1 Les diviseurs propres de 220sont:1;2;4;5;10;11;
20;22;44;55;110 et leur somme est 284.

On constate que la somme des diviseurs propres de
chacun d’eux est égale a l'autre.

RLACUSENED obtenir et utiliser une
décomposition en produit de facteurs
premiers

ﬂ 117 =32X13;665 =5X7X19;
16184 = 23X 7X17%2;4554 = 2X32X11X23;
19343 = 23 X 292,

Pour117:1;3;9;13;39;117.
Pour665:1;5;7;19;35;95;133;665.
Pour16184:1;2;4;7;8;14;17;28;34;56;68;119;
136 ;238 ;289 ;476 ;578;952;1156;2023;2312;
4046;8092; 16 184.
Pour4554:1;2;3;6;9;11;18;22;23;33,46,;66;69;
99;138;198; 207 ;253;414;506;759;1518;2277;
4554,

Pour19343:1;23;29;667;841;19 343,

ﬂ La calculatrice affiche : « 83 est premier » ; « 7 divise
91 »; « 17 divise 731 » ; « 983 est premier » ; « 89 divise
8633 »;«73divise 10 001 »; « 19 973 est premier ».

SRLVLLSEUEY Utiliser les résultats
sur la division euclidienne

ﬂ n=13g+9etp=13q +8,
doncn+p=13(qg+q +1)+4;lereste de la division
euclidienne de n + p par 13 est 4.

El Si n est pair: n = 2p, donc n? = 4p?.

) Si p est pair, p? aussi, donc 8 divise n? et le reste vaut 0.
»Si p est impair, p?> aussi, donc p? = 2k+ 1, donc
n®> = 8k + 4 et le reste vaut 4.

Sinestimpair:n = 2p+ 1,donc n? = 4(p2+p)+ 1.

) Si p est pair, p?>+ p aussi, donc p?+ p = 2k, donc
n? = 8k + 1 etlereste vaut 1.

) Si p est impair, p? aussi, donc p? + p est pair, donc
p?+ p = 2k, donc n? = 8k + 1 et le reste vaut 1.

F1 Voir ci-dessus.

La division euclidienne de n par 4 et 5 nous assure
I'existence d'un entier g tel que :

n=4g+3 et n=5(q—1)+4. On obtient donc
4g+3=5(qg—1)+4;dougqg = 4.

Finalement,ona n = 19.

1512 =17b+ravec0<r<b
et 1512 = 17X 88 + 16, donc b < 88 et les possibilités

sont:
{b=88 {b=87 {b=86 {b=85
r=16"r=33"\r=50"|r=67"

[N Les restes possibles sont 1 et 3.
Flsin=2p+1,
n—=1=(n—-1)(n+1)=2p(2p+2)=4p(p+1);
commepou (p + 1) est pair, n°> — 1 est un multiple de 8.

D) Savoir faire ETTE
les congruences pour trouver
des propriétés de divisibilité

l2a=6(7)etb?*=1(7),donc2a +b*=7(7),
donc2a+b>=0(7).
Ha’=4(5)et26°=18=—-2(5),

donc a? + 2b%* = 2(5) :le reste est 2.

E Soit n entier quelconque, les cing restes possibles
dansladivision par5sont0, 1,2,3 et4,donconalescing
possibilités suivantes: n=0(5); n=1(5); n=2(5);
n=3(5);n=4(5).

El On aura pour n? :

n*=02=0(5) ou N*=1?2=1(5) ou N*=2?=4(5)
ou n*=32=9=4(5) ou N°=4°=16=1(5). Les
restes possibles dans la division de n? par 5 sont 0, 1
et4.
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F10n aura pour n?:

n*=0>=0(5)oun*=1*=1(5)oun*=2*=8=3(5)
ou nP=3>=27=2(5) ou "*=4>=64=4(5). Les
cing restes possibles sont, comme pourn, 0, 1, 2, 3 et 4.

[N Le reste est 12.

E11000 = 12=-1(13), donc 10*"=(—1)"(13), donc
le reste est 1 si n est pair et 12 si n est impair.

El Parmi les entiers n et n+ 1, I'un est pair et l'autre
impair, donc, avec la question F1:

1033 +10%"=1+12=0(13).

35=1(17)et84=16=—1(17),
donc 35?8+ 840 =1-1=0(17).

D) Iravaux pratiques

Le crible de Matiyasevitch

Kl Les entiers non traversés par les segments semblent
étre les nombres premiers.

ElLes points A et B ne peuvent pas avoir la méme
abscisse, donc la droite (AB) ne peut pas étre paralléle a
I'axe des ordonnées.

b2—a?> _(b—a)b+a)
—-b—a  —(b+a)
Ladroite (AB) apouréquationréduitey = (a—b)x +p;
or, A appartient a cette droite, donc a®* = (a—b)a + p,
donc p = ab.

Les droites (AB) coupent |'axe des ordonnées aux points
de coordonnées (0 ; ab).

Il existe une droite passant par P si, et seulement si,
p = ab avec a et b des entiers supérieurs ou égaux a 2,
C'est-a-dire p est composé ou non premier.

Conclusion : aucune droite (AB) ne passe par P si, et
seulement si, p est premier.

m = =a-—b.

La clé d'un RIB et le code INSEE

Partie A
Ha.100=3(97);10% = 100* =3*=81(97);

10 =108X10*X10=81X9X10=15(97);

10" = 10X 10*X10=15X9 X 10 = 89 (97).
Donc 100 X S = 898 + 15G + 81C, + 3G, (97).
b.B=30003; G=1835; C =50; C,=406322,
donc:

100 X S = 89X 30003 + 15X 1835 + 81X 50

+3X 406322 =89X30+ 15X89 +81X50+3X86
=8313=68(97). Et 97 — 68 = 29.
c.B=14506;G=17;C =72815;C, = 523831,
donc:

100X S = 89X 14506 + 15X 17 + 81X 72815
+3X523831 =89X53+ 15X 17 +81X65+3X31
= 10330 =48(97).Et 97 — 48 = 49. La clé est 49.
Ha.S=a,+10Xa,+... +10 "Xa, + ...

+10% X a,, et
S=a+10Xa+...+10 " Xa+...+10°Xa, ;

donc 100X S" =100 X S + 10¥* 1 (a — ay).

b. Erreur non détectée < 100X S’ = 100X S (97)

& 10K (@ — a,) = 0(97) © 97divise 10°* " (@ — gy)

& 97 divise (a — ak), car 97 est premier et non présent

dans la décomposition de 10€* .

Comme—-9<a—a,<9,sia—ag#0,97 nedivise pas

a — ai et l'erreur est détectée.

HBS=a +10Xa,+ ...+ 10 " Xa, + 10X a4,

+...+10%°Xay et

S=a,+10Xa,+ ...+ 10 "Xa,;+ 10X a4
+...+10°Xay ;

donc:100XS =100XS— 10" X g, — 10%*?2

Xagi,+ 10K Xa,,, + 102X g,
=100XS+ 10" (=@, — 10a,4 1 + ag+1 + 10a)

= 100X S+ 9X 10" (g, — ag+4).

De méme que dans la question H, l'erreur est non
détectée si, et seulement si, 97 divise (a, — ay+ ), car 97
ne figure pas dans la décomposition de 9 X 10€* 7,
Comme —9<a,—ak+1<9, si ag—adx+1#0, 97 ne
divise pas a, — ay, et l'erreur est détectée.

Partie B

b. Pour utiliser la partie A, on

A = 15907 X 10% + 421871 X 10% + 18.

D'ou A= 15907 X 81 +421871X3+ 18
=96X81+18X3+18=7848 =88(97).

La clé est donc 97 — 88 = 09.

D) Faire le point

peut écrire

I]a.etc. Hb. et c. Ha.etc.
Ab. et c. Hb. et c.
Zp. B. HbL. 0O Ha.

I]Faux. EVrai. BFaux. EVrai. BVrai. @Faux.

D) Exercices d’application

D Divisibilité dans Z

E Eivrai. Flvrai. ElFaux. [ElVrai.
EiVrai. FlVrai. ElFaux. EVrai. HEVrai.
I]c. Fla.etc. Elb.etc.

mns:1+2+3+5+6+10+15+30=72.
Flt=1+2+4+5+7+10+14+20+28 +35

+70 + 140 = 336.
BS _ 72 _ 3 _ 30

t 336 14 140"

s=1+3+5+9+15+27+45+135=240;
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t=1+3+7+9+13+21+39+63+91+117

+273 + 819 = 1456 ;
s _ 240 _ 15 _ 135

t 1456 91 =~ 819"

nP—n=n(n—1)(n+1) est le produit de trois
entiers consécutifs parmi lesquels il y a exactement un
multiple de 3 et au moins un multiple de 2 ; ce produit
est donc un multiple de 6.

(2a+5b)+(5a+2b)=7(a+b),donc:
si 7 divise (2a + 5b),

alors 7 divise 7(a + b) — (2a + 5b) = (5a + 2b)
et si 7 divise (5a + 2b),

alors 7 divise 7(a + b) — (5a + 2b) = (2a + 5b).

n|n+8 & n|8,donclessolutionssont 1;2;4;8
et leurs opposés.

EN Si 13 divise 7n + 4,

alors 13 divise 2(7n+4)—13(n+1)=n—5.

F1 La réciproque est vraie : si 13 divise n — 5, alors 13
divise 7(n —5) + 3X 13 = 7n + 4.

il a divise 3(5b+31)—5(3b+ 12) = 33.
F1 Les valeurs possibles de a sontdonc 1;3; 11 et 33.

[l Sid divise a,, et by, alors d divise 9a, — 2b,, C’est-
a-dire d divise 125.

Fllensemble des diviseurs
de a, et b, est inclus
{=125,—25,-5,1,5,25,125}.
E1 On remarque qu’avec n = 501 on a dgy; = 1013 et
bsg; = 4 496.

Or, ces deux entiers ne sont pas divisibles par 5, donc
leurs seuls diviseurs communs sont — 1 et 1.

éventuels
I'ensemble

communs
dans

[l d divise 2b, — 9a, = 17.

F1 Les diviseurs communs éventuels a a, et b, sont
donc 1; 17 et leurs opposés.

E15117 = ay550 €t 23035 = by 550 ;

par ailleurs, 5117 = 17 X301 et 23035 = 17 X 1335.
Donc, avec la question 1, les diviseurs communs a5 117
et 23 035 sont 1, 17 et leurs opposés, donc leur PGCD
est17.

% est un entier si, et seulement si, (3n + 1)

divise (11n —6).

Si (3n+1) divise (11n—6), alors (3n+ 1) divise

11(3n+1)—3(11n—6)=29; donc 3n+1=1 ou

3n+1=29;doncn=0.

Réciproquement,sin = 0, 1n=6
3n+1

L'unique solution est donc n = 0.

=— 6 estunentier.

[l a. 1 et b étant positifs, k aussi d'aprés la régle des
signes. De plus, k # 0 sinon kX b = 0.

b. b > 2, donc, k étant positif, k X b = 2k ;

comme k =1, 2k = 2. Finalement, k X b = 2.

c. Comme kX b =1, d'aprés la question b., b<2; or,
b>0,doncb=1.

d. 1 est donc le seul diviseur positif de 1 et par consé-
quent, les diviseurs de 1 sont 1 et — 1.
Ha=1Xaeta=(-1)xX(-a).

m On raisonne par récurrence sur n entier naturel non
nul.
Initialisation : le résultat est évident pour n = 1 et (on
en aura besoin pour I'hérédité) a été prouvé dans le
cours pour n = 2.
Hérédité : on suppose la propriété vraie pour un entier
n =1 ;onsuppose que l'entier a divise les entiers b;, b,, ...,
b,, b, + 1 etonconsidere desentiers ¢;, ¢y, ..., C,, Cp+ 1 ; PAr
hypothése de récurrence, adivise B = (b;¢; + ... + b,¢,).
La propriété est vraie pour n = 2, donc a divise :
BX14by11Ch11 = (b1 + ...+ 0,6+ by 1Chq)-

% est un entier si, et seulementssi, (3n + 4)

divise (13n — 21).
Si (3n+4) divise (13n—21), alors (3n+4) divise
13(3n+4)—3(13n — 21) = 115 ; les diviseurs positifs
de 115étant 1;5;23 et 115, et n étant entier naturel, on
obtient n = 37.
Réciproquement 13X37-21 _ 460 _ 4,

" 3X37+4 115
L'unique solution est donc n = 37.

[l Pour x et y non nuls,

1 1 1

Kty =5 @5kt =x

et(x—5)(y—5)=25<xy =5(x+y).

F125=1X25=5X5,

donc(x—5)(y—5)=25 X2 =1

y—5=25

oulX 3=, ]x—5=5
y—5=1 y—5=5

On obtient les couples solutions (6;30); (30;6);

(10;10).

Initialisation : pour n = 0, n®> + 5n = 0 et 6 divise 0.
Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel n, 6
divise n® + 5n.
(n+1P+5(n+1)=n3+3n2+3n+1+5n+5
=(n*+5n)+3n(n+1)+6.
Le produit de deux entiers consécutifs est pair, donc
3n(n+ 1) estunmultiplede 6;ainsi (n + 1) + 5(n + 1)
est la somme de trois multiples de 6, donc un multiple
de 6 lui-méme.
Par récurrence, on conclut : pour tout entier naturel n, 6
divise n® + 5n.

44] n+5n=n*-n(6)etn*—n=nn—-1)(n+1)
est le produit de trois entiers consécutifs parmi lesquels
il y a exactement un multiple de 3 et au moins un
multiple de 2 ; ce produit est donc un multiple de 6.

Initialisation : pour n = 0,3%"*1 + 272 = 7 estun
multiple de 7.
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Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel n,

320+1 4+ 2% 2 ast un multiple de 7.
32(n+1)+1 4+ nFT1+2 = 32n+3 4 on+3

:9x32n+1+2x2n+2:7X32n+1+2(32n+1+2n+2>

est la somme de deux multiples de 7, donc un multiple
de?7.

B Nombres premiers

EE FlFaux (2). FIFaux(9). El Vrai.
[IFaux (2). HEFaux(12et18).
47 1519 Ha. Hb.
EE [l Vrai. FA Vrai El Faux (5).
[ Vrai. E Vrai A Faux (16).
¥ 234, 5/6|7|8 936
11213 /= 1536|117 8|19 26
2F (2223|124 |25 /26 2728 |29| 36
3113233 134 |35(36 |37 3839 46
41 |42 |43 |44 45 46|47 48 |49 | 50
5% |52|53|54 |55 56 572 58|59 66
61|62 63 64 6566|6768 69 76
71V 22|73 & |75 |76 | F7 78|79 86
8+/82/83|84 85|86 87/88|/89| 96
9t 9293|9495 96|97 98|99 | 366

@ [l Sont premiers 97, 271, 743.
F1451 =11X41;537 =2X179;893 = 19X 47 ;
11111 = 41 X 271.

E 228 = 22X3X19;1210 = 2X5X11?%;
3267 =33X11%2;14800 = 2*X 52X 37 ;
884058 = 2X3X72X31X97.

En28=22x7;126=2x32x7.
F1282=24X72;28X126 =23X32X7?%;
1263 = 23X 36X 73:2828 =28X 101 =22X7X101.

Tous les exposants de la décomposition sont égaux
al.

Tous les exposants de la décomposition sont des
multiples de 3.

E [l Sa décomposition est une puissance de 3.

Fln=3%

@ [ a. « n%d==0 » signifie que n divise d.
b. On obtient a I'affichage 2, 2 et 7.

c.Ce programme donne les facteurs premiers d'un
entier naturel quelconque n.

H FROGRAM: FACFREEM
:PromFtL
120
thile D=H

If fPart(H-0O>=8

hen

Oiszr O

H-0O=+0ON

El=e=

s0+1=+0

:End

:End

1 Si p divise d alors p divise n, donc p est un des
facteurs premiers de n.

21 p?' est dans la décomposition de d il divise n, donc
B < a;.

E1 B, peut étre nul, car p; peut ne pas figurer dans la
décomposition de d.

Ellly a (a;+ 1) choix possibles de I'exposant B; pour
tout entier i compris entre 1 et m.

@ Les carrés de nombres premiers ; p? avec p premier
admet pour diviseurs positifs : 1, p et p2.

Remarque : un produit pg de deux nombres premiers
distincts admet 4 diviseurs positifs : (1, p, g, pq).

B si o2-p2= (a—b)(a+b) est premier, alors

{a —b=1
a+b=a’-b’

et b sont nécessairement consécutifs.

La réciproque est bien entendu fausse : par exemple,

a=28etb=7;a*— b?= 15 nlest pas premier.

; la premiére équation montre que a

60 Ep*—1=(p—1)(p+1)estunmultiple de 4, car
p est impair, donc (p — 1) et (p + 1) sont pairs.
ElComme p =5, p nest pas un multiple de 3 ; or,
(p—1),p, (p+ 1) sont trois entiers consécutifs, donc
(p—1)ou(p+ 1) estun multiple de 3.

Avec la question El, (p — 1)(p + 1) est un multiple de
12, car 22 et 3 figurent dans sa décomposition.

[ln=2><3.
Fln=22X30un=2x32
EFln=2%3% ou n=22X3> ou
n=28x3,

n=2>xX3%2 ou

E 28=1X28=2X14=4X7;

on utilise les facteurs premiers les plus petits possibles,
donc 2 et 3.

Aprés quelques essais, le plus petit est 26X 33 = 1728.

ENSi n est un carré parfait, les exposants a;, a5,
..., O, intervenant dans sa décomposition en facteurs
premiers sont tous pairs ; il sen suit que les facteurs
(a; +1), (@ + 1), ..., (@, + 1) sont tous impairs. Leur
produit, qui est le nombre de diviseurs de n (voir exer-
cice 57) est donc impair.
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1 La réciproque est vraie :
en effet, si (a; + 1)(ay + 1)...(a, + 1) est impair, alors

tous les facteurs (a; + 1), (a; + 1), ..., (2, + 1) sont
impairs, donc tous les exposants a;, a,, ..., &, sont
pairs.

[ Linstruction irem(n,j) donne le reste de la divi-
sion euclidienne de n par ;.

F1 Ce programme calcule dans N la somme des divi-
seurs positifs stricts d'un entier, il permet donc de savoir
si un nombre est parfait (lorsque le résultat affiché est
égal au nombre du départ).

[E1 Si le résultat est 1, le nombre est premier.

|g|prgrru: 107
. 8
3lprom(7)
. 1
promie)
| 6

E K1 Les diviseurs positifs de n sont 1 etnet n>+/n,
carn = 2.

F1 a. Si m n'était pas premier, il aurait un diviseur m’ tel
que 1<m' <m.

Ainsi, m” serait un diviseur de n strictement inférieur a
m et différent de 1, ce qui est en contradiction avec la
définition de m.

b. m divise n, donc il existe un entier k tel que n = mk.
Par définitiondem,ona 1< m < k<n.

c. m < k, donc, en multipliant par m, m?><n et par
suite, m<+/n.

Ceci contredit I'hnypothése initiale, donc, sous cette
hypothése, n est nécessairement premier.

@ [} Comme m n'est pas premier, il admet un diviseur
k tel que 1<k <m. Il existe alors un entier g tel que
m = gk avec 1< g<m.

F1 Par définition de m, g et k sont soit premiers, soit
produits de nombres premiers.

El Alors m = gk est aussi produit de nombres premiers,
d'ou la contradiction.

El i p divise uy, alors p divise 2% X u, c’est-a-dire
p divise v.

Réciproquement, si p divise v, alors, soit p = 2 et, dans
ce cas, il divise uy, soit p>2 et, dans ce cas, il figure
dans la décomposition de uy, donc il divise uy.

Ela. (u + 1) = (2K — 1) = 2% = 2%+ 1 4
=2kK(2k=2)+1 =y +1.

b. Si p divise uy + 1, alors p divise (u; + 1), C'est-a-dire,

p divise v, + 1.

Réciproquement, si p divise v, + 1, il est présent dans la

décomposition en facteurs premiers de (uy + 1)2, donc

dans celle de (ug + 1), donc p divise uy + 1.

B Division euclidienne

@ El Faux.
@ Elb.etc.

F1 Vrai. [l Faux. [ vrai.

Fla.eth.

I]q=29;r=3.
Flg=3;r=65.

Eg=9;r=4.
Blg=5;r=5.
Hqg=41;r=3.
nq=—5;r=1.

Flg=-33;r=1.
Elg=-51;r=11.
Bg=51;r=09.
Hqg=-33;r=22.

nq=23;r=35.
Flg=52;r=12,car35 =23+ 12.

n256= 156+ ravec0<r<b.
r<b,donc 256 <16b,doncb>16etr=0,

256
donc b < 15

Finalement, la seule possibilité est b = 17 et r = 1.
E112130 =97b +ravec 0 <r<b.

r<b, donc 12130<98b, donc b> 1291830 etr=0,
doncb<m
97 -

Les valeurs possibles de b sont 124 et 125 ; si b = 124,
r=102etsib=125r=5.

I On note r’ et ¢’ le reste et le quotient cherchés.
Sir=0,—a=bX(—q),doncqg =—qetr =0.
Sir#0,—a=—bg—r=b(—q—1)+b—r
avec0<b-—r<b,doncqg =—qg—1etr =b-r.
F10n note r’ et g’ le reste et le quotient cherchés.
Sir=0,—a=—bXgqg,doncqg =qgetr =0.
Sir£0,—a=—bg—r=—b(g+1)+b—r
avec0<b-—r<b,doncqg =qg+1letr =b-r.

g 4Euci13.9)

(2,3 )
glEUCIi14,2)

(7.0 )
BIELCI(25,7)
| (3.4 )

F1 Ce programme calcule le quotient et le reste de la
division euclidienne d'un entier naturel a par un entier
naturel b.
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76 euclidia,b) :={
local q;
gq:=0
gi a>=0 alors
tantgque b*g<—a faire g:=qg+l; ftantgue
gq:=g-1l;r:=a-h*q; afficher oq,r
ginon
ai=-a;
tantgque b*g<—a faire g:=g+l; ftantgue
r:=-atb*qg; q:=-qg; afficher o, r
f=i
H

kleuclid(20,9)

(2.2 ]

sleuclid(-15 4)

euclid(-45,11)

D Congruences dans Z

[l Faux. FVrai. ElVrai. [EFaux. HVrai.

[l Vrai. F1Vrai. ElVrai. [EJFaux.
ElFaux(ex.:a = 7).

[l Vrai. FlFaux. ElVrai. [ElVrai.

@ Ha.ctb. Hb.etc. Ha.etb. Oc.

Il existe des entiers k et k" tels que a — b = kn et
c¢—d=k'n,donc
(a+c)—(b+d)=(a—b)—(c—d)=(k+k')n
etac—bd =a(c—d)+d(a—b)=(ak’ + dk)n.
Doua+c=b+d(n)etac=bd(n).

E On raisonne par récurrence sur l'entier p = 1.
Initialisation évidente.

Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel p > 1,
a? = bP(n); comme a = b (n) la propriété de compati-
bilité avec la multiplication donne a” X a = bP X b (n),
clest-a-dire a1 = bP* 1 (n).

I]250+8b525><2+8><559OEO(9).
Ha*—b°=4-25=—21=-3(9).

Donc il existe un entier k tel que a*> — b? + 3 = 9k.
Alors a* — b% = 3(3k — 1) est un multiple de 3.

1 1 On conjecture que 6 semble diviser P(x) pour
tout entier x.

ElP(x)=x(x*+3x+2); x*+3x+2 a pour racines
—2et—1,donc P(x) = x(x+1)(x+2).

x(x + 1)(x + 2) est le produit de trois entiers consé-
cutifs parmi lesquels il y a exactement un multiple de
3 et au moins un multiple de 2 ; ce produit est donc un
multiple de 6.

@ [l Pour a le reste est 3, pour b le reste est 2 et pour
clereste est 4.

F1 Pour a le reste est 1, pour b le reste est 8 et pour ¢ le
reste est 9.

& 0= 1(3) et 10=1(9), donc, pour tout entier
n>1,10"=1(3) et 10"=1(9); dou les critéres de
divisibilité par 3 et par 9.

En utilisant les congruences :
9=2(7),donc:
2X9"—9X2"=2X2"-2X2"=0(7).
En utilisant un raisonnement par récurrence :
initialisation : si N =0, 2X9"—-9X2"=2—-9=—-7
est divisible par 7 ;
hérédité : on suppose que, pour un entier naturel n,
2X 9" —9X 2" estdivisible par 7 ;
2X9MFT—9gx 2" T =2 X9X9"—9X2X2"
=2(2X9"—9X2")+ 7 X2X9" est la somme de deux
multiples de 7, donc est divisible par 7.
| B
An
2
10
52
280
1552
8800
50752
296320
1745152
10339840

|| |v|b|lw(p|(=|o|o|Be

Lo

On conjecture que A, semble divisible par 5 lorsque n
est impair.

Fl6=1(5)et4=—1(5),donc A, =1+(=1)"(5);

si n est pair, 1T+(—=1)"=2 et si n est impair,
1+(=1)" =0, doule résultat.

G ms3 =125 =6(17),donc 5*" = 6" (17),
donc 53" — 6" =0(17) : le reste est 0.

F139 =4(7),donc 39%° = 450(7); 450 = 16*°
et 1630 =2%0(7);230 =80 et 8'°=1"°(7).
Finalement, 39%° = 1(7) : le reste est 1.

B 20122012 = 102012 (1 1 ) ; 102012 — 1001006
et 100'0% = 11096 (11),

Finalement, 20122%"2 = 1(11) : le reste est 1.

@ [l Par 5 le reste est 1, par 9 le reste est 7 et par 11 le
reste est 1.
FlPar5et11,lereste est 1;par9, le reste est 4, car:

78 =49"=4"=16>=72=4(9).

Hn=4=64=1(7), donc nR*—1=0(7) et
n* —1=1P—1=0(7): pour tout entier naturel p, le
reste de la division euclidienne de n* + 1 par 7 est 0.

Fn*=5=125=-1(7) , donc n*+1=0(7) et
n*+1=(—1) + 1(7) : pour tout entier naturel pair p,
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le reste de la division euclidienne de n*” + 1 par 7 est 2
et pour tout entier naturel impair p, le reste de la divi-
sion euclidienne de n* + 1 par 7 est 0.

E ER Il semble que 1, 2, 4, 5, 10 et 20 sont les seules
valeurs telles que k divise N,.
F1 Premiére solution :
N, 20
- =k+ 1+, donck| Ny < k|20.
Seconde solution :
k|Ny & N =0(k) & 20=0(k) & k|20.

[l Les entiers 0, 1,2, 3,4, 5, 6.

F1En multipliant par 3, on obtient comme restes
possibles 0, 3, 6, 2, 5, 1 et 4 (au final les mémes restes
que pour x).

El D’aprés les calculs de la question F1:

3x=5(7)© x=4(7); les solutions sont donc les
entiers de laforme 7k + 4 avec k € 7Z.

[N Les restes possibles sont 0, 1, 2,3,4,5,6,7,8 et 9.
[ Les restes possibles sont 0, 1,4 et 7.

Elx*+2=0(9) e x* =7(9) et, daprés la question I,
x*=7(9)e x=4(9)oux=5(9).

95| El 7y? = 0(7), dong, sile couple d'entiers (x ; y) est
solution, alors x*> = 3(7).

1 Les restes possibles sont 0, 1,2 et 4.

E1 3 nétant pas un des restes possibles, 'équation n'a
pas de solution.

> Prépa Bac

E ¥ Par2:aucun;par3:111,111 111,111 111 111;
par5:aucun;par9:111 111 111.

F2 Un rep-unit étant impair, il n'est pas divisible par 2 et
se terminant par le chiffre 1 n'est pas divisible par 5.

E1 1l semble que N est divisible par 3 si, et seulement
si, k est divisible par 3 et que N, est divisible par 9 si, et
seulement si, k est divisible par 9.

Preuve : k est la somme des chiffres de N, donc les
criteres de divisibilité par 3 et par 9 justifient ces conjec-
tures.

Aa.

Dernier chiffreden ([ 0/1]/2/3 4/5/6|7|/8/|9
Dernier chiffreden? | 0| 1/4](9|6 /5|69 4|1
b. (10p + 1) = 100p? + 20p + 1 = 1(20)

et (10p —1)* = 100p? — 20p + 1 = 1(20).

c. On peut utiliser la piste de résolution ou raisonner
ainsi:

sik>2,N,=11+100XN,_, = 11(20),

car 100 = 0(20) et N, = 11 = 11(20). Le reste est donc
11.

d. Si N, = n?, alors, daprés la question El a., le chiffre
des unitésde nest1ou9.

Alors, d’apreés la question E1 b., N, = 1(20).

Alors, d'aprés la question Elc., la seule possibilité est
k = 1, qui convient, car N; = 1 = 12,

[N Voir exercice 83.
Fa.3°=1=1(7);3"=3=3(7);32=9=2(7);
33=32X3=6(7);3*=3°X32=4(7);
3*=3X3*=12=5(7);

36=3%X3"=15=1(7).
b.3""6-3"=3"(36—-1)=3"(1—-1)=0(7).

Donc 3" "¢ — 3" est divisible par 7.

On en déduit que 3" "¢ et 3" ont le méme reste dans la

division par 7.
C. 32012 — 3335X6+2 = 32 = 2(

Bu,= 3n2_ ! ; 7|u,©7|2u, (implication est
évidente dans un sens et, pour l'autre sens on utilise
le fait que, si 7 est dans la décomposition en facteurs
premiers de 2u,,, alors il est dans celle de u,,).

Ainsi : 7|u,<7[(3"-1)e3"=1(7)© n est un
multiple de 6.

7) ;le reste est 2.

m ENSi n = 2k + 1 avec k entier,
n*—1=4k>+4k=4k(k+1); k ou (k+1) est
pair, donc 4k(k + 1) est un multiple de 8, clest-a-dire
n’>=1(8).

F1Sin est pair, alors n = 2k avec k entier,donc n? = 4k,
Si k est pair, k* aussi, donc n®> = 0(8).

Si k est impair, k> = 1(8) d'aprés la question Ell, donc
n*>=4(8).

Ela. D'apréslaquestion il a® + b2 + 2 =1+ 1+ 1(8),
donc le reste est 3.

b. D'apres les questions Ell et F1, le reste dans la division
euclidienne par 8 d'un carré est 1, 0 ou 4. Dong, avec le
résultat de la question Ela. a? + b? + ¢? ne peut pas
étre un carré.

Exercices d'entrainement
@ [ Vrai

Reste de la division euclidiennede a?par4 (01|23
Reste de la division euclidiennedeapar4 0|1 /0|1
FlFaux:

Reste de la division euclidienne de x
par 5

oo.a o 2
Reste de la division euclidienne de x ol1!alalq
par 5

Reste de la division euclidienne de

x>+ x+ 3 par5 310]4]0)3
El vrai:
401 est premier, donc:
(x—y)(x+y)=401(i){x_y:1 @1)(:201.
x+y=401 |y=200

@n67=15><4+7.
F7°=1=1(15);7"=7=7(15);7*=49=4(15);
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72=7%x4=13(15);7*=4X4=1(15).
Le reste de la division euclidienne de 7" par 15 est donc
1sin=4k,7sin=4k+1,4sin=4k+2 et 13 si
n=4k+ 3,avec ke N.
El67 =7(15), donc 67" —1=7"—1(15). Dapres la
question El, 67" — 1 est divisible par 15 si, et seulement
si, n = 4k, avec k € N.
¥ u, =23 +13n; un tableau de valeurs de Lo
donne un résultat entier pourn =1;7;13;19;...
On conjecture donc que u,, semble divisible par 6 si, et
seulement si, n = 1(6).
F123=-1(6)et13=1(6),donc:

U, =0(6)—-1+n=0(6)=n=1(6).

Elv,=13X5"et13X5"=1X1"=1(4);lereste
estdonc 1.

Fla.u,,,=5u,,; — 6= 25u,— 36,

or, 25u, — 36 = 1u, — 0 = u,(4).

b. On raisonne par récurrence.

Initialisation : pour n = 0, 2u,, = 28

et5""?2+3 =25+3 = 28.

Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel n,
u,=5""2+3;

20,4, =10u,—12=5(5"T24+3)—12=5""3+3,
Par récurrence on conclut : pour tout entier naturel n,
2u, =5""2+3,

c. Si 3 divisait u,, alors 3 diviserait aussi 2u, — 3 ; or,
2u, — 3 = 5"*2 plest pas divisible par 3.

Conclusion : aucun terme de la suite (u,) n'est divisible
par 3.

[l a. Supposons a pair, alors 9 = 2" — a? estimpos-
sible, car la différence de deux entiers pairs est paire.
D'ou, si a existe, a est impair.

b. Il existe un entier k tel que a = 2k + 1, donc si a est
solution, on aura : 9+ 1+ 4k + 4k*> = 2", cest-a-dire
4k> + 4k +10 = 2",

Or, 4k’ + 4k +10=2(4) et 2" =0(4) puisque n >4,
donc I'équation n’a pas de solution.
Fla.3=—-1(4),donc3"=(—1)"(4).

Si n est pair, on aura 3" = 1(4) ; si n est impair, on aura
3" =—1(4) ce qui équivaut a 3" = 3 (4).

b. Si a est impair, son carré est impair et comme 9 est
impair, on aura 9 + a? pair. C'est impossible, car 3" est
impair.

Donc a est pair, il existe un entier k tel que a = 2k.
Onaalors 9+ a* = 9 + 4k* = 1(4).

Si I'¥quation a une solution, on doit avoir 3" = 1(4) ce
qui est le cas n pair d'apres la question précédente.
3" —a?=9& (3P -a?=9

& (3P+a)(3P—a)=09.

Comme les diviseurs positifs de 9 sont 1, 3 et 9 et
que les deux facteurs sont distincts, la seule possibi-
lit¢ est 3 —a=1 et 3 +a =9, donc en sommant,
2 X3P =10 ou bien 3P = 5, ce qui est impossible. Pas
de solution dans ce cas.

Ela.Si n est impair, alors on a n=2k+1, donc
57 = 5X 5%,

Or, 52 = 1(3),donc 5% = 1(3) et finalement 5" = 5(3),
donc 5" =2(3).

L'entier a est congru a 0, 1 ou 2 modulo 3, donc a? est
congru a 0 ou T modulo 3 avec 9 congru a 0 modulo 3.
D'ou 9 + a? est congru a 0 ou 1 modulo 3. Impossible
d’avoir 9 + g®> = 5".

b.5"—a?=9& (5P —a2=9

& (5P +a)(5P—a) = 9.

La seule possibilité est 5> —a =1 et 5 +a = 9, donc,
en sommant, 2X5P = 10 ou bien 5 =5 ce qui est
possible pour p = 1.Doncn =2 eta = 4 ;cestlaseule
solution dans ce cas.

m Partie A

134+43=77=7X11;57+75=132=12X11;
93+39=132=12X11.
Flx+y=10a+b+10b+a=11(a+b).

El x = d+ 10c + 1006 + 1000a ; comme 10 =— 1(11),
x=d—c+b—a(11).
B-a+b—-b+a=0=0(11).

Partie B
E110=—-1(11),dong, si k est pair 10 = 1(11) et si k est
impair 10 =—1(11) ; d'ou le résultat.
Fl6-1+8-6+2—-9+6—-7+8—4+7-3
+5—-1=11,
dong, selon le critére établi en question El, cet entier est
divisible par 11.
E10n cherche n sous la forme n = abcd avec a # 0 tel
que {d—c+b—amu|tiplede11
atb+tctd=11
tionsécritd—c+b—aec{-11;0;11}.
{d—c+b—a=—11@{b+d=0 <:>{b=d=0 ;
atb+c+d=11 atc=11 atc=11
d'ou les solutions 2 090 ; 3 080 ; 4 070 ; 5 060 ; 6 050 ;
7 040; 8 030; 9 020.
{d—c+b—a=0 @{2(b+d):11
a+tb+c+d=11 2(a+c)=11
{d—c+b—a=11@{b+d=11®{b+d=11;
atb+ct+d=11 atc=0
impossible, car a # 0.

; la premiere condi-

; impossible.

a=c=0

mnn=100a+10b+cz2a+3b+c(7),

car100 =7X14+2=2(7).
FIm=10a+b—-2c=3a+b—2c(7).
En—-3m=2a+3b+c—3Ba+b—2)(7)
=—7a+7c=0(7).
m+2n=3a+b—2c+2(2a+3b+c)(7)
=7a+7b=0(7).
EISim=0(7),commen=3m(7),n=0(7);
réciproquement, si n=0(7), comme m=—2n(7),
m=0(7).

H Le résultat de la question EI prouve le critére
énoncé.
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Reste de la division euclidienne
de x par 6

Reste de la division euclidienne
de x? par6

Reste de la division euclidienne
de x?+x+ 1 par6

Il n'y a pas de solution.

[l Initialisation : le point de coordonnées (1;8)
appartient a la droite d'équation 5x —y + 3 = 0.
Hérédité : on suppose que pour un entier naturel n, le
point (x,; y,) appartient a la droite et on montre que
le point de coordonnées (x,+1;y,+1) appartient a la
droite.
S5Xp41 " Yn+1 13

= 5(%xn+%yn+ 1)—2:Tox,,—%y,,—5+3

=5x,—y,+3=0.
Par récurrence, on a montré que tous les points (x, ; y,)
appartiennent a la droite d'équation 5x —y + 3 = 0.
Xniq = %xn +1?yn + 1 ory,=5x,+3,donc:

Xpiq = %xn+1?(5x,, +3)+1=4x,+2.

Fl a. Initialisation : X, = 1 est un entier.
Hérédité : supposons pour un entier naturel n, arbitrai-
rement choisi, que x, est un entier, montrons que X, .
est un entier.
4 et 2 sont des entiers, et x, est un entier, donc 4x, + 2
est un entier, c'est-a-dire x,, 4 1 est un entier.
Par récurrence, on a montré que tous les x, sont des
entiers.
b. Comme y, = 5x, + 3 et x, entier, on a également y,
entier.
El a. Si x, estdivisible par 3, alors 5x, + 3 = 0(3), donc
Yn=0(3).
Si y, = 0(3),alors 5x, = 0(3), donc x, est divisible par
3.
b. Si un entier premier p divise x, et y,, alors p divise
Y, — 5x,, C'est-a-dire p \ 3,donc p = 3.
1 a. Initialisation : x, = 1 la propriété est vraie.
Hérédité : supposons pour un entier naturel n, arbitrai-

rement choisi que x, = 1?(4" X 5 — 2) et montrons que

Xpa1 = (4715 - 2).

3
x,,+1=4x,,+2=%(4”><5—2)+2
_1_ n+1 _A:'I_ n+1 _
=3 X475 -2 3(4 X5—2).

Par récurrence, on a montré la propriété pour tout entier
naturel n.

b. Comme x, est un entier, l'entier 4" X5 — 2 est divi-
sible par 3.

@ Partie A

12+32+52=35=—1(4).
Ha.n =3.

r 0 1 2 3 4 5 6 7

R 0 1 4 1 0 1 4 1
b.La somme de trois carrés peut donc étre congrue
modulo 8a0, 1, 2, 3,4, 5, 6, mais jamais a 7, donc on ne
peut avoir dans ce cas x* + y? + 22 =— 1(8).

Partie B

Eisi x2+y?>+22=—1(2"), alors il existe k tel que

x*+y?+22=2"k—1 ce qui est un entier naturel

impair.

Si x, y et z sont pairs, leurs carrés également et

x* + y? + 2% sera pair.

Si deux sont pairs et un impair, la parité des carrés étant

la méme, on aura x> + y? + z% impair.

Si I'un est pair et les deux autres impairs, on aura

X%+ y? + 22 pair.

Si les trois sont impairs, alors x> + y* + z* sera impair.

F1 a. On suppose x et y pairs, zimpair.

Xy’ + 2 =4a*+ 462 + 4 +4c+1=1(4).

b.Onadonc x2 +y?> + 22 =—1(2")

et x> +y’+22=1(4),

clest-a-dire x>+ y? + 22 =2"k—1 =4k + 1,

avec k et k' entiers naturels. Comme n > 3, la somme

des carrés sécrit sous la forme 4K—1 et sous la

forme 4k’ + 1. Clest impossible, car alors on aurait

2(K— k') =1 avecK et k" entiers.

[l n'y a pas de solution dans ce cas.

EXOn suppose que x, y et z sont impairs, et on pose

x=2a+1,y=2b+1,z=2c+1.

X+ +2=4a’+4a+1+4b2+4b+ 1442 +4c+1
=4[(a®2+a)+ (b2 +b)+(c2+ )]+ 3.

Or, les entiers (a*+a); (b2+b); (2+¢) sont

pairs puisque ce sont les produits de deux entiers

consécutifs, par exemple, a’+a=a(a+1). Donc

x> +y*+ 72 =8k+3.

Comme on a également x*>+y?+2z2=—1(2"), on a

aussi x> +y? + 22 =2"k' — 1 = 8K’ — 1 puisque n > 3.

Ainsi, on doit avoir 8k + 3 = 8K’ — 1 ce qui équivaut a

2(K'— k) =1 ce quiestimpossible. Il n'y a pas de solu-

tion dans ce cas.

@ [l Les nombres de Mersenne qui sont premiers
sont:3,7,31,127,8 191.

k _
% pour a distinct

Bal1+a+a*+..+d "=
de 1.
Dou a“—1=(a—1)1+a+a*+...+a"""), donc

(@=1)[(a"=1).

b. Si d| n, alors il existe un entier k tel que n = kd.
D’aprés la question précédente, (29— 1) ‘ ((Zd)k -1 ) ce

qui signifie (29— 1)[ (2% = 1) ou bien (29— 1) | M,,.

[E1 Si n est non premier, alors il existe k > 2 et d > 2 tels
que n = kd et le nombre M, est divisible par (29— 1),
différent de 1 et M,,, donc n'est pas premier. Par contra-
posée, si M,, est premier, alors n est premier.

La réciproque est fausse, car 11 est premier ;

or, 2" — 1 = 2047 = 23 X 89 n'est pas premier.
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[} Comme n n'est pas premier, il existe des entiers
ketdtelsque n=kd; 1<k<n;1<d<n.De plusn
étant impair, k et d sont impairs (sinon kd serait pair).
HFa.g,=4+3(G—-1)=3i+1.

b.Laraisonestr =3+2(i—1)=2i+1.

g ;=a,+(j—1)Xr=3i+1+(—1)(2i+1)
=3i+1+2j+;—2i—1=i+j+2i.

d.(2i +1)(2j+1)=4ij +2i+2j+1=2q, ;+1.

e.Si k figure dans le tableau, le résultat précédent
montre clairement que 2k + 1 n'est pas premier.
Réciproquement, si k ne figure pas dans le tableau, alors
2k + 1 est premier sinon, d’apreés la question [l 2k + 1
serait le produit de deux entiers impairs autres que 1 et
2k + 1 ; ces deux entiers impairs seraient de la forme
2i+1et2j+1aveci>1etj=1,donck = g, ; serait
dans le tableau.

©) Problemes

[la.220 =22X5X11 et 284 = 22X 71 sontdela
forme AetBavecn = 2.
b. Les diviseurs positifsde 1 184 sont1;2;4;8;16;32;
37;74;148;296;592; 1 184 et leur somme est 2 394.
Les diviseurs positifsde 1 210sont 1;2;5;10;11;22;
55;110;121;242;605; 1210 et leur somme est 2 394.
Donc 1184 et 1 210 sont amiables.
1184 = 25X 37 et 1210 = 2 X 5X 112, donc ils ne sont
pas de la forme A et B.
c. Pour n=4,0onaa=23; b=47; c=1151 qui
sont premiers et donnent la paire de nombres amiables
A=17296;B = 18416.
d.Pourn=7,onaa=191;b=383;c= 73727 qui
sont premiers et donnent la paire de nombres amiables
A =9363584 ;B =9437056.
Fl a. Le nombre de diviseurs positifsde B est (n + 1) X 2
et les diviseurs proposés sont distincts et au nombre de
2(n+1).
b. A posséde (n + 1)X2X2 = 4(n+ 1) diviseurs posi-
tifs ; ce sont les entiers :
1;2;2%;...;2";a;2a;2%a;...;2"a;b;2b;2%b; ...;
2"b;ab;2ab;2%ab;...;2"ab.
Ss=0+2+22+...+2")(1+¢)
1_2n+1
12
d.S,=(1+2+22+..2") 0 +a+b+ab)
1_2n+1
C1=2
=2"""=1)(1+a+b+ab).
e.l+a+b+ab=1+3%x2"""1-1+3%X2"—1
+(3x2"" T =1)3%x2"—1)
=3X2" T +3X2"M—1+9X2¥ 1 —3x"!
—3X2"+1

(1+c)=2"""=1)1 +¢).

(1+a+b+ab)

=9x2" T =c+1.
Ainsi, S, = Sp et A et B sont amiables.
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[l a. Notons g = 2P —1; on suppose que g est
premier,donc 2P~ X g est ladécomposition en facteurs
premiers de N, donc N admet p X 2 diviseurs:1;2; 22 ;
..;2P Tetqg;2q;2%;...; 2P g.

b. La somme des diviseurs positifs de N autres que lui-
méme est :

T+2+224+ . +2P T+ g+29+2°g+...+2P %q

_ 2P -1 27—, b p—1_
=S tax Sy =2 1+(2P=1)(2 1)
=(2P—1)X 2P~ = N.Donc N est parfait.

Fla. Les diviseurs de N sont 1;2; 22; ...; 2" et, pour

tout diviseur d # 1 de q; d; 2d ; 2°d ; ...; 2"d ; donc
s(N)=(1+2+22+ ... +2")%s(q).
Commes(N)=2Net1+2+22+ . +2"=2""1—1q,
2N = (2" = 1) X s(q).

b.2N = (2""" = 1)Xs(q)

2" g=02""-1)X (6 +q)
0=02"""-1)o—-geqg=0(2"""-1).

c. D’aprés la question précédente, o divise g et 0 <gq
(car n=1), donc ¢ est un des termes de la somme
égale a 0, donc ¢ est le seul terme de cette somme,
donc 6 = 1. Alors, les diviseurs de g sont 1 et g, donc q
est premier.

L'égalité de la question Elb. sécrit : g =(2"""—1).
DouN=2"(2"*"—1).

Conclusion : tous les nombres parfaits pairs sont de la
forme 2P~ (2P — 1) avec 2P — 1 premier.

[T Les valeurs supérieures a 3 non traversées par la
droite % semblent correspondre aux entiers premiers
(autres que 2).

.k _h._ k
EA(a,a>etB< b; b)'

-b —a
H AB(_L _L) et 7<1 > sont orthogonaux
b a o
k  k\_
S1(-b-a)+u(—f—K)=0
__atb _ ab __ab
o=y =(a+b)X “ka+b) P

b a
a 7((1) est un vecteur directeur de %, donc & a pour

coefficient directeur —% ; alors I'équation de & est de

laforme y = —%x +p; P(k;0) appartient a &, donc

p=ab;d’ougbzy=—%x+ab.

19 coupe I'axe des ordonnées au point de coordon-
nées (0; ab).

Tout entier non premier supérieur a 3 s'écrit sous la
forme abavecaetbdeuxentierstelsque2 < aet2<b
et tout entier premier ne s'écrit pas sous cette forme,
donc les ordonnées non traversées par la droite % sont
exactement les nombres premiers supérieurs a 3.

m En attribuant I'exposant zéro aux nombres premiers
qui ne figurent pas dans sa décomposition, n aura une
z . — Q. a [0} ~

écriture de la forme n=p" X p3> X ... X py* ou a;, @y,

..., 04 sont des entiers naturels éventuellement nuls.

Divisibilité et congruences
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E n= p1201+b1 Xp;aﬁ'bZX pr‘aA+bA

= I2 X p? X p% X p% enposantk = pfi X p& X .. X p%.
Ela.k*<n<N.

b.Onadeuxchoixpossibles pourchaque b, (0Oou 1), donc
il y a 2# écritures possibles pour pf1 Xpé’z X... sz“.

c. k<N, donc, pour écrire n, il y a au plus v'N choix
possibles pour k.

Le nombre d'écritures possibles de n est donc inférieur
ou égala v/N X 2%,

Or, par définition de n, n peut prendre N valeurs (1; 2 ;
...;N).

Ainsi, N<vNX24, ou encore VN X2%, ou encore
N <2,

2 0n vient de montrer que s'il y avait un nombre fini
d'entiers naturels premiers, alors il y aurait un nombre
fini d'entiers naturels !

EISin = pi X pa%x .. Xpk,

alors n = (p& X p% X ... X p@Y ; dong, si n n'est pas un
carré parfait, dans la décomposition de n en produit de
facteurs premiers il existe un nombre premier p dont
I'exposant est impair.

F1a. Lexposant de p est impair dans la décomposition
de n et paire (éventuellement nulle) dans celle de b?;
donc, comme lors du produit les exposants s'addi-
tionnent, l'exposant de p est impair dans la décompo-
sition de nb?.

b. lls sont tous pairs.

c. D'aprés les questions a. et b., égalité nb> = a* est

impossible, donc I'égalité v/n = % également.

[E1 Sil'entier n n'est pas un carré parfait, alors v'n estirra-
tionnel.

1 a. Soit la décomposition en facteurs premiers :
a=gy"X...Xgqe*. Le nombre pa admet comme
décomposition en facteurs premiers p X g;" X ... X g%,
ou p est distinct de tous les g;. Si on appelle Nle nombre
de diviseurs de a, d'aprés l'exercice 57, le nombre de
diviseurs de pa est égal a (1 + 1)N = 2N.

b. Les diviseursde pasont d, ;...;d, ; pd; ;...; pd,,.
CSpe=d +...+td,tpd +..pdy,=S,+ PpSq

=(14p)S,. o s

F1Siaetbsontamis, alors b= S—Z 701, Spa = (1+p)S,
_ Pa _ a _ Sa _ Spa
et Sp, = (1+ p)S,, donc bbb TS TS, , donc

pa et pb sont amis.
El a. Il suffit de multiplier les deux nombres amis par
un nombre premier p qui n'intervient dans aucune
décomposition en facteurs premiers des deux nombres.
Comme les facteurs premiers communs sont en nombre
fini et qu’il y a une infinité de nombres premiers, il y a
une infinité de choix possibles pour p.
b.{11X30;11%140};{13X30;13X 140} ;
{17X30;17 X140} sont des paires de nombres amis.

[N Entre le 1¢ janvier 2012 et le 1¢" janvier 2062 il y
aura 13 années bissextiles, donc (50 X 365 + 13) jours.

50X365+13=1X1-1=0(7) ; le 1¢ janvier 2062
sera donc un dimanche.

F10n regarde le 5 octobre de I'année scolaire en cours
et on procéde comme dans la question [EX.

Cédric Villani est né un vendredi.

[l a. Tant que le quotient g, n'est pas nul, on a
Qk—1— Gk =29,k + 1, — qx = g, t 1, >0, car g, non nul.
Donc la suite (g,) est strictement décroissante.
b. ll'y a un nombre fini d'entiers entre g, et 0.
c.a=2q,+n=22g9+nr)tn

=22, +2r+1n= ..

=2"Gm_1 + 2" T 4+ 26 40,
Comme g,, =0, g, —1 = Iy, ; d'ou I'écriture finale.
Fla.2=10";10=1010°;
26 = 11010°;111 = 1101111°.
b.ﬁ2=2;m2=7;
10101° =21;110010101° = 405.
Ela.PourTl:

:End

EDiSP 1

Pour Casio, il suffit de rajouter « STOP ».
b.8=23;12=234+22;19=2*+2+1.

[N 252 posséde 3X3X2 =18 diviseurs positifs
qui sont :
1;2;3;4;6;7;9;12;14;18;21,;28;36;42;63;84;
126;252.
F1 496 = 2% X 31 posséde 5X 2 = 10 diviseurs positifs
qui sont:
1;2;4;8;16;31;62;124; 248 ;496.
El 6(252) = 728 # 2 X 252, donc 252 n'est pas parfait.
0(496) = 992 = 2 X 496, donc 252 est parfait.
O(1+2+22)(1+3+32)(1+7)=7X13X8

= 728 = 0(252).
(1+2+22+234+2%)(1+31)=31x32

=992 = §(496).

[ On conjecture que :

a(n)=0+p+... +p)1+qg+..+q)0+r+ ... +r).

[Ha.Le nombre de diviseurs positifs de n est
(@+ 1B+ 1)y +1).

b. Chaque terme du développement est de la forme
pog°rfavec 0<a<a;0<b<pP;0<c<7y;comme
p? divise p2, p® divise p? et p divise p*, p?q®r¢ divise
pqiry.

c.Le nombre de termes du développement est
(@+1)B+1)(y+1).

d. D’apres les questions précédentes, ce développe-
ment est la somme de tous les diviseurs positifs de n.

I]2574= 3‘><%,doncv3<ﬁ>= 1;

5
24 _ 124 24\ __ ..
5 =5"'X 1 ,doncv5(5>— 1;
24 _ 50y 24 24\ _
5 —7><5,doncv7<5>—0.
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100 _ oy 4 100\ _ 5.
2] 3 —5><3,doncv5< 3> 2;
5

405 _ 135 _ 5.5 405\ _ ..
12~ 4 =3°X doncv3( 12 )—3,
49 _ 2y ] 49

20 =7 2O,donc v7<20> 2.

75 —31>< ,doncv3(75)=1;

36 = 36><—,donc v(3%)=6;

25 o 25 25
16 7><16,doncv7(16> 0.
El pk = p* >< ,donc v, (p*) = k.

[ xy = pk*! % avec ac et bd non multiples de p. On a

vp(x) = k+ 0.
Hv,(x)= vp<§><y> = vp<§> +v,(y),
donc on déduit v, (%) = v, (x) = vy(y).

[3 a. Ce programme calcule la valuation 2-adique d’un
entier naturel.

b.[f Prog Edit ajouteff3

valin,p):={

J:=0;

tantgue (n%(p*j)==0) faire
J:=3+1;

ftantgue

1:=3-1

H

- r

k etv,(y)=0etonabienv,(xy)=

nt K (F9| Save

/i Parsing val
/i warning: |, declared as global variable(s) compiling val

Daone

lafvalis,3)

0
afval(121,11)

2
le]21145 2)

4
[ffvaic119.7)

| 1

E1{0;1;2;4;5;8;9}CS.

F1Si le cercle de rayon r passe par un point a coordon-
nées entiéres, alors r> € S.

ElSoit n un entier naturel, alors n?=n?+0? et
n*4+1=n*>+12;doncn’eSetn’+1€S5.

Ea. (ac+ bd)f + (ad — b} = a>c + b2d? + 2abed

+a’d? + b2c? — 2abcd = a*c? + b*d* + a*d? + b 2.

b. Supposons que n et m sont deux éléments de S, alors

n=a*+b%>;m=c*+d.

On obtient :

nm = (a®+ b?*)(2 + d?) = a*c® + a*d? + b2c* + b*d?
= (ac+bdf +(ad — bcY €S

c. S n'est pas stable pour I'addition, car 1 et 2 sont dans

S, mais pas 3.

a a b e b2 a + b2
pair pair pair pair pair
impair |impair |impair | impair | pair
pair impair | pair impair | impair

[@a.On suppose N pair, donc daprés le tableau
ci-dessus, a et b ont méme parité.
Si a et b sont pairs, a+ b et a — b sont pairs et donc

a+b a—>b
et

sont des entiers.

2 2
a+bV , [a—b\V _ 2a*+2b2
b'( 2 )*( 2 )‘ 7
_a+b’ _ N
2 2"
. . N , N
c. Lentier > est somme de deux carrés, donc > eSs.

2 a. D'aprés le tableau du E, si N est impair, les entiers
a et b sont de parités différentes.
b.a*+b% = 40> + 4v* + 4v + 1

= 4(u?+v?+v)+ 1 =4k + 1 avec k entier.
Si N est impair et appartient a S, alors N est de la forme
4k + 1 avec k entier.
c.21 =4X5+1; or, 21 n'est pas somme de deux
carrés, donc la réciproque est fausse.
d. 8055 € S, car il est impair et pas de la forme 4k + 1
avec kentier: 8055 = 4X2013 + 3.

El k divise (n! + k).

F11l suffit de prendre n = 6: 6! = 720, donc, d’aprés
la question R, 722, 723, 724, 725, 726 sont cinq entiers
consécutifs non premiers.

E1 Oui, il suffit de prendre n égal a cent milliards plus un,
et d’appliquer le résultat de la question EI.

B 300 (1 - 55 )1 = 765 )X (1~ 765

= 222,87 < (100 — a)(100 — b)(100 — ¢)
222,87 _

=300 X 100° = 742900.

742900 = 22X 52X 17X 19X 23.

Le seul produit de trois entiers naturels inférieurs a 100

égal a 742 900 est alors (22X 23) X (5 X 17) X (5% 19).

2°X23=92; 5X17=85; 5X19=095 donc les

remises sont (dans nimporte quel ordre) de 8 %, 15 % et 5 %.
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PGCD et nombres
premiers entre eux

) [ntroduction

1. Programme
Arithmétique

CHAPITRE

Les problemes étudiés peuvent notamment étre issus de la cryptographie ou relever directement de questions mathé-

matiques, par exemple, a propos des nombres premiers.

Exemples de problémes

Contenus

chiffrement de Hill).

Questionnement sur les nombres premiers : infinitude, répartition,
tests de primalité, nombres premiers particuliers (Fermat, Mersenne,
Carmichaél).

Sensibilisation au systéeme cryptographique RSA.

Problemes de codage (codes barres, code ISBN, clé du RIB, code INSEE).

Problemes de chiffrement (chiffrement affine, chiffrement de Vigenére,

« Divisibilité dans Z.

« Division euclidienne.

- Congruences dans Z.

« PGCD de deux entiers.

« Entiers premiers entre eux.
« Théoréme de Bézout.

« Théoréme de Gauss.
« Nombres premiers.

« Existence et unicité de la décomposition en produit de facteurs
premiers.

2. Intentions des auteurs

L'enseignement de Spécialité prend appui sur la résolu-
tion de problémes. Cette approche permet une intro-
duction motivée des notions mentionnées dans le
programme.

Cette phrase du programme a motivé un changement
de maquette par rapport aux chapitres précédents :

- la page « Partir d'un bon pied » est remplacée par une
page comportant quelques aspects historiques liés aux
notions qui seront traitées;

« les deux pages « Découvrir » sont remplacées par trois
pages « Du probleme vers les notions » qui abordent
des problémes proposés par le programme, avec une
reprise éventuelle en Travaux Pratiques ou Exercices
aprés |'étude du cours, et une page « Activités de décou-
vertes » plus proche des pages « Découvrir ».

La répartition des notions étudiées entre les deux
chapitres d'arithmétique a été pensée pour pouvoir
approcher les problemes de codage dans l'un et de
chiffrement dans l'autre. Le questionnement sur les
nombres premiers est présent dans les deux chapitres.

Du point de vue mathématique:
le chapitre 14 traite des notions de PGCD et d'entiers
premiers entre eux.

Les exercices d’application sont majoritairement simples
pour une bonne assimilation des notions nouvelles.

Les probléemes sont de difficultés hétérogenes, avec
quelques énoncés assez difficiles pour que chacun y
trouve son compte.

Livre du professeur - CHAPITRE 14 PGCD et nombres premiers entre eux 1
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> Du probleme vers les notions

Les activités 1, 2 et 3 présentent des méthodes de chif-
frement dans un ordre chronologique.

Le chiffrement affine : codage
par substitution mono-alphabétique

Objectif
Décrire le chiffrement affine ; la question du déchiffrement
renvoie aux exercices, aprés l'étude du cours.

H Principe

Si a ou/et b sont supérieurs ou égaux a 26, ils peuvent
étre remplacés par le reste dans leur division eucli-
dienne par 26.

H Exemple

a.a=11;b=238.

b. 10-8-21-6-21-17-13-8-9-18-2-20-0-25-8-15-8-21-24-0.
C
Pialelclolelelelulilieleiminjolela|r]s|nlulv|w]x|y

N z
01l345678910|111213141515|1718]9202122232425
5 7] 9| 11) 13) 15 17) 19| 21| 3 25| 1 3 5 7 911|131517 19) 21) 33| 25| 1] 3|cléf2)
] 6 2
3

A&

10] 14 18] 2| o] 4] 8 12 16] 20 24 o] 6] 0] 14 18] 22| 0] 4| 8] 2] u6] 0] 4] 2ueies)
16| 3| 16 3| 16 3 36| 3[ 16| 3| 16| 3| 16 3 36| 3[ 16| 3 16| 3|16 3 36| 3] 1eleéinzy)

I PYe F re

Ces clés ne sont pas satisfaisantes, car des lettres diffé-
rentes ont le méme codage.

El1<a<25 et 0<b< 25, donc on peut concevoir
25X 26 = 650 clés différentes, mais certaines ne sont
pas satisfaisantes comme nous I'avons vu dans la ques-
tion précédente.

Le chiffrement de Vigenére :
codage par substitution poly-
alphabétique

Objectif

Décrire le chiffrement de Vigenére explicitement cité par le
programme.

Ha.LEKVDQRHHULSR

b. Une méme lettre ne recoit pas toujours le méme
code : par exemple, dans la question a., la lettre M est

codée une fois L et une seconde fois Q.
c.| AMVERY HAPPY

Le systéme cryptographique
R.S.A.

Objectif

Décrire le systéme RSA ; les justifications renvoient a un TP
apres ['étude du cours.

Ela.n=13X29=377 ; 1<d<336 et 5d =1(336)
donne d = 269.

b. 67 est le code ASCII de la lettre C et 266 est son code,
c'est-a-dire le reste de la division euclidienne de 67° par
377.

c. Alice doit calculer le reste de la division euclidienne de
266%%° par 377 ; elle va obtenir 67.

©) Activités de découverte

Recherche du PGCD :
algorithme d'Euclide

Objectif
Justifier la recherche du PGCD en utilisant I'algorithme
d’Euclide vu en Troisiéme.
K Si b divise a, le PGCD de a et b est b.
E1 1l existe un entier g tel que a = bg + r.
a. Si d divise a et b alors d divise a — bqg, c'est-a-dire d
divise r.
b. Si d divise r et b alors d divise b + rqg, c'est-a-dire d
divise a.
c. Les couples (a, b) et (b, r) ont les mémes ensembles
de diviseurs communs, donc ils ont le méme PGCD.
Ha.Sir, = 0,PGCD (a,b) = PGCD (b, ry) = ry.
Sinon, PGCD (a, b) = PGCD (b, ry) = PGCD (ro, ;) eton
écrit la division euclidienne de r par ry.
b. La suite des restes étant strictement décroissante
et minorée par zéro, on aura un reste nul au bout d'un
nombre fini d'étapes.
c. D'aprés H c., le dernier reste non nul est le PGCD de
aetb.
o ALGO.
Variables :
a, b, r: entiers ;
Début

Entreraet b

r<1

Tantquer>0

r—a-— bXEnt(%)

a<b

b—r

Fin tant que;

Afficher « PGCD (a,b) = »,a;
Fin.

Programme calculatrice :

PROGRAM: EUCLIDE
: PromrFt.

tPromet. B

: 1+R

thhile RXE
tA-B+int(A-BX+RE
tB+H

tR+BE

tEnd
t0isp "PGCOCA:ZEX
=", AN

Test :

FramEUCLIDE
A=712

E=72
PGECOCA:EN=

Oone
[ |
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PGCD et décompositions

en produits de facteurs premiers
Objectif

Utiliser les décompositions en facteurs premiers pour
obtenir un PGCD.
Ha. a=2X3%X5X11%;b=22X52X11X17.

b. Les facteurs premiers pouvant figurer dans la décom-
position de d sont :

2 avec l'exposant 1 ; 3 avec l'exposant 1 ; 5 avec pour
exposant 1,2 ou 3; 11 avec pour exposant 1 ou 2.

c. Les facteurs premiers pouvant figurer dans la décom-
position de d sont :

2 avec pour exposant 1 ou 2; 5 avec pour exposant 1 ou
2; 11 avec I'exposant 1; 17 avec I'exposant 1.

d. Les facteurs premiers pouvant figurer dans la décom-
position de d sont :

2 avec l'exposant 1 ; 5 avec pour exposant 1 ou 2 ; 11
avec l'exposant 1.

e.PGCD (a,b) = 2X 52X 11 = 550.
E1 On prend les facteurs premiers communs aux décom-
positions de a et b auxquels on attribue un exposant
égal au plus petit des deux exposants présents dans les
décompositions de a et b.
Ha=2X5X72X11X17 et b=2*X52X113X17,
donc PGCD (g, b) = 22X 5X 11X 17 = 3740.

Exercices d’application

RIVCUSENED caiculer un PGCD

a.PGCD(a, b) = 50.
b. PGCD (a, b) = 200.
¢.PGCD (a,b) = 22.

EI PGCD (456,1548) = 22X 3 = 12.
F1PGCD (4416,1225) =1 (ces deux entiers sont
premiers entre eux).

a.35X 15 =525et35X16 =560 ;
b.17X30 = 510 et 17 X 31 = 527.

ﬂ 1;2;5;10etleurs opposés.

E a. 10.
b. 25.
c 1.

SRLALSEUEY Utiliser le théoreme
de Bézout

Ea.d=15.

b. 495u+ 150v = 15 < 33u + 10v = 1 ; l'algorithme
d’Euclide conduitau =—3,v = 10.

a.(n+1)><1+n><(—1)=1.

b. Oui : si on note 2k+ 1 et 2k — 1 ces deux entiers
impairs consécutifs, I'algorithme d’Euclide conduit a la
relation: (2k + 1)(1 —k)+ (2k— 1)k = 1.

c. Non :ils ont 2 pour diviseur commun.

El. so- 3X13;50 =2X52%

Donc PGCD (a,b) = 1.

b. Le théoréme de Bézout assure de l'existence des
entiers u et v; l'algorithme d’Euclide conduita u = 9 et
v=—7.

ﬂ Supposons que p divise le produit ab.

Si p divise a, alors c'est fini, car on a bien p divise a ou b
(méme raisonnement si p divise b).

Si p ne divise pas a, alors p est premier avec a et d'aprés
le théoréme de Gauss, p divise b.

Réciproquement, supposons que p divise a ou b, par
exemple, p divise a.

Alors, il existe un entier k tel que a = kp, donc
ab = kpb = (kb)p ce qui prouve que p divise le produit
ab.

D) [ravaux pratigues

Suites et PGCD

H —5u, + 4v, = 7 ; or, sid divise u, et v,, alors d divise
—5u, + 4v,, donc d divise 7.

Ainsi, les valeurs possibles du PGCD de u,, et v, sont 1
ou7.

Ha. Si u, et v, ne sont pas premiers entre eux, alors,
d'aprés le résultat de la question précédente, 7 divise u,
etv,.

Alors, 7 divise v, —u, =n+2;doncn=—2=5(7).
b. Réciproquement, si n=5(7), u,=21=0(7) et
v,=28=0(7).

c. Conclusion : « u, et v, ne sont pas premiers entre
eux » & n=5(7).

Les « nombres de Fermat »
Ha.R,=3; F,=5; F=17. lls sont effectivement
premiers.
b. f; =257 est premier; F, = 65537 est premier;
Fs = 4294 967 297 est divisible par 641, donc n'est pas
premier et la conjecture de Fermat n'est pas avérée.
Ha.F,=1+22"=1+2""=1+222
=1+ =a +1.
= 1—(—a) 1+a F,

i=2K=1 ,
c.Comme Y, (—a) est une somme d'entiers, c'est
i=0
un entier et £, divise f, — 2.
d. Si d divise F, et F,, — 2, alors d divise leur différence
2,doncd=1oud=2;or,F, estimpair,doncd = 1.
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Le « petit théoréeme » de Fermat

Kl a. On raisonne par I'absurde :si n, = 0, p divise k X a ;
or, p est premier et ne divise pas a, donc p est premier
aveca;alors, selon le théoréme de Gauss, p divise k. Mais
ceci est impossible, car k est comprisentre Tetp— 1.
b.Si ka=rn(p) et k'a=r(p), alors (k—k')a=0(p);
si k' # k le méme raisonnement que dans la question [l
conduit a une impossibilité.

Comme 1<k<p—1 et daprés a., 1sp<p—1,
d'apres ce qui précede, r, prend toutes les valeurs
possiblesdeTap—1.

c. En multipliant les p—1
pour 1<k<p-—-1, on
(p=1taP" " =(p—1)!(p).

d. Daprés c., p divise (p—1)1(a?P""=1). Or, p ne
figure dans aucune des décompositions des facteurs du
produit (p — 1)!, donc p ne divise pas (p — 1)!, donc p
est premier avec (p — 1)! ; dong, selon le théoréme de
Gauss, pdiviseaP ™' — 1.

E1Si p ne divise pas a, d'aprés le petit théoréme de
Fermat, a?~' = 1(p),donc a’? = a(p).

Si p d|V|se a, p divise a? — a,donc a” = a(p).

relations ka =r.(p)
obtient alors

H 22" = 2P~ —1;comme p ne divise pas 2, le petit
k=0

théoréme de Fermat permet de conclure que p divise
2P~ -1,

Le systéme cryptographique R.S.A.
ElExistence du nombre d

a. e est premier avec n’, dong, selon le théoreme de
Bézout, il existe des entiers relatifs u et v tels que
eu +n'v =1 ;'entier u vérifie donc eu = 1(n’).

b. Existence de d:

on écrit la division de u par n" :

u=gqgn +d avec 0<d<n'. Alors, d=u(n’), donc
ed = eu = 1(n’). D'ot l'existence de d.

Unicité de d:

sid’ estun entiertel que ed’ = 1(n’) et 1 < d’ < n’, alors
ed' = ed (n'),donc n’ divise e(d’ — d) ; n’ étant premier
avec e, d'aprés le théoréme de Gauss, n’ divise d’ — d ;
or,—n'<d" —d<n',doncd = d.D'oul'unicité.

ElLe déchiffrement

a. Par définition de cona m®
d'ou I'équivalence souhaitée.
b. ed = 1(n’), donc n’ divise ed — 1, donc il existe un
entierttelqueed = 1+ tn'.

Si p divise m, alors p divise m® — m.

Si p ne divise pas m, alors d'apres le petit théoreme
de Fermat, mP~'=1(p); en élevant a la puissance
t(g — 1) on obtient m" = 1(p), puis en multipliant par
m, m*=m(p).

c. Comme p et g sont deux nombres premiers distincts
divisant m®® — m, ils sont tous les deux présents dans la
décomposition en facteurs premiers de m® — m et, par
conséquent, leur produit pg = n divise aussi m*® — m.
Alors, avec Fla., ¢? = m(n), donc Alice retrouve bien
m en calculant le reste de la division euclidienne de c?
par n.

= c(n),donc m® = c?(n),

D) Faire le point

[lb.etc. Ha.etb. Hc. Ba.etc. Hc. Ba.etb.
I]Vrai.

E Faux (contre exemple:a =7 et b = 4).
El Faux (méme contre exemple que E1).

1 vrai. HVrai.
[ Faux (contre exemple:a =6, b =4, c = 3). HVrai.
K Vrai. E Vrai. E Vrai. O Vrai.

D) Exercices d’application

D PGCD de deux entiers

20 [N Faux : avec a négatif.

1 Vrai : par définition du PGCD.

[E1 Vrai : a et b sont multiples de 4, donc de 2.
EiFaux:a=6etb=3.

E Faux : c'est d qui divise PGCD (a, b).

[b.etc. Fla.etc. Fla.eth. E1b.

[l Faux:a=7etb=5.

FA Vrai : si d divise a et b, alors d divise a + b et a — b.

ElVrai : d divise 2a+ b et 3a+ 2b, alors d divise

a, car a=2(2a+b)—(3a+2b) et d divise b, car

b=(2a+b)-2a.

E1Vrai : si d divise a+ kb et b, alors d divise a, car
=(a+kb)—kb.

K1 PGCD (a, b) = 14.
E1PGCD (a,b) = 22.
El PGCD (a, b) = 25.
E1PGCD (a,b) = 63.

2 k1 PGCD (a,b) = 16.
F1PGCD (g, b) = 29.
ElPGCD (g, b) = 237.

1 PGCD (a,b) = 22.

a.lIPGCD(g,b) =2°X11=44;H1;2;4;11
22 ;44 et leurs opposés.

b.EIPGCD (a,b) =2%3°X5=90;F11;2;3;5;6;9;
10;15;18;30;45;90 et leurs opposés.

a 8
EﬂPGCD(a,b)=233;F=7.

_ .a _ 25

FIPGCD(a,b) = 121; - = 57
EIPGCD (a,b) = 1710; 0 = 19512,

EISi d divise a et b, alors il divise
b—a=(n+1)—n=1,doncd divise 1 et comme le
seul diviseur positifde Test 1,onad = 1.
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Fl1D'aprés la questionl, on a Div' (a,b)c{1} et
comme {1}cDiv*(a,b), on obtient finalement
Div™ (a,b) = {1}.

@ [l Si d divise a et b, alors d divise b — 2a qui vaut 1,
doncd = 1.

E1Daprés la questionEl, on a Div' (a,b)C{1} et
comme {1}cCDiv'(a,b), on obtient finalement
Div* (a,b) ={1}.

E [l Si d divise a et b, alors d divise 2a — b qui vaut 1,
doncd =1.

EID'aprés la question El, on a Div* (a,b)c{1} et
comme {1}cDiv*(a,b), on obtient finalement
Divt (a,b) ={1}.

1 Si d divise a et b, alors d divise 3a — 4b qui vaut
1,doncd = 1.

FlD'aprés la question El, on a Div' (a,b)c{1} et
comme {1}cCDivi(a,b), on obtient finalement
Div (a,b)={1}.

[l Lobservation de la diagonale permet de
conjecturer que, pour tout entier naturel non nul g,
PGCD (g, a) = a.

Justification : a divise a, donc a divise PGCD (a, a) et
PGCD (a, a) divise a, donc PGCD (g, a) = a.

F1 Lobservation de la colonne B permet de conjecturer
que, pour tout entier naturel non nul a, PGCD (a,1) = 1.
Justification : 1 divise a et est le seul diviseur positif de 1,
donc PGCD (ag,1) = 1.

El Ces colonnes ne comportent que deux valeurs : 1 et le
nombre de la premiére ligne.

Les colonnes dans lesquelles il n'y aura que deux valeurs
distinctes sont les colonnes correspondant aux nombres
premiers, car ces derniers ont exactement deux divi-
seurs positifs.

I3 Le résultat mis en évidence est : si a est premier et si
1<b<a—1,alorsPGCD (a,b)=1.

Justification : les seuls diviseurs de a sont 1 et g, et a ne
divisepasb,car1<b<a-—1.

I]3n+2=2><(n+1)+n;n+1 =1Xn+1.
Fsn+7=2X(2n+3)+(n+1);
2n+3=2X(n+1)+1.
El3n?+5n+1=(n+1)X3Bn+1)+n;
3n+1=3Xn+1.

EN Si d divise a et b, alors d divise 15a + 4b et
11a + 3b ; en particulier, PGCD (g, b) divise a et B, donc
il divise leur PGCD.

Fl3a—48=aet—11a+ 153 = b.

[EX D’apres F1 et avec un raisonnement identique a celui
de [l on en déduit que PGCD («, B) divise PGCD (a, b).
Finalement, PGCD (a, b) = PGCD (a, B).
a'+b’=%=20; et b
premiers entre eux et a’ = b’, les possibilités sont :

comme d sont

{a’ = 19_{0’ = 17_{a’= 13.{0' =11
b=1"1b=3"|b=7"[b=9"
Les couples (a,b) solutions sont donc :
(306;54),(234;126) et (198;162).

a—-b =%= 7,donc

PGCD (a’,b') =1 PGCD (b’ +7,b') =1 b’ nlest
pas un multiple de 7.

Les solutions sont les couples (15k + 105, 15k) avec k
entier naturel non multiple de 7.

(342;18),

ab = 1177324 =6 ; comme a et b’ sont premiers
entre eux et a’ = b’, les possibilités sont :

{g, z?, {g — 2 Les couples (a,b) solutions sont
donc:(102;17) et (51;34).

180 = 22X 32X 5 et 1< b < 180, donc les valeurs
possibles de b sont :
36;36 X2=172;36X3=108;36X4=144.

[l Si d divise a et b, alors d divise a — b.
FlSiddiviseaet a — b, alors d divise a — (a — b) = b.
E1 On en déduit que Div (a,b) = Div(a,a — b).

X Il existe un entier k tel que a = b + kn.

Si d divise a et n, alors d divise a — kn ; donc d divise b
etn.

Si d divise b et n, alors d divise b + kn ; donc d divise a
etn.

Ainsi, Div (a, n) = Div (b, n),

et par suite, PGCD (a, n) = PGCD (b, n).
Fla=5;b=10;n=25.

m El a. Ddiviseaet b, donc % et % sont des entiers

naturels (non nuls, car a et b sont non nuls).
b. D'apres la propriété d'homogénéité,

a b\ _ a b\ ...
PGCD(DXW,DX3>—D><PGCD<D ; D),cest—a—
direD=DXd;commeD #0,d=1.

E1 PGCD (% %) = 1, donc, avec la propriété d’homo-

généité, PGCD (a,b) = DX 1 =D.

EIDiv* (4494)={1;2;3;6;7;14;21;42;107;
214 ;652;749;1498;2 247, 4494}

Divf (1092)={1;2;3;4;6;7;12;13;14;21; 26;
28;39;42;52;78;84,;91;156;182; 273,364, 546;
1092} ;

Div* (728) ={1;2;4;7;8;13;14;26;28;52;56;91;
104;182;364; 728}.

PGCD (4 494,1092,728) = 14.

E1 a. Sik divise a et b, alors k divise d ; dong, si k divise g,
betc, alors kdivise d et c.

Réciproquement, si k divise d alors k divise a et b ; donc
si k divise d et ¢, alors k divise g, bet c.

Finalement Div (a, b, ¢) = Div (d, ¢) ;

donc PGCD (a, b, ¢) = PGCD (d, ¢).
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b.4494 =4X1092+126;1092 = 8X 126 + 84;

126 = 1 X84 + 42 ;84 = 2X42,doncle PGCD de 4494
et1092est42et

PGCD (4 494,1092,728) = PGCD (42,728).

728 =17 X42+ 14 ;42 = 3X 14,

donc PGCD (42,728) = 14.

E1 Les facteurs communs aux trois décompositions sont
2et7:2X7 =14.

1 a. k divise d et d divise a, donc k divise a ; de méme
pour b et c.

b. k divise a et b, donc k divise d, ; k divise d; et ¢, donc
k divise PGCD (d,, c), c'est-a-dire, avec la question E,
k divise PGCD (a, b, ¢).

c. D'aprés les décompositions données par le logiciel,
PGCD (84,126,294) = 2X3X7 =42,

Donc les diviseurs communs aux entiers 84, 126 et 294
sont les diviseurs de 42, c'est-a-dire:1;2;3;6;7;14;
21 ;42 et leurs opposés.

E La distance maximale entre deux plants est
PGCD (1020, 780) = 60 centimétres.

Il faut 2 ><< 1020 + &> = 60 plants.

60 60

L'aréte la plus grande possible d'un cube, en mm,
est égale au PGCD des entiers 308, 140 et 84, c'est-a-dire

28 mm.

308 _ 140 _ 84 _
W—H, 728 —5, 18 —3, donc

minimal de cubes est 11 X5X 3 = 165.

le nombre

m Le nombre maximal de bouquets identiques est
PGCD (244, 366,183) = 61.

Un bouquet sera composé de 244 _ 4 lys,
61
366 _ 6 roses et 183 3 ceillets
61 61 )

) Théorémes de Bézout et de Gauss

I]a.,b.etc. Hc Hb. da.

E [N Faux ; un contre exemple : a = 10.

F1Vrai; 9a = 6k, donc 3a = 2k, donc 2 divise 3a ; or, 2
est premier avec 3, donc 2 divise a.

ElVrai; 500 = 4 X 53 et g est premier avec 5, donc avec
53, donc a divise 4.

3 Faux ; un contre exemple:a = b = c.

H Faux; un contre exemple:a =b =3 ;c = 2.

Mao. B Hb O

m [N D divise a et b, donc D divise au + bv.

F11l existe des entiers relatifs u et v’ tels que
au’ + bv’ = D et un entier k tel que d = kD. Les entiers
relatifs u = ku’ et v = kv’ vérifient alors au + bv = d.

a. 5 et 9 sont premiers entre eux ; (2;—1) est un
couple solution.

b. 2 est le PGCD de 94 et 22 ; (4;—17) est un couple
solution.

c.5estlePGCDde 15et55;(4;—1) est un couple solu-
tion.

@ Il Lalgorithmed’Euclidedonne:35 = 12 X2 + 11 ;

12=11X1+1.

35 et 12 sont premiers entre eux, donc d'apres le théo-

reme de Bézout, on est assuré de l'existence de deux

entiers u et vtels que 35u + 12v = 1.

On obtient alors :

1T=12-11X1=12-(35-12X2)=—35+12X3.

De l'égalité 35X (—1)+ 12X 3 = 1 on obtient :

35X(—=3)+12X9 =3,

(u,v) = (9,—3) est un couple solution.

F1 PGCD (140, 56) = 28 (obtenu grace aux décomposi-

tions en facteurs premiers des deux entiers).

D’aprés une propriété du cours, il existe deux entiers u et

vtels que 140u + 56v = 28 et comme 28 est un diviseur

de 84, on aura 140(3u) + 56(3v) = 84.

Calcul des entiers u et v : 140 = 56 X2 + 28, donc

28 = 140X 1 + 56 X(—2).

D'ou : 140X3 + 56 X(—6) =84 ; (u,v)=(3,—6) est

un couple solution.

EJ1 PGCD (980, 350) = 70 (obtenu grace aux décompo-

sitions en facteurs premiers des deux entiers).

D'aprés une propriété du cours, il existe deux entiers u

et vtels que 980u + 350v = 70 et comme 70 est un divi-

seur de — 140, on aura 980(— 2u) + 350(—2v) = —140.

Calcul des entiers u et v : 980 = 350 X 2 + 280, donc

350 = 280 X 1 + 70, donc on obtient :

70 = 350 — 280X 1 = 350 — (980 — 350 X 2)
=—1980 + 350 X 3.

Dol : 980 X2 + 350 X(—6) =—140 ; (u,v) =(2,—6)

est un couple solution.

E Le résultat étant 1, le théoréme de Bézout
permet d'en déduire les quatre couples d'entiers natu-
rels premiers entre eux suivants : (15101,9103),
(15101, 4 630), (2791,9103), (2791, 4 630).

Eﬂ—zx(9n+4)+9x(2n+1)=1.
Fl1x(n?+2n—-2)—(n—1)X(n+3)=1.
B1X(n+17—-nX(n+2)=1.

Cet algorithme donne un couple (u,v) dentiers
relatifs solutions de I'équation au + bv = PGCD (a, b).
Pour I'exercice 49 on retrouve exactement les couples
obtenus précédemment.

Pour l'exercice 50 on n'obtient pas directement le
couple attendu ; par exemple, pour la question a. le
programme donne PGCD (a,b) = 1;u=3;v=—1;il
reste a multiplier par 3 pour retrouver le couple solution
(9,—3).

Il existe des entiers u et v tels que au + bv =1 et
des entiers u" et v’ tels que au’ + ¢cv' = 1.
Onadonc (au + bv)(au’ +cv') = 1

& a’uu’ + acuv’ + abwu’ + bew’ = 1.
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Ceci équivaut a a(auu’ + cuv’ + bwu') + be(w') = 1.
Les nombres entre parenthéses étant des entiers, d’aprées
le théoréme de Bézout, a et bc sont premiers entre eux.

E a+b et a—b sont premiers entre eux donc,
d'aprés le théoreme de Bézout, il existe des entiers
relatifs u’ et v’ tels que (a+ b)Xu +(a—b)Xv' =1
que l'on peut écrire ax(u' +v)+bXx(u —v)=1;
comme u = u +v' etv=u —Vv sontdes entiers rela-
tifs, d’aprés le théoreme de Bézout, a et b sont premiers
entre eux.

E [l -A+2B=aet2A—3B=b.
Flau+bv=1<(—A+2B)u+(2A—3B)v =1

S A(—u+2v)+BQ2u—3v)=1.
ElComme U=—u+2v et V=2u—3v sont des
entiers relatifs, d'aprés le théoréeme de Bézout, A et B
sont premiers entre eux.

au+bv=1 (a+kb—kb)u+by=1

S(a+kb)u+b(—ku+v)=1;
comme u et (—ku + v) sont des entiers relatifs, d’aprés
le théoreme de Bézout, a + kb et b sont premiers entre
eux.

@ [ a. 4 et 7 sont premiers entre eux.
b.7=4X1+3et4=3X1+1;
donc1=4-3=4—(7-4)=4X2+7X(-1).
(2,—1) est donc un couple (u, v) solution.
c. En multipliant par 10, on obtient le couple (20, —10)
solution de (E).
Flax+7y =10 4x+ 7y = 4X 20+ 7 X(—10).
& 4(x—20)=7(-y—10).
El 4 divise 7(— y — 10) et est premier avec 7, donc, avec
le théoréme de Gauss, 4 divise (— y — 10).
Il existe donc un entier relatif k tel que —y — 10 = 4k,
ou encore y =—4k —10.
Alors: 4(x —20)=7(—y —10) < 4(x — 20) = 7 X 4k.
S x—20=7k& x =20+ 7k
D'ou les couples solutions (7k + 20, — 4k — 10) avec k
entier relatif.

59| L'algorithme d’Euclide donne la solution (— 3, — 2).
s={(8k—3;5k—2) ke Z}.

60| Lalgorithme d’Euclide donne la solution (1;—6)
pour 'équation 13x + 2y = 1 ;d'oulasolution (11; — 66)
pour I'équation 13x + 2y = 11.
s={(2k+11;-13k—66), k€ Z}.

L'algorithme d’Euclide donne la solution (—4;—1)
pour léquation 6x—25y=1; dou la solution
(—400;—100) pour I'équation 6x — 25y = 100.

S = {(25k — 400 ; 6k — 100), k = 17}.

Attention : on cherche des entiers naturels.

ER 1l faut que deux lettres différentes ne recoivent
pas le méme code.

ax+b=ax +b(26) < 26/a(x—x') ; si a et 26 sont
premiers entre eux alors, d'apres le théoreme de Gauss,
26|(x — x’) ; mais —25 < x — x’ < 25, donc x = x’ et la
clef (a, b) est donc satisfaisante.

F1 D'aprés le théoréme de Bézout, il existe des entiers
relatifs u et v tels que au + 26v = 1 ; alors au = 1(26).
ElSi y=ax+b(26) alors uy=x+bu(26), car
au = 1(26) ;donc x = uy — bu (26).

La fonction g : y /> uy — bu convient pour décoder les

messages.

I3 Avec I'algorithme d’Euclide, on obtient u = — 7. Donc
g(y)=—7y +56.
Lettres codées I F|A|E|A| Y | I|N
Numéros 8  5/0/4 0 |24|8 13
Numéros décodés | 0 (21| 4 | 2 | 4 |18| 0 |17
Lettres décodées A|V| E C/E|S AR

EF On conjecture que pour tout entier naturel x,
7x*> — 1 et 8x + 3 sont premiers entre eux.

F1 a. Si un entier d divise 7x*> — 1 et 8x + 3, alors il divise
—8(7x2 — 1)+ 7x(8x +3) = 21x + 8.

b. 8(21x+8)—21(8x + 3) = 1, donc, d'aprés le théo-
reme de Bézout, 21x + 8 et 8x + 3 sont premiers entre
eux, donc, d’aprésFl a., 7x*> — 1 et 8x + 3 sont premiers
entre eux.

m a et b divisent ¢, donc il existe des entiers a’ et b’
telsquec=aXa =bXb'.

Alors, a divise b X b’ et est premier avec b, donc, d'aprés
le théoréme de Gauss, a divise b'.

Donc il existe un entier k tel que b" = kX a.

Ainsi, c = bXb" = kX ab, donc ab divise c.

E [N On cherche des entiers naturels x et y tels que
2x + 5y = 57.

L'algorithme d’Euclide donne la solution (—2;1) pour
I'équation 2x + 5y = 1 ; d'ou la solution (—114;570)
pour I'équation 2x + 5y = 57.

Dans Z on obtient {;(:__Skz;_: 154; ke 7.
x=20o k=23 et y=20< k< 28, donc Medhi a six
possibilités pour payer Audrey.

Flléquation 2x+5y =1 ayant une solution en
nombres entiers relatifs, pour toute somme entiére
S, l'équation 2x + 5y = S a des solutions en nombres
entiers relatifs.

EIPGCD (2,10) = 2, donc léquation 2x+ 5y =S na
des solutions en nombres entiers que si S est pair.

@ EISi x=1 [léqgalité est vérifiée, car les deux
membres sont nuls.
Si x # 1 I'égalité est vérifiée car:
k_
Thx+x2+ . +x =X "1
x—1
Fla.a"—1=(a?) -1
= .
=(a?- 1)(1 +a+ ... +(ad) 1) d'aprés [l
d dyk—1 . d
Comme (1+a?+ ... +(a%) est un entier, a® — 1
divise a" — 1.
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b. 4 divise 2 012, donc, avec a., 2* — 1 divise 22°12 — 1 ;
or,2* —1 =15,donc 3, 5 et 15 divisent 22°12 — 1.
Ha. (@™ -1)—(a" —1)a“
— (amu _ -I)_ (anv _ -I)amufnv
= g™ —1 _amu_i_amu—nv:ad_-l.
b. D’apres E a., I'équation :

(@ —=1)x+(@ —1)y=a%-1
a des solutions en nombres entiers, donc a? — 1 est un
multiple du PGCD de (a™ — 1) et (a™ — 1).
Par ailleurs, d divise m et n, donc d divise mu et nv, donc
d'aprés Fla., a® — 1 divise (a™ — 1) et (" — 1), donc
a? — 1 divise le PGCD de (a™ — 1) et (@™ — 1).
Bilan: a? — 1 estle PGCD de (@™ — 1) et (a™ — 1).
On applique le résultat précédent avec m =3;
u=21;n=3;v=20;d=3.LePGCD de 23 — 1 et
20— 1 estdonc2>—1=7.

> Prépa Bac

Partie A

[l n s'affiche lorsque n + 3 divise n®> — 11n.
F10n obtient les entiers 0;1;3;5;9;13;21;45.
Partie B
[N Si d divise a et b, alors d divise bc — a ; donc d divise
bc—a etb.
Si d divise bc—a et b, alors d divise
—1X(bc—a)+ cXb = a;doncddivise aetb.
Ainsi, Div(a, b) = Div(bc — a, b), donc:

PGCD (g, b) = PGCD (bc — a, b).
F10n développe le membre de droite.
E1 On applique le résultat de B. El aux entiers naturels
nonnulsa=48,b=n+3,c=3n*>—9n+ 16.
EIDiv* (48)={1;2;3;4;6;8;12;16;24;48}.
n + 3 divise n®> — 11n
& PGCD (30— 11n,n+3)=n+3
& PGCD(48,n+3)=n+3 < n+ 3 divise 48,
n+3e€{1;2;3;4;6;8;12;16;24;48}etn>0,
doncn€{0;1;3;5;9;13;21;45}.

@ Partie A

X Voir le cours, page 482.

F1p et g divisent g, donc il existe des entiers p’ et g tels
que a = pp’ = qq’ ;alors p divise gq’ et est premier avec
g ; donc, d'aprés le théoréme de Gauss, p divise g'. Ainsi,
il existe un entier k tel que g = pk ; alors a = gpk, donc
pq divise a.

Partie B

[l a. 5 et 17 sont premiers entre eux ; I'algorithme d’Eu-
clide donne le couple (—2;7).
b.5v=1-17u=1(17), donc nye=9(17) et
17u=1-5v=1(5);donc ny = 3(5).
c.Aveclecouplede fla.3 X7 X(—=2)+9X5X7 =213
appartienta S.

Fl1a.onapplique A.Elaveca=n—ny, p=17,q9 = 5.

b.Sin e S,alors n =213 = 43(85) ;donc n = 43 + 85k
avecke Z.
Réciproquement, si n = 43 + 85k avec ke Z, alors
n=43=9(17)
{n =43=3(5)
Partie C
LenombrendejetonsappartientaS,doncn = 43 + 85k
avec k € 7 ; la seule solution comprise entre 300 et 400
est 383.

;doncnes.

Bl m7x77=53= 2X256 +27,donc f(77) = 27 ;
7X97 =679 = 2 X256 + 167,donc f(97) = 167 ;
7X116 = 812 = 3X256 + 44,donc f(116) = 44 ;

7 X104 = 728 = 2X 256 + 216 ; donc f(104) = 216.
Ela.Si f(n)=f(m),alors 7n = 7m (256),

donc 7(n —m)=0(256).

b.D'aprés Ela., si f(n)=f(m), alors 256/7(n —m);
or, 256 et 7 sont premiers entre eux, donc 256| (n—m).
Mais —254 < n—m < 254, donc n—m = 0. Ainsi, si
n# m,alors f(n)#f(m).

El a. 256 et 7 sont premiers entre eux.

b. 256 X(—5)+7X183 = 1.

€. 183 Xf(n) =183 X7n(256) = n(256) d’aprés El b.
d. g(x) est le reste de la division euclidienne de 183x
par 256.

e.183X27 = 4941 = 19X 256 + 77,donc g(27) = 77.

Exercices d'entrainement

[l a.Comme 11 et 7 sont premiers entre eux, il
existe, d’apres le théoreme de Bézout, deux entiers u et
u telsque 11u + 7u’ = 1 ;il suffit de prendre v’ = —v.
De facon évidente, le couple (2;3) est solution, sinon
on utilise I'algorithme d’Euclide.
b.Ona11X2—-7X3=1,donc11X10—-7X15=5
en multipliant par 5.

Une solution particuliére de (E) est le couple (10;15).
1MMx—=7y =5 )

11X10-7X15=5"

donc, par soustraction, 11(x —10)—7(y —15) =0 ce
qui équivauta 11(x —10) = 7(y — 15).

11 divise 7(y —15) et 11 est premier avec 7, donc,
d’'aprés le théoréme de Gauss, 11 divise (y — 15). Il existe
un entier A tel que (y — 15) = 11, donc y = 11A + 15.
Onaalors 11(x —10) = 7X 11A etdonc x = 7\ + 10.
Réciproquement, 11(7A + 10) — 7(11A + 15) = 5.
Lensemble des couples-solutions est formé de ceux de
laforme (7A+10;11A+ 15),0u A € Z.

d. Un point M(x ; y) appartient a la droite si, et seule-
mentsi, 11x — 7y = 5.

c.Ona{

10 40
, {o<7>\+1o<so 7 SAs
On résout & .
0<TA+15<50 |_15 5 35

1S 1

Comme A est un entier, les seules valeurs possibles
sont: —1,0,1,2,3.

Ce qui donne les cinq points suivants: (3;4), (10;15),
(17;26), (24 ;37) et (31; 48).
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Fla.On a 11=1(5), donc 11x*=x*(5) ; 7=2(5),
donc 7y? = 2y%(5).
En passant aux congruences, on obtient :
2 _ 2 ’ N A 2 _ 2
x? =2y =0(5), clest-a-dire x*=2y*(5).
b. Tableaux de congruences modulo 5 :

X est congru a 0O/ 1|2|3]|4

x*estcongrua 0 | 1 | 4 | 4 |1

y est congru a 0o/ 12|34

2y’estcongrua| 0 | 2 | 3 | 3 | 2

c. D'aprés ces deux tableaux, le seul cas dans lequel on
a x> = 2y*(5) est celui dans lequel on a simultanément
x=0(5);y=0(5),doncxetysontdes multiples de 5
(x = 5k et y = 5k’).

d. 11x* — 7y? = 5 sécritalors 11 X 25k*> — 7 X 25k'> = 5
& 25(11k* — 7k’?) = 5.Clestimpossible, car 11k> — 7k’
est un entier.

L'équation (F) n'a pas de solution.

N Faux ; contre exemple:a = 6 et b = 3.

F1 Vrai ; on raisonne par l'absurde : si le PGCD de a et b
était pair, 2 diviserait ce PGCD, donc 2 diviserait a et b
qui seraient donc pairs.

On peut aussi raisonner avec les décompositions en
produits de facteurs premiers.

El Faux ; contre exemple:a = 2 et b = 3.

1 vrai; il suffit d’appliquer le théoréme de Bézout.

3 Vrai; 9 et 17 sont premiers entre eux, donc il existe
des entiers u et vtels que 9u + 17v = 1 ; on prend alors
a=3uetb=3v.

[A vrai ; 42 est un multiple de 14.

[A=54+0+2+4+2+4=17;
B=9+1+3+1+3+5=22.
S=17+3X22=283,puis 83 = 10X8 + 3.

Comme le reste n'est pas nul,on calculec =10 —3 = 7.
Fla.B =u+13.

b.S =17+ 3(u+13) =56+ 3u.

c.Si $'=3(10), alors ¢ =10—3 =7 et l'erreur n'est
pas détectée.

Si l'erreur n'est pas détectée, alors ¢ =7 et donc
S’ =3(10).

d.S"=3(10)e 56 +3u=3(10) © 3u=—53(10)
©3u=-3(10)=3(u+1)=0(10)

< 10divise 3(u + 1).

e.Comme 10 est premier avec 3, d'apres le théoreme
de Gauss, 10 divise (u+ 1) ce qui est impossible, car
1< u+1<09.Le chiffre de contréle permettra donc de
détecter l'erreur.

PartieA
I:|n1234567891011 12 | 13

D 1/5/1[1|1/1|[5]1]|1] 1 1 5 1
E10n conjecture que D€ {1;5} et que les entiers
n®+n et 2n + 1 ne sont pas premiers entre eux si, et
seulement si, n = 2(5).

Partie B

[l a. Comme d divise 2n + 1, on a l'existence d’un entier
k tel que 2n + 1 = kd ce qui s‘écrit aussi kd —2n = 1.
D'aprés le théoreme de Bézout, d et n sont premiers
entre eux.

b.On a d ] n(n?+1) et d est premier avec n, donc
d’aprés le théoréme de Gauss, d divise n? + 1.
c.4(n*+1)—(2n—=1)(2n+1)=4n>+4—4n*> +1=5.
d.Comme d divise n>+ 1 et 2n+1, il divise aussi
4(n>+1)—(2n—1)(2n + 1), donc il divise 5.

On a montré que tout diviseur commun a n?+ 1
et 2n+ 1 divise 5, donc appartient a l'ensemble
{=5;-1;1;5}; de plus, D est positif, donc D € {1; 5}.
Fla.n?+1=(5k+2) +1 =25k + 20k + 5

= 5(5k2 + 4k + 1), donc 5/ n2 + 1.
2n+1=2(5k+2)+1=10k+5=5(2k+1),

donc 5/2 + 1.

Dans ce cas,on a 5 divise n®> + n et 2n + 1.
Or,De{1;5},donc D = 5.

b.Si D = 5, alors n® + n et 2n + 1 sont divisibles par 5
cequisécritn®*+n=0(5)et2n+1=0(5).

Or, I'entier n est congrua 0, 1, 2, 3 ou 4 modulo 5.

modulo 5, n est congru a 0|12 3|4

modulo 5, n* + nestcongrua (0 2 0 03
modulo 5, 2n + 1estcongrua |1 3 | 0 2[4

Le seul cas pourlequel onasimultanémentn®+n = 0(5)
et2n+1=0(5)estlecas n=2(5), cest-a-dire n sécrit
sous la forme n = 5k + 2 avec k entier.

[} Comme le corps céleste A passe tous les 105 jours, le

nombre de jours qui sécoulera jusqu'a une nouvelle appa-

rition est un multiple de 105, donc x = 105u avec u entier.

Comme le corps céleste B apparait 6 jours plus tard et a

une fréquence d'apparition de 81 jours, on aura x — 6

multiple de 81, c’est-a-dire x — 6 = 81v avec v entier.

F10n obtient :

105u — 6 = 81v & 105u — 81v = 6 & 35u — 27v = 2.

Ela.35=27X1+8;27=8X3+3;8=3X2+2;

3=2X1+1.

Donc1=3-2=3—-(8—-3X2)=—8+3X3
=—8+3X(27-8X3)=3%X27—-10X8
=3X27—-10X(35—27)=27X13—-10X35
=—10X35—27X(—13).

Un couple solution est (—10; — 13).

b. (ug; vo) = (—20;— 26).

[135 divise 27(v+26) et 35 est premier avec 27,

dong, d'aprés le théoreme de Gauss, on aura 35 divise

(v+26). Il existe un entier A tel que (v + 26) = 35},

doncv = 35\ — 26.

Onaalors 35(u + 20) = 27 X 35\ etdonc u = 27\ — 20.

Réciproquement, 35(27A — 20) — 27(35A — 26) = 2.

Lensemble des couples-solutions sont ceux de la forme

(270 —20;35A—26),0u A € Z.

1 En reportant les expressions de u et v dans le systéme

du El, on obtient x = 2 835A — 2100.

On cherche la plus petite valeur positive de x, on prend

A =1,donc x = 735.
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La date d’apparition simultanée des deux corps célestes
aura lieu le 31 décembre 2013 (attention, 2012 est une
année bissextile).

[l Supposons que I'un des deux veuille donner
neuros a l'autre, ce qui revient a trouver des entiers u et
vtels que 7u + 11v = n (u ou v négatif correspond a un
rendu de monnaie).
Comme 11 et 7 sont premiers entre eux, d'aprés le
théoréme de Bézout, il existe des entiers a et b tels que
7a+ 11b =1, alorsonaura 7an + 11bn = n.
Fla.Une solution particuliere de 7x+ 11y =N est
(—3N;2N).
7x+11ly=N )

X(=3N)+ 11 X(2N)=N"
donc 7(x+3N)+11(y—2N) =
7(x+3N)=11(—y + 2N).
c.7 divise 11(=y+2N) et 7 est premier avec
11, donc, daprés le théoréme de Gauss, 7 divise
(—y+2N), cest-a-dire il existe k entier tel que
(—y+2N)=7k & y=2N— 7k.
De plus, 7(x+3N) = 11X7k, donc x+ 3N = 11k ce
qui équivauta x = 11k — 3N.

b.Ona

0 ce qui équivaut a

d.On veut x=0 et y=>0, cest-a-dire k= % et
k<%, donc on doit avoir k € %'%] avec k
entier.
e. Lamplitude de cet intervalle est :

2N 3N _ N

7 T 77 7 =21,carN=

Lintervalle contient au moins un entier, donc l'affirma-
tion de Gemma est légitime.

Ha.(1+v6)=7+2V6;

(1+v6)=7+2/6Y=73+28V6;

(1+v6)  =(7+2/6)(73 +28/6) =847 + 342/6.

b. 847 =342X2+163;342=163X2+16;

163 =16 X10+3;16 =3X5+1.

Les entiers 847 et 342 sont premiers entre eux, car leur

PGCD vaut 1.

Fa.a=1;b=1;a,=7;b,=2.

b.(1+v6) '=(1+v6)(1+6)

= (a,+b,v6)(1+6)=(a,+6b,)+(a,+b,)6.

Dol a,,=a,+6b,etb,,; =a,+b,.

El a. Supposons que 5 divise a,, ; 1 + by, 1, alors 5 divise
a,+7b,=2(a,+b,)+5b,.

Comme 5 divise 5b,,, alors 5 divise 2(a, + b,) et 5 étant

premier avec 2, d’aprés le théoréme de Gauss, on aura 5

divise a, + b,,.

Par contraposée, si 5 ne divise pas a, + b,,, alors 5 ne

divisepas a,+1 + b, +1.

b. Initialisation : pour n = 1, a; + b; = 2 et 5 ne divise

pas 2.

Hérédité : supposons que pour un entier naturel n, 5 ne

divise pas a, + b, et démontrons que 5 ne divise pas

a, .+, t+ b, q.Cestce qui a été démontré dans la ques-

tion précédente.

Par récurrence, on a montré que pour tout entier naturel
non nul n, 5 ne divise pas a, + b,,.

1 a. Supposons que a, et b, sont premiers entre eux
et considérons un diviseur d communa a, + et b, ;.
On a d divise a,, ; — b, . ,, donc d divise 5b,,.Or, d # 5
sinon, on aurait 5\an+1 + b,., ce qui est impossible
d'apres la question précédente. Comme 5 ne divise pas
b, (d’'aprésElb. et Elb.), d divise b,,.

De plus, d divise b, + 1 — b, = a,, donc d est un diviseur
commun a a, et b,, mais a, et b, sont premiers entre
eux,doncd = 1.

Ainsi, a, ;1 et b, 1 sont premiers entre eux.

b. Initialisation : pour n =1, a; et b; sont premiers
entre eux.
Hérédité : supposons que pour un entier naturel n,

a, et b, sont premiers entre eux, et démontrons que
d,+, et b, sont premiers entre eux. C'est ce qui a été
démontré dans la question précédente.

Par récurrence, on a montré que pour tout entier naturel
non nul n, a, et b, sont premiers entre eux.

O) Problemes

EN Il existe des entiers k et k' tels que a = p;k et
a=pyk'.

On a donc p; | p,k’ et p, premier avec p,, donc d'aprés
le théoréme de Gauss, p; | k. Il existe alors un entier { tel
que k' = p;0;doua = p,p,{ etdonc p1p2\a.

F10n suppose que py, Pa, --., P P+ 1 SONt des nombres
premiers distincts deux a deux qui divisent tous a.
D’apres I'hypothése de récurrence, comme py, py, ..., P
divisent a, on aura (p pz...p,,)\ a, c'est-a-dire il existe
un entier k tel que a = kX p;p,...p, ; de plus, comme
Pn+1 | a, il existe un entier k' telque a = k' Xp, ;.

On obtient (pyp,...py) k'Pp+1: 0L (P1Pa...Pn) €t Ppy
sont premiers entre eux, donc d'apres le théoreme
de Gauss, (p1p2...p,,)\ k’. Il existe un entier { tel que
k" = 0(p1py-.-Pn)-

Ainsi, a = (X p;p,...p,Pn+1 €t donc p1p2...p,,p,,+1\a.
El Par récurrence, on a montré que si p;, pa ..., Pp
(n>2) sont des nombres premiers deux a deux
distincts tels que p, | a; pz\ a;...; p,,\ a, alors le produit
iP5 ...p, divise a.

[l Lentier n estun produitd’au moins deux nombres
premiers distincts (k = 2), donc il n'est pas premier.
F1a. S'il existe un facteur p; qui divise a, alors comme
p;| n, a et n ne seraient pas premiers entre eux. Donc
aucun des facteurs p; ne divise a.

b. Uentier a est premier avec p; pour tout i, 1 <i <Kk,
donc, d'aprésle petitthéorémede Fermat, a” ~ ' = 1(p;).
c.D'aprés I'hypothése, pour tout entier i, 1 <i<k,
(p;— 1) divise (n—1), il existe un entier k; tel que
(n=1)=k(p;—1).

Dot alPi™ Dk =1k (p;), donc, pour tout entier i,
1<i<ka =1 1(p;)-
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El a. Lentier a" " — 1 est divisible par tous les nombres
premiers p;, donc d'apres l'exercice 77, il est divisible
par leur produit. Finalement, a"~' —1=0(n) ce qui
signifie que "' = 1(n).

b. Lentier n est non premier et vérifie, « pour tout entier
a premier avec p, a’ ' = 1(p) », c’est un nombre de
Carmichaél.

£1561 =3X11X17.0n a 2[560, 10/560 et 16/560,
donc 561 est un nombre de Carmichaél.

[la.b.561 =3X11X17 avec3? 11%et 17> qui ne
divisent pas 561, et 2| 560, 10/ 560, 16| 560 ;

1105 = 5X 13X 17 avec 5%, 13% et 17% qui ne divisent
pas 1105 et 4/1104,12/1104,16|1104 ;

1729 = 7X 13X 19 avec 7%, 13% et 197 qui ne divisent
pas 1729 et 61728, 12|1728, 18|1728.

Fla. De facon évidente, p—1=0(p— 1) et
n—1=0(p—1),carp—1|n—1.
Doncp=1(p—1)etn=1(p—1).

b.Comme p intervient dans la décomposition en
facteurs premiers de n,on ap divise net % estun entier.

Ainsi,n=%sz%(p—1)etcommenz 1(p—1)

anrs%E 1(p—1).

c.Comme p? ne divise pas n, le produit des autres
facteurs premiers est — et il est congru a 1 modulo
p—1. P

El Supposons que n = pq soit un nombre de Carmi-
chaél (p et g premiers).

D'aprés la question Flc., on aurait g=1(p—1) et
p=1(g—1),donc p— 1 serait une multiple de g — 1
et g — 1 un multiplede p — 1 ; donc on aurait p = g et
n = p? ce qui contredirait le théoréme de Korselt, car p?
diviserait n.

1 Comme un nombre de Carmichaél a au moins trois
facteurs premiers distincts, il en a au moins un impair ;
soit p ce facteur premier impair. Alors, comme p — 1
divise n — 1 et que p — 1 est pair, ona n — 1 pair, c'est-
a-dire n impair.

Bl p8s = 16x5+5;16=5%x3+1.
Donc1=16—5X3=16—(85—16X5)X3

=—3X85+16X16 =—3X85—16X(—16).
Un couple solution de cette équation est (—3;— 16).
Hona 85p — 16k = 1

85X (=3)—16X(—16)=1

traction, 85(p +3) — 16(k + 16) = 0 ce qui équivaut a
85(p+3)=16(k+16).
85 divise 16(k + 16) et 85 est premier avec 16, donc
d'aprés le théoréme de Gauss, 85 divise (k + 16).
Il existe donc un entier A tel que (k + 16) = 85\, donc
k = 85\ — 16.
Onaalors 85(p + 3) = 16 X 85A et donc p = 16\ — 3.
Réciproquement, 85(16A —3) — 16(85A — 16) = 1.
Lensemble des couples-solutions sont ceux de la forme
(16A —3;85A—16),0u A € Z.

; donc par sous-

E1Si n est un nombre de Carmichaél divisible par 5 et
17, alors n = 5X 17 Xp = 85p, ou p est un produit de
nombres premiers distincts de 5 et 17.

D’aprés le théoreme de Korselt (voir exercice 79), on a
également 4/ n— 1 et16/n—1.

Or, si 16/n—1 on a également 4/n—1, donc
n—1 = 16k, cest-a-dire n = 16k + 1.

On obtient alors 85p = 16k + 1 ce qui équivaut a
85p — 16k = 1.

La plus petite valeur de n sera obtenue pour la plus
petite valeur de p, sachant que p = 16A — 3.

On prend donc A = 1 etdonc p = 13.

Ainsi, n = 85X 13 = 1105.

[la.12=2%2x3.

b.P(A) =5 ; P(B) = -

e (12)=4;P(E) =1~

Fla.llya % multiples de p appartenant a S,, donc

n
__p _1
b.ll'y a % multiples de g appartenant a S,, donc
n
.9 _1

<. Si pg| a, alors de fagon évidente p|a et g a puisque p
et g divisent pq.

La réciproque est résolue dans la question il de I'exer-
cice 77.

d. Lévénement CN D est « I'entier est divisible par pg ».

Cet événement comporte pn—q éléments.

n
Donc P(CND) = P = ;317'

e.Ona P(CnD) = P(C)xXP(D),donc C et D sont indé-
pendants.

f. Lentier est premier avec n signifie quil n'est pas
multiple de p et pas multiple de g. Donc F= CND.
g.Comme C et D sont indépendants, C et D égale-
ment, donc
P(F)=P(CnD)=P(C)xP(D)=(1—-P(C))(1 —P(D))

0-b4)

or, P(F) = @(n)

, donc finalement :

o=~ -4

Remarque : dans la question R, on vérifie bien que :
q>(12)=12(1—1—)(1—1—)=12x1—xl=4.

2 3 273
Ena.2017=123x16+49; 123 =49X2+25;
49 =25X1+4+24;25=24X1+1;
1=25-24=25—(49—-25)=—49+2X25
=—49+2(123-49X2)=2X123 —5X49
=2X123-5(2017 - 123X 16) = 82X 123 —5X2017.
Un couple (u, v) solution est (82; — 5).
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b.On a 82X 123 —5X2017 =82X123(2017), donc
I'entier k cherché peut étre 82.

. On suppose 123x = 456 (2017),

alors 123xk = 456k (2017) ; or, 123k = 1(2017), donc
X = 456k (2017).

Réciproquement : si x = 456k (2017),

alors 123x = 456 X 123k (2017),

donc 123x = 456 (2017).

d.123x =456 (2017) < x = 456k (2017)

& x=1086(2017),

car 456k = 456X 82 = 37392 = 1086 (2017).

Donc les entiers x cherchés sont de la forme :
Xx = 1086 +2017p, ou p est un entier quelconque.
e.On chercheptelque 1 <1086 +2017p < 2016.
Seule la valeur p = 0 convient, donc l'entier cherché est
1 086.

Fla.PGCD(a,2017) = 1, car 2 017 est premier.
Comme a et 2017 sont premiers entre eux, d'apres le
théoréme de Bézout, il existe des entiers m et p tels que
am +2017p = 1,donc am = 1(2017).

b.Comme am = 1(2017) alors, pour tout entier b,
amb =b(2017).

Si 0<mb<2016, on pose mb=x et on a bien
ax=b(2017).

Simb = 2017 ousi mb <0, on effectue la division eucli-
dienne de mb par 2 017, on a alors mb =2017q +r
avec0<r<2016.

mb =r(2017),donc amb = ar (2017),

dou ar=b(2017).

Si on pose r=x et on a bien ax=b(2017) et
0<x<2016.

Unicité de l'entier x : supposons qu'il existe deux
entiers x et x" tels que 0 <x<2016, 0<x' <2016,
ax=b(2017) et ax’ =b(2017).

Onaalors ax = ax’'(2017),donc a(x —x') = 0(2017).
2017 divises a(x —x’) et est premier avec a, donc,
d'aprés le théoréme de Gauss, 2 017 divise x — x’.

Mais —2 016 < x — x’ < 2016, donc le seul multiple de
2 017 possible dans cet intervalle est 0.

Conclusion: x = x’.

Ha.Sip +# q;, alors p; et g; sont premiers entre

eux, donc p;" et qE’ sont premiers entre eux.
b. Soit 7 un entier compris entre 1 et m. Si, pour tout j
compris entre 1 etr, p; # q; alors, d’apres ¥ a. pour tout

Jj compris entre 1 etr, p est premier avec qu, donc p;*
est premier avec q?‘ X qu X... X q?' ; ceci est faux, car

p;“ divise n. Dong, il existe un entier j compris entre 1 et
rtel que p; = q;.

c. Comme chaque p; est égal a un g;, il y a le méme
nombre de g; que de p;, c'est-a-dire m = r. Comme,
de plus, les facteurs premiers sont ordonnés, p; = q; ;
P2=Qq2;--; Pm = Qm-

E1Soit N = p§2X ... X plm = p1B1_°[1 X pbax .. X phn,

Si pP17 est premier avec chaque p% pour 2 < i< m,
il est premier avec leur produit N ce qui est absurde,
car il divise N. Donc a; = f;. On montre de méme que

ay =Py ..., Ay = By, dou l'unicité de la décomposition
de n en produit de facteurs premiers.

m [l Comme F,> 3, alors soit F, est premier, soit
il sécrit comme produit de facteurs premiers, donc il
posséde au moins un facteur premier p,,.

F1Si m et n sont distincts, alors F,, et F, sont premiers
entre eux, donc aucun facteur premier intervenant dans
la décomposition de F,, n'intervient dans celle de F,,
donc Pm # Pn-

El La suite des nombres de Fermat étant infinie, elle
permet d'exhiber une suite infinie de nombres premiers
deux a deux distincts puisque les nombres de Fermat
sont premiers entre eux deux a deux.

@ [l lensemble des multiples communs a a et b est
non vide, car il contient le produit ab. Toute partie non
vide de N admet un plus petit élément, donc I'entier m
existe.

F1 Multiples de 9: 9, 18, 27, 36, 45, ...

Multiples de 12:12, 24, 36, 48, ...

PPCM (9,12) = 36.

Multiples de 10: 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, ...
Multiples de 18: 18, 36, 54,72, 90, ...

PPCM (10,18) = 90.

Multiples de 11 : 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99, 110,
121,132, 143,154,165,176, 187, ...

Multiples de 16: 16, 32,48, 64, 80,96, 112, 128, 144, 160,
176, ...

PPCM (11,16) = 176.

El a. Les multiples non nuls de 1 sont tous les entiers
naturels non nuls et le plus petit multiple non nul de a
esta,donc PPCM (1,a) = a.

b. Comme a est un multiple de b et que a est le plus
petit multiple non nul de g, il serale PPCM de a et b : si
bl a, alors PPCM (a, b) = a.

1 a. m est un multiple commun a a et a b, et M est un
multiple de m, donc M est un multiple commun a g et b.
b. Soit M un multiple commun a a et b, la division eucli-
dienne de M par m s'écrit: M = mq +r avec 0 <r<m.
Or, M et mqg sont des multiples communs a a et b,
donc M — mq également, c’est-a-dire r est un multiple
commun a a et b. Comme 0 < r <m, par définition de
m, r = 0 ; ainsi, M = mqg et M est un multiple de m.
Conclusion : I'ensemble des multiples communsaaetb
est I'ensemble des multiples de leur PPCM.

H Soit m un multiple commun a a et b. Il existe des
entiers k et k' telsque m = ka = k'b.

Comme a divise k'b et a premier avec b, alors d'aprés le
théoréme de Gauss, a divise k'. Il existe donc un entier
k” tel que k" = ak”.

On obtient m = abk”, c’est-a-dire m est un multiple de
ab ce qui prouve que ab = PPCM (a, b).

&4 1. comme a/m et b|m, alors ka| km et kb km.
b. km est un multiple commun a ka et kb, donc, d’aprés
l'exercice précédent, on a M| km.
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c.De plus k| ka et k| kb, donc k| M ; ainsi, il existe un
entier n tel que M = kn.

d.Comme ka|M et kb| M, alors ka| kn et kb|kn, donc
a/n et b|n, et n est un multiple commun a a et b.

e.On a donc m|n, puis km| kn, c'est-a-dire km| M.
Conclusion : M = km ce qui s'écrit aussi :

PPCM (ka, kb) = k X PPCM (a, b).
Fla.D’aprés la propriété caractéristique du PGCD,
page 480, il existe deux entiers a’ et b’ premiers entre
euxtelsquea =da etb = db'.

b. PPCM (a, b) = PPCM (da’,db’) = d X PPCM (a’, b")
= d d'aprés l'exercice 85, question E.

c. En multipliant par d, on obtient :

d X PPCM (a, b) = da’db’ ce qui revient a écrire :

PGCD (g, b) X PPCM (a, b) = ab.

Ea. a®> = b3, donc d*u? = d®v3 et comme d est
non nul, on obtient u? = dv3.

b. D’apres la propriété caractéristique, u et v sont
premiers entre eux.

v\ dv3, donc v\ u? et comme v est premier avec u, d'aprés
le théoréme de Gauss, v|u etdonc v = 1.
ElOnadonca =duetb=d.

Sia? = b3, alors d*u? = d® etdonc u? = d.Ainsi, a = d*
etb = u’.

Réciproquement, si a et b sont respectivement le cube
et le carré d'un méme entieron a:
a=d>etb=d?.Donca’®=b3>=d".

On a prouvé I'équivalence.

Partie A
n=2(3)
Elin=3(5).
n=2(7)
23=2(3)
F10n a bien {23 = 3(5), donc 23 est une solution.
23=2(7)

Toutentierde laforme 23 + 3 X 5 X 7k, ou kest un entier
naturel, est solution du systeme, car 3 X5 X7k = 105k
est congrua 0 modulo 3,5 et 7.

Partie B
[la.0Ona xy=a(m), donc x, = km+a ; or, m=k'D,
donc x, = kk'D + a ce qui signifie que x, = a (D).
Ona xy=b(n),donc xo, = kn+b;or, n= k"D, donc
Xo = kk” D + b ce qui signifie que x, = b (D).
Comme xo=a(D)etx,=b(D)onaa=b(D).
b. D’apres la propriété du cours, page 482, il existe des
entiers u et vtels que mu + nv = D.
Donc a— b = kD = kmu + knv.
On obtient a — kum = b + knv ; or, a — kum = a (m) et
b+ knv=b(n), donc l'entier a — kum est solution du
systeme.
c. Si m et n sont premiers entre eux, alors D = 1 eton a
toujours a=b(1).
Hla.xottmn=x,=a(m) et xo+tmn=x,=b(n),
donc x, + tmn est solution de (S).

{x =km+a
b.Ona , ;

Xo=k'm+a

donc x — xo = (k — k’)m, c'est-a-dire m divise x — x,.
x=n+b
xXxo=0n+b"’
donc x — xo = (¢ — (')n, c'est-a-dire n divise x — x;.
Comme m et n sont premiers entre eux, mn divise
X — X, donc x — xy = tmn ce qui revient a dire que
X = Xy +tmn.

On a aussi {

Partie C
[la.a=2;b=3;m=3;n=
b. (u;v)=(2;-1).
c.Lasolutionest x, =2 +2X3 =8.

d. Les solutions de (S’) sont les entiers :

Xo +tmn = 8 + 15¢.
Fla.8+15t=2(7) & 15t=1(7) or 15 = 1(7), donc
8+15t=2(7) = t=1(7).
b.Onat = 7h+ 1 avec h entier, donc:

x =8+ 15(7h + 1) = 23 + 105h, avec h entier relatif.
c. 105 est congru a 0 modulo 3, 5 et 7, donc 23 + 105h
est congru a 2 modulo 3, a 3 modulo 5 et a 2 modulo 7.

5;,D=1;k=—-1.
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Matrices et suites

5 Introduction

1. Programme

Exemples de problemes

Contenus

Marche aléatoire simple sur un graphe a deux ou trois sommets.

Marche aléatoire sur un tétraedre ou sur un graphe a N sommets
avec saut direct possible d'un sommet a un autre : a chaque
instant, le mobile peut suivre les arétes du graphe probabiliste ou
aller directement sur n‘importe quel sommet avec une probabilité
constante p.

Etude du principe du calcul de la pertinence d’'une page Web.

Modele de diffusion d’Ehrenfest : N particules sont réparties dans
deux récipients ; a chaque instant, une particule choisie au hasard
change de récipient.

Modeéle proie prédateur discrétisé :
— évolution couplée de deux suites récurrentes ;
- étude du probléme linéarisé au voisinage du point déquilibre.

« Matrices carrées, matrices colonnes : opérations.
- Matrice inverse d'une matrice carrée.

« Exemples de calcul de la puissance n-ieme d'une matrice carrée
d'ordre 2 ou 3.

- Suite de matrices colonnes (U,) vérifiant une relation

de récurrence du type U,,; =AU, + C:
-recherched’unesuiteconstantevérifiantlarelationdeconvergence;
- étude de la convergence.

« Etude asymptotique d'une marche aléatoire.

2. Intentions des auteurs

Conformément au programme, l'introduction des matrices
est faite en situation et en prenant appui sur la résolu-
tion de problémes. Il s'agit détudier des exemples de
processus discrets, déterministes ou stochastiques, a
I'aide de suites ou de matrices.

Les matrices sont définies comme des tableaux de
nombres, sur lesquels on effectue des opérations. Le
vocabulaire nouveau est introduit au fur et a mesure
des besoins. Les définitions et les théorémes auxquels
il est nécessaire de faire référence ne sont pas sortis du
contexte du probleme.

Le recours a la calculatrice ou a des logiciels de calcul
permettent de se libérer des phases de calcul, dont la
conduite et I'achévement éloigneraient trop les éléves
du probléme traité.

Les problémes et situations choisis conduisent a un

wtravail de modélisation et placent les éléves en position

B
o
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de recherche.

D) Du probléme vers les notions

Prix, taxes et soldes
Objectif
Donner un sens a des « opérations » sur des tableaux.

Kl Pour calculer le montant de la TVA, on multiplie
chaque montant HT par le taux 0,196.

14,7 15,68 13,72
B=0,196xA=| 11,76 12,74 11,76
18,62 17,64 17,64
89,7 95,68 83,72
Bc=A+B=| 71,76 77,74 71,76

113,62 107,64 107,64

53,82 57,408 50,232
43,056 46,644 43,056
68,172 64,584 64,584

BD=C-04xC=0,6xC=

Livre du professeur - CHAPITRE 15 Matrices et suites 1
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Equilibre alimentaire

Objectif : Donner un sens a des « opérations » sur des
tableaux.

Kl a. Lapport énergétique des glucides du menu est :
17x14+120%x1,6+76,4%1=292,2 kcal.

b. Lapport énergétique des lipides du menu est :
27%x1,4+135%x1,6+0,9x 1=254,7 kcal.

L'apport énergétique des protéines du menu est :
124%x1,4+152x%x1,6+0,8x1=198,72 kcal.

c. Le total énergétique du menu @ est 745,62 kcal.

La proportion de glucides est environ 39,2 %, de lipides
est environ 34,2 %, et de protéines est environ 26,7 %.
Le menu @ ne respecte pas les préconisations de
I'AFSSAPS.

El a. Pour le menu @ : au total 775,78 kcal ;

« apport des glucides : 395,98 kcal, soit environ 51 % du
total ;

- apport des lipides : 263,88 kcal, soit environ 34 % du
total ;

« apport des protéines : 115,92 kcal, soit 15 % du total.
Le menu @ respecte les préconisations de 'AFSSAPS.

b. Le menu @ a un total de 775,78 kcal, soit [égérement
moins de 800 kcal.

Recherche d'une parabole

Objectif : Regarder en quoi ['utilisation des matrices
simplifie la recherche d’un probleme classique ; déterminer
I'équation d’une parabole passant par trois points.
Kl a. Les points M, N et Pappartiennent a la parabole % si,
et seulement si, leurs coordonnées vérifient I'équation
y=ax*+ bx + c de la parabole, soit :

4a-2b+c=1

a-b+c=-1.

9a+3b+c=3

4 -2 1 1
b.En posant A=| 1 -1 1 |etB=| —1 |, le systéme
9 31 3

est équivalenta: A x
c

c.On obtient Ax C=/; et Cx A =1, ou /5 est la matrice
identité d'ordre 3.0na:C=A"".

a a
d.Ax| b |=B=CxAx| b |=CxB
c c
a a
oSLx| b |=CxBe| b |=CxB
c c

0,6
e.CxB=| -0,2
-1,8

La parabole % passant par les points M, N et P admet
pour équation : y=0,6x*>—0,2x — 1,8.

4 -2 1 1
Ha.A=| 4 2 1 |etB=]| 3
4 2 1 4

b. La calculatrice renvoie un message d’erreur.

c. Le probléme n’a pas de solution, car les points N et P
ont méme abscisse. |l n'existe alors pas de parabole
représentant une fonction qui passe par ces deux points.
El a. Les points M, N et P appartiennent a la parabole %

a Ym
si, et seulementsi, AX| b |=| Yy
¢ Yp

b. D'aprés le logiciel , la matrice inverse de A existe si, et
seulement si, les réels t, u et v sont deux a deux distincts.

a Ym
Danscecas,onaalors| b |=A"1x| yy
¢ Ve

Il est donc suffisant que les réels t, u et v soient deux a
deux distincts.

Prévoir le temps ?

Objectif : Comment utiliser le calcul matriciel pour étudier
deux suites numériques imbriquées.

Kl a. Pour tout entier n = 0, d’aprés la formule des
probabilités totales :

)

n+1 n+1

= %sn +%hn eth,,, = %sn +§hn.

Donc en utilisant la définition du produit de matrices :

Sp+ _
hnH
b. On montre par récurrence la propriété P(n) :

« S = An X 5o L »
hn hO

s s

) Initialisation : A = /,. Donc [ h° ] = A0 x[ h° ]
Donc P(0) est vraie. 0 0

D Hérédité : soit un entier naturel n tel que P(n) est vraie.

S s s
Alors Mo Ax] " = AxAr x| 0 | en utili-
hn+1 hn hO

sant I'hypotheése de récurrence.

O|—= Olun
WIN W=

s
h

D Conclusion: par récurrence, pour tout entier naturel n,

=A"><[S0 ]
hO

s
Donc| ™! J = Antl x( hO ] Donc P(n+1) est vraie.

n+1 0

257

Ea_[57]:A7X(1j: 384
h; 0 127

257 384

Donc s; = Yyl 0,67.
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683
b. g0 [ 12| 1024 |_[ 0,667 |,
0 341 0,333
1024
a0 o[ 0,666 67
X =
0 0,33333

1 0,666 67
A30 x = .
0 0,33333

Along terme, la probabilité qu'il fasse sec un jour donné

tend vers Z'
3

Pertinence d'une page Web

Objectif
2 Aborder un probleme aléatoire d'actualité a l'aide du calcul
Il semble que A" x( ! J tende vers ":’ , lorsque n matriciel.
devient «grand ». 3 Partie A - Une premiére approche
Il On peut représenter la situation par I'arbre de proba-
> 1 2 £x2+1><1 bilité suivant :
BAXX:63><3=6333
1 2 1 1T 2 2 1
- = - —X=+=X=—
6 3 3 6 3 3 3
2
_| 3 |- X.
1
3

[ a. Pour tout entiern = 1, on pose P(n) :
«A"=B+(0,5)"1x C ».

P(X,=3)

D Initialisation : A’ x A et B+ (0,5)°x C=B+ C=A. Donc

P(1) est vraie.

b Hérédité : soit un entier n = 1 tel que P(n) est vraie.
Alors Ant1 = Ax An = (B+ C) X (B +(0,5"" x C)d’aprés

I'hypothése de récurrence.

Donc en développant,

Ant1 = B2 4+ (0,5" 'BxC+CxB+(0,5"" xC2
1 1

OrC = 61 3 .DoncBxC=0,etCxB =0,
6 3
22 S

g2=| 3 3 |=getcz=| 12 ©|-o05xC.
33 12 6

Donc An+! =B +0, +0, +(0,5)" ' x0,5x C.
Donc An+1 = B+(0,5)" x C. Ainsi P(n + 1) est vraie.
b Conclusion:

pour tout entiern =1,

An =B +(0,5"" xC.

b. D’aprés la question précédente,

;: = (B+(O,5)”_1 xC)x( (1) j

En développant,

s
"ogx| V0,5 xcx| !
h, 0 0

2 1
= ‘:’ +(0,5"" x 6
3 6
0,5 n-1
Doncs, =§+( 6) .Ainsi lim s, =§.
N—+oo

D’aprés la formule des probabilités totales :
P(Xpy = 1) = %P(X,, =2)+1P(X, = 3);

1
P(Xpr =2) = 2P(X, = );

n

etP(X,,, =3)= %p(xn — i)+ %P(x,, = 2).

En utilisant la définition du produit de matrices, on

obtient: 1
0 —1
P(Xn+1 :1) 2 P(Xn =1
P(X,=2) |= %0 0 |x| P(x,=2) |,
P(Xn+1=3) 1 1 P(Xn=3
22 °

cest-a-direU, ., = Ax U,
Par récurrence, on en déduit que U, = A" x U,,.

E 1l semble que la suite (U,) converge vers la matrice

colonne lorsque n tend vers .

wl—= VIN VD

La page d'indice de pertinence le plus grand est donc la
page 1, la page d'indice de pertinence le plus petit est
la page 2.

Partie B - Amélioration du modeéle

K On note T I'événement « le surfeur se téléporte aléa-
toirement » et NT I'événement « le surfeur choisit aléa-
toirement parmi les pages vers lesquelles pointe la page
ou il se trouve ».

Livre du professeur - CHAPITRE 15 Matrices et suites 3
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On peut représenter la situation par I'arbre de probabi-
lité suivant :

1
2
3
2

w

w N =

0,85
D’aprés la formule des probabilités totales :

P(X,1 =10)=P(X, =1%x0,15X% 1

2)x0, 85 1
2

L P(X, —2)><O15><;+P(X

+P(X, = )><O15><1+P( =3)x0,85x1.

Donc P(X,,; =1=0,85X%

—_——
NI—\

P(X, =2)+1P(X, ))

+0,05%(P(X, =)+ P(X, =2)+P(X, =3).

OrP(X, =0)+P(X, =2)+P(X, =3)=1.Donc:
PX, .. =1)=0,85><(%P(X —2)+1P(X, = ))+o 05.

b. On obtient de la méme facon que:

P(X,.. =2)=0,85x %P(X,, — 140,05,
etP(X,,, = 3)=0,85x %p(xn _ 1)+%P(x,, _ 2))+ 0,05.
Ainsi en utilisant la définition du produit de matrices, ona:
P(Xn+1 = 1)
P(Xn+1 = 2)
P(Xp41 =3)
01
: 2 P(X, =1 0,05
=0,85x 5 0 0 |x| P(X,=2) |+]| 0,05 [,
o P(X, = 3) 0,05
- -0
2 2
soit: U,,1=085xAxU, +B.

B C=085xAXxCxB< C-085AxC=8B

< I;xC-0,85AxC=B< (I;-0,85A) x C=8B.

Par la calculatrice ou le logiciel Xcas, on obtient que la
matrice /3 — 0,85A est inversible.

DoncC=0,85xAxC+B< C=(I;—0,85A)""'xB
74
171
o C=(I,— 085 xB=| 2%
171
1
3
Hona: U,,1=0,85A%xU, +B
C=0,85A%xC+8B

Donc en soustrayant les deux lignes,on a:

U,.,—C=0,85Ax(U, - C).

Par récurrence, on obtient que pour tout entier n = 0,

U,-C=(0,85A)" x (U, — (), cest-a-dire :

U, =C+0,85" A" x (U, — C).

E11l semble que la suite (U,) converge vers la matrice

74

171

40

171
1

3
La page d'indice de pertinence le plus grand est donc la
page 1, la page d’indice de pertinence le plus petit est
la page 2.

colonne C = lorsque n tend vers +co.

Modéle de diffusion d'Ehrenfest

Objectif : Appliquer le calcul matriciel a un phénomeéne
aléatoire en physique.

Partie A - Simulation avec tableur

Kl a. En C3, on choisit un entier aléatoire entre 1 et N (en
A2), simulant le choix de la particule qui change d'urne.
Si cet entier est inférieur au nombre de boules de l'urne,
on change une particule delI'urne A vers I'urne B (1 parti-
cule de moins en A et 1 particule de plus en B). Sinon, on
procéde de la méme facon de I'urne B vers I'urne A.
b.c.etd.ll semble quau bout d'un grand nombre
d'échanges, les particules se répartissent de facon équi-
répartie dans les deux urnes.

De facon « trés rare », le phénoméne peut étre réversible.
e. On obtient les mémes résultats.

El Avec N=1 000, on obtient les mémes résultats.

Avec N=10et N=2, on observe plus souvent la réversi-
bilité du phénoméne.

Partie B - Etude ducas N =2

El On peut représenter 1 1
la situation par l'arbre
de probabilité
suivant :

4 Livre du professeur - CHAPITRE 15 Matrices et suites
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D’apres la formule des probabilités totales : 0 1 0
1 2
PX,,=0=PX, =1)x—;
( n+1 ) ( n ) 2 Donc A2(n+1)—1 _ 101 — A
P(Xn+1:1):P(Xn:0)x1+P(Xn=3)x1, 0 l 0
1 2

etP(X,,, =2)=P(X, =1)x >
De plus, A20+) = A2n+2 = A2nt1 x A= Ax A en utili-

Donc en utilisant la définition du produit de matrices : . (s
sant le résultat précédent.

0 1 0 1 1
P(Xn+1 = O) 2 P(Xn = O) E 0 E
PX,..=17 (=] 10 1 |x| P(X, =1
K1 = 1 %, Donc A20+) =| 0 1 0 |.Ainsi P(n+ 1) est vraie.
P(Xpi1 =2) 0-0| \PX,=2 1
2 ~—0 -
2 2
DoncU,,, =AxU,.
E1 Parrécurrence, on en déduitque pourtoutentiern=0, » Conclusion : pour tout entier n = 1, P(n) est vraie :
U, = A" x U,. 1,
E On obtient : 5 03
Mat A< A2n-1 = AetA2n=| 0 1 0
B.2 8 8,3 1 1
1 @ -0 —
B.5 8 8.5 2 2
Mat. F|3 3 Comme pour tout entiern=1,U,, = A" xUy,ona:
B 8.5 @ :
1 a 1 0-0
8 8.5 @ 2 0 0
Uypoi=AxUy=| 1 0 1 x| 0 |=]| 1]
Mat. A% ] 1 1 0
8.2 8 8.5 0-0
A 1 @ 2
B.2 8 8,5,
. . L 1
Il semble que pour tout entiern=1,A2n-1 = A D) D) 0 D)
0 etU,,=/ 010 |x|{0|=]0
1,1 1) |
et A2n = 2 2 2

La répartition des boules ne se stabilise donc pas lorsque
n devient grand.

Exercices d’application

N|— O N|=
—
N|—= O N|=

On démontre cette conjecture par récurrence en posant

P(n):« A2n-1 = A et A2n =

—

0 . .
SRXACHSEUEY Etfectuer des calculs
D Initialisation : pourn=1. matriciels
1 1
3 0 5 n a. On a l'arbre de proportion suivante :
A2-1=A et A2=| 0 1 0 |.DoncP(1)est vraie. AA 1 AA
1 1
2°2 >
1/4 AA
b Hérédité : soit un entier n = 1 tel que P(n) est vraie. Yn A%‘
. AB
Alors:
101 oto 1/4 BB
2 2 2 Zp
A204)-1 = A2041 = A2n x A=| 0 1 0 |x| 1 0 1 BB 1
1 1 1 BB
-0 — 0-0
2 2 2

1 1 1
Donc x =X, +—V,; =—y etz =z, +—Vy,.
en utilisant 'hypothése de récurrence. a1 = Xn T gYni Yot = 3 Yn € Znn = 2n T4V

Livre du professeur - CHAPITRE 15 Matrices et suites 5
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11
Xn+1 1 Xn
Donc| y,.q4 |= 050 x| Yo |/
Zp41 1 Zpn
0 — 1
4
1 1 0
4
cest-a-direp,,, =AXp, 0UA=| 0 % 0
0+ 1
4
0,2 0,325
b.p,=Ax| 0,5 |=| 0,25
0,3 0,425
0,3875
etp, =Axp;=| 0,125
0,4875

On en déduit la répartition des couples de génes aux
générations 1 et 2.

111 Xn 1
c.Parexemple| 111 [x| y, [=]1
111 5 1

n

D) Savoir faire N PP
des matrices

B aip2=| 73 |x[7 3|04
4 8 4 8 60 76 )
A2 +2AxB+B2=| 1 72 4ol 9 O |,[ 2952
6 -3 15 12 13 68
_[ 48 50
49 89 |

-1 6 -1
A><B=03;B><A=

-22 12 -2 |,
-11 6 -1
2 -2 2
etA2=| -7 6 -5
-5 4 -3
riI:I4J+12=4 T 1o
1 -1 01
_(4-4) (10
4 -4 01
= A.

F1A2=(4J+1,)x(4J + 1,)
=16J2+4J X I, + 41, x J +(I,)
=0,+4J+4J+1,=8J +1,

(22)

SRLACUSEUEY calculer et utiliser
l'inverse d'une matrice carrée

E A% =I5 Donc AX A =15 Ainsi la matrice A est
inversible, d'inverse A.

IE On résout le systeme :
X=2y—-z=7
2x—-2y+3z=-3
3x+y-2z=11

qui s'écrit sous forme matricielle A x X = B avec:

1 -2 -1
A=2—23 , X = etB——
31
On obtient: X =A-1xB = en utilisant la calcu-
latrice.
[A1-+[E]
[[2 1
[-1]
[~3]]

Les trois plans sont donc sécants en un unique point,
dont les coordonnées sont (2 ;-1 ; -3).

E a.On obtient :

Donc A% + 5A =—4l,.
b. On factorise I'égalité précédente par A, et on divise
par (—4).

AinsiAx(A+513) = 413,50|tA><( 1A—%[3)=I3.
Donc la matrice A est inversible et son inverse est :
3 -1 20 0
4 4 4 4
PR VU VI e B Bt I P B
4 4 4 4 4 4
113 4,05
4 4 4
B el
2 4 4
_| 1
4 2 4
il Bl
4 4 2

SRLVISEIEY calculerla puissance

n-ieme d'une matrice carrée

E a.J?=0,.
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bol,+4 =] VO le[ 4 7|22 -4
01) (4-4)(4-3

c. Pour tout entier naturel n, on pose P(n) :
«AM =1, +4nJ ».
) Initialisation : A°=7, et , + 4 x 0 X J=1L,.
Donc P(0) est vraie.
b Hérédité : soit un entier n = 0 tel que P(n) est vraie.
Onaalors A" = [, +4nJ.
Alors Ant1 = Ax An = (I, +4J)x (I, +4nJ).
Artt = [, +4nJ +4J +16nJ2 =1, + 4(n+1)J+16n0,
=1, +4n+1J.
Donc P(n+ 1) est vraie.
D Conclusion: par récurrence, pour tout entier naturel n,
P(n) est vraie, c'est-a-dire A" = I, +4nJ.

ﬂ a. A la calculatrice, on obtient P-1 = ( 2 -1 }

11
et B=PixAxp=| > 0|
04

b. Lamatrice Bestdiagonale.Donc, pourtoutentiern=0,

gn=| " O |
0 4n
Orcomme B=P-"xAxXP,ona:A=PxBxP-.

Par récurrence, comme P~1 x P = [,, on obtient donc
que An =P xBn x P,

Alors An = [ X 5" 0 X 2 -1
12 0 4n -1 1
50 4n 2 -1
= X .
5n 2x 4n -1 1

Ainsi, pour tout entier n = 0,

o 2x57—4n —5n + 4n
2Xx 50 —2x4n —5n +2x4n |

D) Savoir faire T

le comportement asymptotique
d'une suite de matrices colonne

[N La situation peut étre représentée par l'arbre de
probabilité suivant :

0,4 G

0,8 P

D’aprés la formule des probabilités totales,
Pru = 0,4p, +0,2g, et g,., = 0,6p, +0,84,
En utilisant la définition du produit de matrices,

pn+‘] _ 0,4 0,2 x pn
qn+1 0'6 0'8 qn
Donc: A= 0.4 0,2 .
0,6 0,8

EAXU=[0'4 0,2 JX( 0,25)
0,6 0,8 0,75

| 0,4x0,25+0,2%x0,75 | [ 0,25

-1 0,6x0,25+0,8x0,75 | | 0,75 )
DoncAxU=U.
E] Lamatrice Aatous ses coefficients strictement positifs,
dont la somme par colonne est 1. D'aprés le théoréme
du cours, la matrice U est I'unique matrice colonne dont
la somme des coefficients est 1 et telle que A x U = U.
Et la suite (U,) converge vers la matrice U.

Donc la probabilité que Claude gagne une partie a long
terme tend vers 0,25.

D) Iravaux pratiques

m Propagation d'une maladie

@ Lire I'énoncé et fixer des notations

Kl On obtient :
0,2 Mp+1

In+1

Mn+1

SNn+1

SNp+1

09

In+1

Ha. En B3 =0.2*B2+0.5*C2 .

En C3 =0.5*C2+0.1*D2 .

En D3 =0.8*B2+0.9*D2 .

b. Il semble que la suite (m,,) converge vers 0,094 31, que
la suite (s,) converge vers 0,150 95, et que la suite (i,)
converge vers 0,754 71.

@ Modéliser la situation

0,05
EU, =| 0,95 |eten utilisant la formule des probabi-
0 0205 0
lités totales,U, ., = AxU,, ouA=| 0 0,5 0,1
0,8 0 0,9

E1En utilisant le résultat du logiciel,
-0,8x+0,5y=0
<1:-0,5y+0,1z=0.
0,8x-0,1z=0
La 3¢ ligne du systéme est la différence de la 2¢ ligne et
dela 1" ligne.
Comme la somme des coefficients de chaque U, est

égale a 1, la somme x + y + z des coefficients cherchés
estégalea 1.

X X
Al y |=|Y
V4 V4
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En utilisant le résultat du logiciel, on en déduit que :

5 8 40
X=—,y=—etz=—.

53 53 53
Remarque : b Ici, la matrice A a ses coefficients positifs,
mais certains sont nuls. Le théoréeme du cours assure
I'existence d’'une matrice U de somme des coefficients

égale a 1 et telle que A x U = U, mais pas son unicité.
0,04 0,35 0,05
0,08 0,25 0,14
0,88 0,4 0,81
conditions du théoréme, ce qui assure l'unicité de la
matrice U.
En effet, A étant inversible,
AxU=UoAXxAxU=AxU=Us A)xU=U.

D Sur la convergence de la suite (U,)) , on peut raisonner
sur la suite extraite des rangs pairs:V, = U,,,.
On a pour tout entiern = 0,

Vn+1 = U2n+2 = A2 X U2n = A2 X Vn'
La matrice A’ vérifie les conditions du théoréme, donc
la suite (V,)) converge vers la matrice U, soit la suite (U,,)
converge vers la matrice U.
Or, pour tout entier n = 0, U,,,,; = A x U,,,. Donc la suite
(U,,,,1) converge vers la matrice Ax U= U.
D Conclusion : la suite (U,) converge vers la matrice U.

D En revanche, A2 = vérifie les

Modeéle proie-prédateur
H Partie A
Pour tout entiern=0:
Rn+1 _Rn
J P =a-bl,. DoncR,,,—R, =aR, —bR,L,,
n
soit R,,; =(1+a)R, —bL,R,.

L,.,—-L
D% =cR,—-d.Doncl, ,—L, =cR,L,

n
soit L, = cL,R, +(1—-d)L,.
Ela. Enl'absence de prédateurs, L, = 0.Donc, pour tout
entiern=0, R,,; = (1+ a)R,. La suite (R,) est donc une
suitegéométriquederaisong=1+a>1,donccroissante.
b. En I'absence de proies, R, = 0. Donc pour tout entier
n=0,L,,,=0-d)L, Lasuite (L,) est donc une suite
géométrique de raison g=1—a < 1, donc décroissante.
Ela.Ona:Ry;=3000etLy,=90;R, =3153etl,=94;
R,=3312etl,=99.
R, =(+a)R, — bLyR,
R, = (1+a)R, — bL,R,’
3000(1+a)—3000x90b=3153 ;
, SOi
3153(1+a)—3153x94b =3312

—dL,,

lComme{ na:

3000a —270000b =153
31530 —296382b =159

En divisant les deux lignes par 3,on a:

1000a — 90 000b = 51
1051a—98794b =53

Ly =clyRy +(1-d)L
'Comme{1 0''o ( ) 0

7

~ [90 % 3000c +90(1- d) = 94
ona: {94><3153c+94(1—d):99'
[270000c — 90d = 4
' {296382c—94d= 5
En divisantla 1" ligne par2,ona:

135000¢ — 45d = 2
{296 382c¢-94d =5

soit

b. b Le 1¢" systeme s'écrit matriciellement :
1000 —90 000 a 51
X =
1051 -98794 b 53
-1
a)_[ 1000 -90000 ) ° (s
b 1051 —98794 53 )
Al'aide de la calculatrice, on a:a= 0,064 et b= 0,000 14.
D Le 28 systéme s'écrit matriciellement :

135000 —45 c 2
X =
296382 —94 d 5
-1
¢\ 135000 —45 2
d 296382 —94 5)

Al'aide dela calculatrice,ona:c=5,7x 105 etd=0,127.

HPartie B

K a. b. Le nombre de prédateurs n'augmente pas forcé-
ment lorsque le nombre de proies augmente.

Le nombre de proies n'augmente pas forcément lorsque
le nombre de prédateurs diminue.

c. Pour la suite R, deux maxima sont espacés d’environ
105 ans. Pour la suite L, deux maxima sont espacés
d’environ 103 ans.

Deux maxima consécutifs des deux suites sont espacés
d'environ 10 ans.

Ela. La suite R est géométrique croissante, divergente
vers +oo et la suite L est constante a 0.

b. La suite R est constante a 0 et la suite L est géomé-
trique décroissante, convergente vers 0.

Ela. Les suites R et L sont constantes.

b. Les suites R et L oscillent respectivement autour des
valeurs 2 000 et 600.

[ a. Lorsque a diminue, les amplitudes des suites R et L
diminuent. En effet, le taux d’accroissement de la suite R
est plus petit, donc la suite R varie moins vite. Le taux
d’accroissement de la suite L est alors aussi plus petit.
Donc la suite L varie aussi moins vite.

b. Pour les mémes raison qu‘au a., les amplitudes des
suites R et L diminuent.

c. Lorsque ¢ diminue, la suite L est presque constante,
sauf par pique, et la suite R suit des croissances expo-
nentielles, sauf par pique. En effet, le taux d'accroisse-
ment de la suite L devient proche de 0, donc la suite L est
presque constante. Le taux d'accroissement de la suite R
devient alors presque constant, et la suite R est presque
géométrique.

d. Lorsque d augmente, on obtient les mémes résultats
quau c.
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D) Faire le point

I]b.etc. Ha. Hec.

Ha.b.etc. BAb.

I]c. Hb.etc. Hec.

Bl Faux. Ha. Faux. b. Faux. c. Vrai. d. Vrai.
H vrai.

D) Exercices d’application

D Matrices et opérations

E ¥ Vrai.
20 1577%

Définition de matrice

F1 Vrai. E vrai. 1 Faux.

Ha. Hec. Ab.

21 Ha,=10a3=30a,3=10a3;,=-1,0a3,=2

Ha,=-2,a,3=0,0,;=3,03,=0,03, =-2
223 A1 A2 Fruit |Viande
Fruit | 20 80 A1 20 30

Viande 30 50 A2 80 50

H a. 20 80 est une matrice d'ordre deux.
30 50

80, le nombre situé a l'intersection de la premiere ligne
et de la deuxieme colonne de la premiére matrice, repré-
sente la quantité de fruits commandée a A2.
b, ( 20 30
80 50
30, le nombre situé a l'intersection de la premiere ligne
et de la deuxiéme colonne de la premiére matrice repré-
sente la quantité de viande commandée a A1.

3 22 88 .
33 55

[1 3¢ semaine : [

) est une matrice d'ordre deux.

24,2 96,8
36,3 60,5 )
26,62 106,48

39,93 66,55 |

29,282 117,128
43,923 73,205 |

4¢€ semaine :(
5¢ semaine :(

X Cela signifie que l'équipe C a retrouvé 5 marques
rouges.

F1 Léquipe B a collecté 18 marques et a gagné le jeu.

E1 On a colleté 41 marques.

2| 3 1
-2 4

x = x2
E a.A=Bsix2+x+1=1<x=0.
3=3-x
2x =4
x2 =4

-1=x-3
Sx=2.
10=6x—-2

b.A=B&

=1

X
2

Somme, produit par un réel

(12) g (20)_(41)

-3 4 3 1 2 -3
Fl2A= 2 4 \gonc2a+B=| 4 4|
6 8 -3 9

On vérifie de méme les autres résultats.

BDA+2C=(7 0 ];

1 -2
»38+2C=| 2 2 |;
13 -3
V34420, = ' ° |
9 14
14 5
& y2a+38=| 6 15 2 |:
7 8 16
11 12 3
p3C+2;=| -6 5 9 |;
0 -6 5
7 8 7
Y2A+3C=| 0 3 1
4 -8 -7
mi2A+3B=(° SJ;
7 -1

4 6 -10
A yoa=| 8 0 2 |
22 6
9 -6 -3
»-3B=| 0 -3 -9 |;
-6 3 -12
-15 —4
PA+B=| 4 1 4 |;
10 7

Livre du professeur - CHAPITRE 15 Matrices et suites 9
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9 7 -16
»3A-B=|12 -1 0 |;
5 4 5
16 2 14
D-2A+4B=| -8 4 10
10 -6 10
& onac=s5-a=| 11|
3 4

Produit de deux matrices

Le montant de la facture est :

23 25 22 3 207
30 25 31 |x| 2 |=| 264
25 20 20 4 195

Le total de la facture dans chaque magasin est : 207 €
dans le magasin X, 264 € dans le magasin Y et 195 € dans
le magasin Z.

23 25 22 2 212
Onobtient:| 30 25 31 (x| 4 |=]| 253
25 20 20 3 190

La facture sera la moins élevée dans le magasin Z.
a. 2 3 % -1)_] 4 ’_
-2 4 2 10
bl 3 Mkl 223
1 2 3 8

314 2 25

a.| 021 (x| 3 |=]10
4 2 3 4 26

-1 2 3 2 5

b.] 1 -2 4 (x| -1 |=]| 16
0 5 1 3 -2

jx
D=2)+2%x3 (-hx0+2x1) (8 2
(=3)(=2)+4x3 (-3)x0+4x1 _(18 4}

de méme avec les autres calculs.

1l
D -~ N TN

On procéd
a 1 2 % 3 -2 _ 5 8
-3 4 15 -5 26 |

(S )

2 3 -1 0o 1 2 6 10 12
a. 4 0 2 |x| -2 2 3 |=| 8 0 10
-32 0 4 -2 1 -4 -1 0

5-210 2 0 3 1

—1321)(42—1—2

4 1 3 2 2 1 0 3

0 -1 -11 -2 -1 2 1
4 -3 17 12
12 7 -4 0
14 3 15 13
-8 -4 3 0

b (A x B)x C:(7 _7]><C=(_28 21 j;

0 14 70 —-14
PAX (Bx C)=AX “13 728 21 )
11 0 70 —-14

PAXx (B +C)=Ax 3o 15 =2,
6 1 18 6
VAxB+AxC=| T T4 B 2|2
0 14 18 -8 18 6

bAaxB=|7 7 letBxa=|12 710
0 14 1 9

& Axp=BxA=1,
a7 T o7 35)
14 14 70 42

»B2 = 58 = 20 10 i
10 5

PB3 =5BxB=5B2 =258
PB4 =B2 xB2 =(5B)2 =25B2 =1258B.
m On a bien en utilisant la calculatrice : A = B x C.

AxB=|99% -0, etBx A=0,
00

L'affirmation « si un produit de matrices est nul, alors
I'une des matrices est nulle » est a I'évidence fausse.

42| a.(A+B)2=(22 QJ

28 46
etA2 +2AxB+B2 =| 4830
38 20
52 26
b.(A-B)x(A + B) =
- orxa e 0)=[ %2 20

etA2-g2=| 26 8|
~16 18

Les résultats différent car la multiplication matricielle
n'est pas commutative.

Si les matrices carrées A et B commutent, alors on a
bien:
DA+B’=A+B)x(A+B) =A>+AXB+BxA+B

=A*+2AXB+B?;
DA-B)X(A+B)=A>+AxB—-BxA-B
=A*- B

10 Livre du professeur - CHAPITRE 15 Matrices et suites
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B Inverse d'une matrice carrée

[l Faux. FlFaux. [El Vrai. 1 Faux.
H Vrai.
[d Faux. FlFaux. [ElFaux.

Déterminations d'inverse

E [fla.AxB=BxA=1,etB1=A
b.AxB=BxA=1IetB1=A
El Preuve de cours : inverse de l'inverse
Par définition de la matrice inverse,

A TXA=AXAT=1.
Donc la matrice A~" est inversible, d’inverse la matrice A,
AN T=A.

> 3 23 23
DA-1= 2 2 |car| 2 2 ( j I,
45
2 -1 2 -1
5 3
et| 23 1x| 72 2 |=1,
45
2 -1
'3
D De méme, B-1 =
5
-2 =
3
31 =22
W= 24 bar=| g 1
13 5 =3
44 -2 -2 1

Soit une matrice diagonale A = ( ao j

0 b
I]AXxy:axay.
zt bz bt

F1 Pour que la matrice A soit inversible, il faut et il suffit
ax =1

que le systeme ait une solution non nulle, donc

bt =1
az0etb=0.
1
X=—
a
y=0 .0
[El Dans ce cas etA-1=| 9
z=0 1
°%
f=1

I3 Oui, ce résultat se généralise aux matrices diagonales
d'ordre 3 et d'ordre 4.

I @ 42

= ( 10 ]donc la matrice A est inversible, et
A=A 01

F1A?#1,,donc Ax (—A) = (-A) X A = I,;lamatrice A est
inversible, et A1 = A.

@n(; in(X yjzlzéquivautausystéme:

z t
xX=2
3x+5z=1 5
2x+4z=0 |77
=S
3y+5t=0 z=-1
2y+4t=1 | _3
2
5 2
Onadonc: B= 2
3
_‘| =
2

EtBxA=1,doncB=A"".
2. 0n ne peut pas déterminer Btelle que AXB=1,.

AZ:(_Q5 ;gjdoncA2—3A+212=O.On en

déduit: A x (212 - %A) = [,,donclamatrice A estinver-
1

sibIeetA-1=%12—%A= 3 1
2 2
110 10 4
52 [T Ea. 331 |etA3=4112
104 441

F1 A3 + aA2 + bA+cl; =05 équivaut a un systéme
de 9 équations a 3 inconnues qui admet pour solution
a=0,b=—4etc=-1;

donc:A3 —4A—I; =05, s50it A(A2 — 41;) = I,

F10n en déduit que la matrice A est inversible et

-3 10
A'=A2-4], = 3 -1 1
1 00

Preuve de cours :inverse d'un produit
N (AxB)x(B-'x A1) = Ax (B x B-1)x A, carlamulti-
plication matricielle est associative et comme B x B-1 = |,
ona:

(AXB)X(BT"xA ) =Ax A1 =1
De méme (B-' x A-")x (Ax B) = I.
F1 Donc le produit A x B est inversible et :

(AxB)™' = (B~ x A1)

Systémes linéaires et équations

16 1
7 7 7
| 3 17 4
7 7 7
2 16 5
7 7 7

Livre du professeur - CHAPITRE 15 Matrices et suites 1
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a. Sous forme matricielle le systéme (S;) s'écrit :

5 X
AX X=BouB=| 1 |etX=|y
-3 7
2
b.AXx X=B& X=A"1xB=| -2 |, donclasolution
3
dusystemeestx=2,y=-2etz=3. -1
Le systeme sécrit: Ax X =C,avecC=| 3
2
15
7
Ax X=CoX=A1xC= —%
_40
7

2x+y+z=1
asx+y+2z=1AXx X=8B

4z=0
211 1
avecA=| 11 2 |etB=| 1
004 0
Donc le systéeme est équivalent a:
0
X=A"TxB=| 1 | DoncS={0;1;0)}
0
b. De méme, le systéme est équivalent a:
. 7
2 1 -3 5 13
X=|3 -2 2 x| 1 |=| =5
5 -3 -1 16 48
13

Donc S = {(—l :—5; _ﬁ)}

13 13
AxX =CaX=A1xC= 1,5 -0,5 0,5 ,
-0,5 1,5 -0,5

doncX=( 1 j
1 A
E)eo |l ——Alx=C=x=(I, - =A] xX.
2 2
51 2
_'] - — -
([—lA) =33 .Donc X = 3
2 15 2
3 3 3

a.(E) (I, —AxX=C.
Mais la matrice I, — A n'est pas inversible.
(E,) n"admet pas une unique solution. Les solutions véri-

ﬁentlx—lyzl. 3
4" 47 2 5
b. Sila somme des coefficients est égalea 1, X =
2

E) Puissance n-iéme d'une matrice carrée

Faux.

Faux. Vrai.

0 b2 0 b3
b.Ona An = a" 0
0 bn
2n 0
a.An = n
o 3]
2
1 0 0
b.An =| 0 (-0,2)" 0
0 0 0,75n

0 -1
Pour tout entier naturel p non nul :
M2p+1 =M et M2P = —1,.

60 A2=(2 0):212.

59 /\/12:(‘1 0 j:—]z et M3 =M.

02
Montrons par récurrence que, pour tout entiern = 0,
A2n =2n [,

b Initialisation : A2 = ( ; g ) =2"/,. Vrai.

D Hérédité : Démontrons que, si A2n =21 [,

alors A2n+2 = 2n+1 [,

OnaA2n+2 = A2n x A2 = (2 12)( (2) (2’ j =201,

b Conclusion : Pour tout entiern =0, A2" = 2" [,
Autre démonstration : de facon directe :
A2n =(A2)" =(21,)" =2n 1,
A2013 = A2012 x A = 21006 [, x A = 21006 A,

m OnaA? =/,,donc A2n = ],,donc A2012 = [,

000

0 0 0 |etB3 =0,

300

Donc, pour tout entiern = 3,ona B" = 0,.

B2 =

202
E OnaM2=| 00 0 |=2M, M3 =4M, M4 =8M.
2 02
Démontrer par récurrence que, pour tout entier n:
Mn =201 M,

D Initialisation : M2 = 2M. Vrai.

D Hérédité : Démontrons que si Mn = 2n-1 M,

alors Mn+1 = 2n M.

Onaenfonctionden:

Mt = Mn XM =2-TM XM =2n"1%x2M =21 M.
b Conclusion : pour tout entier n, Mn = 2n-TM.

12 Livre du professeur - CHAPITRE 15 Matrices et suites
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-5 -6 —6
B2= 9 10 9 |etB3=8.
—4 -4 -3

On conjecture que pour tout entier n, B2n+1 = B,
On pose P(n) : « B2n+1 = B»,
D Initialisation : B = B. Donc P(0) est vraie.
D Hérédité : soit n = 0 tel que P(n) est vraie.
Alors B2(n+)+1 = B2n+1 x B2 = Bx B2 d'aprés |'hypo-
thése de récurrence. Donc B2+)+1 = B3 = B. Ainsi
P(n + 1) est vraie.
D Conclusion : pour tout entiern = 0, B2n+1 = B,

m Démontrons par récurrence que pour tout entier

—5n2
1 5n 5n2 +11n
natureln, &, : « A" = 2 »
0 1 -n
00 1

D Initialisation : % ; : A0 =/, vrai.
D Hérédité : démontrons que,

—5n2
1 5n 5n2 +11n
SI®P, : An = 2 ,
0 1 -n
0 0 1
2
—5(nH* +11(n+1
1 54y 200 . (n+7
alors @ ,,,: Art1=1 0 1 —(n+1)
0 o0 1
— 2
1 5n 5n? +11n
2 153
At = An X A=| 0 1 -n 01 -1
00 1 00 1
2
=5(n+)" +11(n+1
1 54 20D 110+
Donc An+1 = 2
0 1 —(n+1)
0 o0 1
D Conclusion : pour tout entier n, %, est vraie.
@ OnaPxQ=QxP=1,
-100
B=| 0 0 O |etcomme B est une matrice diago-
0 08
7" 0 0
nale, B" = 0 0 0
0 0 8n

a. Démontrons par récurrence que pour tout entier
naturel n, ®,: « A"=PxB"x Q ».
D Initialisation: P x Bx Q = P(Q x Ax P)Q; donc:
PxBxQ=(PxQAQxP)=AcarPxQ=QxP=1,
b Hérédité : Démontrons que si, pour un entier n, %, est
vraie, alors A" =P x B"' x Q.

Antl = An x A= (P x B" x Q)(P X B x Q) soit en tenant
compte de l'associativité de la multiplication matricielle,
A+l = P x Bn+l x Q.
b Conclusion : pour tout entier n, %, est vraie.

)" 0 0

—8n 0 —-8n
—(=n"+8n 0 8n

b. On en déduit A" =

0O 0 O
Woas=a-5,=]1 2

-1 4 2
0

b. J2=| 1
2

n=3,Jn =0,
Démontrons par récurrence que, pour toutn =2,

nin-"1

D<A =1 +nJ+TJ2».

, J3 =05 dong, pour tout entier

o O O
o O O

P

n
) Initialisation: %, : A2 = [ +2J +J2 = (I; + J)*; vrai.
D Hérédité : Démontrons que, si P, est vraie,

n(n+1
alors® ., : Antl = [, +(n+1)J+%J2;

-1
Antl = An x A = (13 +nj+%ﬂ)([3 +J).

En tenant compte du fait que J3 = 03, on obtient:
n(n+1

Artl = +(n+1)J + J2

b Conclusion : pour tout entier n = 2, %, est vraie.

1 0 0

n(3-n)

On en déduit: An = 1-2n -—n

n(n=2) 4n 2n+1

A2 =

Démontrons par récurrence que, pour tout entier
1a, b
naturel n > 0, on peut écrire A" =| 0 1 a,
0 0 1
D Initialisation : A est bien de la forme voulue.
1a, b,
D Hérédité : Supposons que,siA” =| 0 1 a, |,
b 00 1

n+1

o O =
o =N

1
2 A3 =
1

o O =
o - W
- W w

n

1 Api1
alors At =1 0 1 a,;,

0 0 1
1 a, b, 1
Al = An xA=|0 1 a, |X| O
0 0 1 0

QO = =
- o O

1a,+1a,+b,
Al =1 0 1 1+a,
0 O 1
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b Conclusion : Pour tout entier n > 0, la matrice A" est
de la forme voulue et les suites (a,) et (b,) sont définies
pour tout entier nnonnul par:a,,, =a, +1et a, =1,
b,.,=a,+b, et b,=0.

- La suite (a,) est arithmétique de raison 1 et de
premier terme 1, donca, =n.
« Pour tout entiern >0, b, = n+b,, en sommant les
égalités définissant les b;, on obtient :

b,,=1+2+...+(n—1)=@.
: (n="Tn
2
Soit : A=| 0 1 n
00 1
En situation

Hn+1

Rn+1

Hn+1

Rn+1

L'arbre de probabilité ci-dessus et la formule des proba-
bilités totales permettent d'écrire que pour tout entier
naturel n,

Pps1=0,3 p, +0,5 g,etqg,,=0,7 p, +0,5 g,

0,3 0,5
0,7 0,5 |

c. Démontrons par récurrence la propriété %, :
«U,=A"x U, » pour tout entier n = 0.

D Initialisation : 2 : U, = A°U,), vraie.

b Hérédité : Démontrons que, si pour un certainn, 2, :
U,=A"x Uy, alors P, : U,=A""x U,

OnaU,,, =AxU, = Ax(An xU,),

doncU, ; = A" x U,

b Conclusion : pour tout entiern =0, U, = A" x U,.

En utilisant le résultat précédent : la probabilité que
Mélanie soit a I'heure le 2¢ jour est 0,44, le 10¢ jour: 0,42,
le 50¢ jour:0,42.

a. Une démonstration par récurrence prouve que :
pour tout entier naturel n :

b.OnaAz[

S 3 -7 1
n

an_| 12 12 +(—_1) .| 60 12
77 "5 7 o

12 12 60 12

2 _7

n

b. A" x U, =| 2 +(—1) 60
AR

12 60

14 Livre du professeur - CHAPITRE 15

7 1 n n
Onadoncp, = i——(——), comme lim (—l) =0
12 60\ 5 n—s-+oo
(suite géométrique de raison inférieure a 1 en valeur
absolue)on a: 5
lim ==,
n—>+oopn 12
@ a. Le texte se traduit naturellement par : pour
tout entier naturel n,
. Xn 2
Xpp1 =6y, 1025y, ZTetan = EYn'
6 10
b. A= 00

2 o

o N|[—= O

Démontrons par récurrence la propriété &, :
«U,=A"xU,» pour tout entiern = 0.
) Initialisation : %, : U, = A%U,,, vraie.
b Hérédité : Démontrons que si, pour un certain n, P, :
U,=A"x U, alors ?,,: U, =AM x U,.
OnaU,,, =AxU, = Ax(A" xU,),
donc U, ., = An*1 x U,,.

b Conclusion : pour tout entiern =0, U, = A? x U,,.

200
YU, =AxU, =| 50 |;
10
3200
pUs =A> xUy =| 800 |;
160
102 400
DU,y = A0 x U, =| 25600
5120
X X X
28 21,67, 21 = 2,02, 1% ~1,999.
Xs X10 X1s

On constate que la population des femelles juvéniles
tend a doubler a chaque période.

Pour tout entier naturel n:

u l1 u lu +1
01 1

1
donc: Upiq = Eu" +1

Démontrons par récurrence la propriété P, :

1 n 1 n-1
AN = (5) 2- (2) », pour tout entier n.
0 1

) Initialisation : % , : A° = ( (1) ? ],vraie.
D Hérédité : Démontrons que si pour un certain n,

1 n 1 n-1
P, A0 = (5) 2‘(5) ,

0 1

Matrices et suites
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1 n+1 1 n
sors o =| (3 2-13)

0 1
1n 1n—1 1
OnaAntl = An X A = (E 2_(5) 2 |;donc
0 1 01
7" 1 (1" 1"
w3 <3 ) +2-)
0 1
1 n+1 1 n
G2
0 1

b Conclusion : pour tout entier n = 0,

(l)n 2_ l)n—1
An =1 \2 2

0 1

n n—1
G 26
2 2

0 1
n-1 n
snc =2 3

1 La suite u converge vers 2 quelle que soit la valeur de
Uy, car une suite géométrique de raison 0,5 converge
vers 0.

ElOnaU, = AU, =

D Etude de suites (U,) définies
parU,,=AxU,+B

[l Faux. F1 Vrai. El Faux. EI Vrai. HE Vrai.
a. p,=0,75, p, =o,75><o,25><2=§.

b. An+1

En+1

An+1

En+1

En utilisant l'arbre pondéré ci-dessus ou A signifie
allumé et E éteint, on a pour tout entier naturel n :
Pps1 =0,25p, +0,75q,etq,,;, =0,75p, +0,25¢q,.

a_[ 025075
10,75 0,25 |
F1 a. Démontrons par récurrence la propriété :
P, «U,=A"xU,» pour tout entiern = 0.
b Initialisation: % , : U, = A%U,, vraie.
b Hérédité : Démontrons que, si, pour un certain n, %, :
U,=A"Xx Uy, alors P, : U, =A""x U,.

OnaU,,, =AxU, = Ax(A" xU,),doncU, , = An+1 x U,

n+l —
b Conclusion : pour tout entiern =0, U, = A" X U,,.

0,499 0,500 0,500
b. Uy = i U = Usg = :
0,500 0,500 0,500
. . 0,5
La suite de matrices (U,) semble converger vers [ 0 J

El a. U est bien solution de l'équation A x X = X.
b. La matrice U n'est pas I'unique solution de cette équa-

tion. En effet, toutes les matrices du type ( a ] ou g est
a

un réel quelconque, sont solution du systeme.

Oa. 0,5 0,5 y 11
0,5 -0,5 1 -1
11 0,5 0,5
X =I21
1 -1 0,5 -0,5

donc P-1 = 0.5 0,5 .
0,5 -0,5

b. Calculer PxDx P71 =A.
c.Comme PxP1=P1xP=1, on en déduit que
An =P x Dn x P, donc:

1l 1+(=0,5" 1-(-0,5)"

2| 1-(-0,5" 1+(-0,5)"

1l 1- (—0,5)”
1+(-0,5)"

Hlimu, = 0,5
0,5

], ce qui confirme la conjecture émise
n—>+oo

7

a la question F1 b.

|p-= [ gz; ] et, pour tout entier naturel n, on

7

al'arbre pondéré suivant :
0,95 A

0,99
Donc par la formule des probabilités totales :
a,.,=0,95a, + 0,01, eti ., =0,05a, +0,99i, .
Cela se traduit par I'écriture matricielle :

dnn | _[ 0,95 0,01 [d,
i 0,05 0,99 i |

cest-a-dire P,,;, = M X P,.

0,874 8
Hla.P=MxP, =
0,1252
0,832312
EtP, = MxP, = .
0,167 688

b. Lannée 2015 correspond a n=5.
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On calcule P; = M> X P, a la calculatrice :

[A] o+ [E]
[[.7195410302]
[.2884583532] ]

En 2015, il y a environ 71,95 % de clients d’agence et
28,05 % de clients Internet.

On recherche P = [ X j,avecx+y=1 etMxP=P.
y

0,05x+ 0,99y

0,95x +0,01y X
MxP=P& =
0,05x +0,99y y
< 005x-001y=0&5x—y=0.
En ajoutant la condition x+y =1,

0,95x + 0,01
CommeMxPz[ y],

on obtient x=l et y:é.
6 6
1
L'état stable est P = g
6
a. Pour tout entier naturel n, on pose:
11 47 -47
- — - LA
P(n) =« Mn = 6 6 +(ﬂ) N 60 300 N
55| \s0 ~47 47
6 6 60 300
) Initialisation : M° =1,.
1 1 47 47
- - o LA
6 6 +(ﬂ) N 60 300
5 5 | \s0 47 47
6 6 60 300
1 47 47
_| 6 6 +£x 60 300 -1,
55| 47| 47 47
6 6 60 300

Donc P(0) est vraie.
D Hérédité : soit un entier naturel n tel que P(n) est vraie,

c'est-a-dire:
11 47 -47
21 o it
yn—| 6 6 +(ﬂ) .| 60 300
55| \s0) 7| a7 47
6 6 60 300
Alors M™1 =M x Mn
19 1) [(11 47 47
| 20 100 6 6 (47)”‘1 60 300
= X +=] x
1 9 > 5| 150 —47 47
20 100 6 6 60 300
- 2209 -2209
5 6 n | 3000 15000
Donc Mn+1 = 6 6 +(ﬂ) X
55| \50 ~2209 2209
6 6 3000 15000

11 47 A
n
Ainsi M+ =| © 6 +(ﬂ) x| 60 300
55 ("o ¥ a7 a7
6 6 60 300

Donc P(n + 1) est vraie.

b Conclusion: par récurrence, pour tout entier naturel n,
P(n) est vraie.

b. Pour tout entier naturel n,

Pn:MnxPO
11 47 47
_|| 6 6 +(ﬂ)n—1x 60 300 || 0,92
221 W0 47 47 0,08
6 6 60 300
1 s3m
6 1| 7500
Donc P, = 6 +(ﬂ) « ,
5| \50 ~5311
6 7500
1
n
Cest-a-dire P, =| © +(ﬂ) 13 (1)
> 50 150 | —1
6

n
Comme0<ﬂ<1,ona: lim (ﬂ) =0.
50 n—+\50

Donc la suite (P,) converge vers la matrice colonne
c'est-a-dire vers |'état stable P.

ol o=

a. et b. D'apres I'énoncé, pour tout entier n,
3

an = an
1 2 1
iy = an +§I’n +§Vn'
1 2
Vo1 =5 +§Vn
Donc pour tout entier natureln =1
3 00
4
N 1 21
Xn+1=A><Xn,OU A= Z § g
0 12
33
3
=xX=xX
4
1 2 1
AXX=X& {—x+=-y+-z=
4 3y 3 Y
ly+gz =z
3 3
AxX=Xs { X i 0 si de plus la somme des coefficients
0
est 1, on obtient la solution X =| 0,5
0,5
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3\" 1\"
a.Comme |im (—) =0et lim (—) =0,0na:

N—>+oo N—>+oo

0 0 O
lim An =| 0,5 0,5 0,5
Nn—+oo

0,5 0,5 0,5

0 0 O b,
0,5 0,5 0,5 || r
0,5 0,5 0,5 )| v,

, la suite converge vers .

v, 1
3 3
4

Donc la suite (X,,) converge vers

S
|u-| N[=

—_
N

N|[= N|= O

b. La suite (b)) est une suite géométrique de raison
donc elle converge vers 0.

a. Pour arriver en A a linstant n + 1, soit elle
saute sur A avec une probabilité 0,05 soit elle vient de
B avec une probabilité 0,85 x 0,5 soit elle provient de C
avec une probabilité de 0,85 x 0,5 ; d'ou, en utilisant les
probabilités totales, pour tout entier naturel n:
a,.,=0,850,5b,+0,5 c,)+0,05.
b.On ade méme:
b,., =0,85(0,5 a, +0,5 ¢,)+0,05;
€. =0,85(0,5a,+0,5b,)+0,05.
Dong, pour tout entier naturel n :

7

U,,,=0,85MxU,+K. (1)
0 0,50,5 0,05

avecM=| 0,5 0 0,5 |etK=| 0,05
0,5 0,5 0 0,05

a. En transposant et factorisant,on a:
(BE) = (I5-085M)xX=K.
b. SoitX=(1;—-0,85M )" x K.

La calculatrice donne comme solution U =

W = W|l= W=

a. U vérifie U= 0,85 M x U + K, donc en soustrayant
membre a membre avec (1), on obtient, pour tout entier
naturel n:

U, —U=085Mx(U,-U).
b. En écrivant les égalités précédentes de 1 a n, puis en
multipliant membres a membres et en simplifiant, on
obtient que, pour tout entier naturel n :
U,=U+085"xM"x (Uy—-U).
a. Démontrons par récurrence la propriété %,

111 2 11
333 3 3 3
| 111 +(—_1)" 12 1)
333 2 3 3 3
111 112
333 3 3 3

D Initialisation :

111 2 11
333 3 3 3
p |11 +(—_1)° 12 T e
3 33 2 3 3 3
111 112
333 3 3 3

b Hérédité : Démontrons que si, pour un certain n, ?,
est vraie, alors :

111 2 11
333 3 3
n+1
poi=| 211 +(_1) 121
333 2 3 3 3
111 112
333 3 3 3
111 111
333 333
Ona 11 xlell et
333 333
111 111
333 333
2 11 111 2 11
3 3 3 3 6 6 3 3 3
2 vyl I 121y
3 3 3 6 3 6 2 3 3 3
112 114 112
3 3 3 6 6 3 3 3 3

Or, Mn+1 = Mn x M, soit en tenant compte des résul-
tats ci-dessus :

111 2 1 1
3 3 3 3 3 3
yr | 111 +(—_1)"” 12
3 3 3 2 3 3 3
111 112
3 3 3 3 3 3
b Conclusion : pour tout entiern =0
111 2 11
333 3 3 3
| 111 +(—_1)” 12 1
333 2 3 3 3
111 112
333 3 3 3

b. La suite (U,) converge vers U, car lim (0,85)" = 0.
Elle ne dépend pas de U, o

La matrice 0,85A a ses coefficients positifs ou nuls,
dont la somme par colonne est strictement inférieure
a 1. Donc la matrice (0,85A)" converge vers la matrice
nulle, et la suite (U,) converge vers la matrice U.

u
a.OnaU,,H:{ ! J,donc:U,m:AxUn,

-2 3

un+2
oUAz[ 0

1]‘
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b. Démontrons par récurrence la propriété %, :
«U,=A"xU, » pour tout entier n = 0.

b Initialisation: % : U, = A%U,, vraie.

D Hérédité : Démontrons que si, pour un certain n,
P, :U,=A"X U,, alors P, : U, =A™ x U,.
OnaU,,; =AxU, =Ax(Ar xU,),

donc U, ,; = Art1 x U,.

n+1 —

b Conclusion : pour tout entiern=0,U,, = A" X U,.

On considére la matrice P = ( T ] .

12
a.p 1= 2
=1

“Vpaxaxp=| 195
1 02

b. En utilisant I'associativité de la multiplication matri-
cielle, on a A=PxBxP-1, donc, pour tout entier

naturel n:
2n —1
2n+1 —1 ’
U, =2Uy — Uy + 2" (uy — up).

A" =P xBn x P =[
Question ouverte : Il faut et il suffit que u; = uj.
Et dans ce cas la suite est constante égale a u,.

77

2-2n
2 — 2n+l

En utilisant I'arbre pondéré :

0,2 10-6 10-53
a.PO = 0,8 /P10 = 0109 IP100 =| 10-10 |,
0 0,9 1
0
Piooo =| O
1
0

0 | Au
1

bout d'un certain temps tous les malades auront guéri.
b. lim 0,37 =0 et lim 0,87 =0.

On conjecture que la suite (P,) converge vers

n—-+oo n—-+oo
Donc lim d, =0 et lim a, =0.
Nn—+oco n—+oco
Donc limr, =1-0-0=1.
nN—-+oo
c.d, <0,001<0,2x0,3" <0,001<0,37" <0,005;
doncn > M, donc au bout de 5 semaines il n'y a

In0,3
plus de patients avec un syndrome débutant.

d. Question ouverte:

5
commer,  —r, = o

le groupe des patients rétablis est en constante augmen-
tation.

d >0,

+—a
n .IO n

i

3000

D’aprés I'énoncé, A =

o N|[—= O

o O

W=

6
0

6 000

Rn+1

D'aprés les probabilités totales, on obtient, pour tout

3
dpi = Edn
. 2 8
entiern: § a,,, = ﬁd“ +ﬁa"
5
1 = ﬁdn +Ea” +r,
3 00
10
1 4 .
En posant M = i 0 |, ona pour tout entier
1
2 5

natureln: P, ,=MxP,.

Par récurrence, pour tout entiern=0, P, = M" x P,.

La matrice colonne P=| 0

0
dont la somme des
1

coefficients est 1 vérifie M x P=P.

18000

1500
1000

9000 |,
1000

P, =| 3000 |, P, =

3000

:P2=

3000
3000
3000

La population de coccinelles va évoluer de facon
cyclique tous les trois ans.

P3=

Dans ce cas, la population de coccinelles est stable.

Il en est de méme avec cette répartition.

0 06
1 X X
a. On doit avoir : 5 00 y |=|y
z z
0 1 0
3
6z=x
1 e
soit 4 2 =YV o X=02
1 y=3z
—y=2z
3y
6z
b. Toutes les répartitions du type | 3z | ol z > 0 sont
stables. z
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> Prépa Bac

I]A2=(_1 —2])((—1 —2)

3 4 3 4
| =1?-2x3 -1x(-2)-2x4 _(_5 _6J
3X(-N+4x3 3x(-2)+42 9 10
Donc A2 —3A+21,
(5 -6) 512, 10) (00|
9 10 3 4 01 00
F1 D'aprés la question £l , A2 —3A=-21,,
mchxékA—sg):ikA—ah)xAzzz

On en déduit que la matrice A est inversible et que

-1
—(A-31)

it =2(3 312}

-1 -4 -2 2 1
= — = 1
2(3 1) S

[El Pour tout entier n = 0,

Al =

3_2n+1 2_2n+1

» .
3x2"n -3 3x2n -2
3-2 2—2)

onposeP(n):« An = (

= 5 -

) Initialisation : A=/, et
3-3 3-2

Donc P(0) est vraie.

b Hérédité : soit un entier n = 0 tel que P(n) est vraie.
Alors:

Antl = Ax An = -1 -2 % 3 —2n+1 2 —2n+l
3 4 3x2n—3 3x2n -2
en utilisant I'hypothése de récurrence.
Ainsi :
e —(3-2m1)-2(3 %21 =3) —(2-2"1)-2(3%x2" - 2)
- 3(3_2n+1)+ 4(3)(2” —3) 3(2_2n+1)+ 4(3X2n _2) :
Donc:

An+l = —342m1 -3 201 46 —242m1 3 x 201 + 4
93 x2M1 +6X 21 —12 §-3x 201 +6x 2+ —8 |

Donc:
Antl = 3-2x2nt1 2 -2 x 20+
3x 201 —3 3 x2nt1 -2

3-— 2n+2 2 — 2n+2
S 3x2mt 3x2nm1 -2
Ainsi P(n + 1) est vraie.
b Conclusion : pour tout entier n = 0,

A” 3_2n+1 2_2n+1
1 3x2n -3 3x2n-2 )

@ [} On peut représenter la situation par I'arbre de
probabilité suivant :

4/5 Rn+1
Rn+1
Rn+1
1/2 Rn+1

En notant R, I'événement « Florian réussit son n-ieme
tir ».
D'apres la formule des probabilités totales,

4 1 1 1
Pnv1 = ZPn +EQn et g, =—pp + -9,

5 5 2
En utilisant la définition du produit de matrices,

41
on obtient : Poii |15 2 X Pn ,
qn+1 l l qn
52
41
soitU,,, = Ax U, avec A= ? ?
5 2

1 Par récurrence, pour tout entier n>0, U, = A" x U,,.
Donc U, = A0 x U,

o _ 0,714 29
Al'aide de la calculatrice, U, = .

0,28571

Ainsi la probabilité que Florian réussisse son 10¢ tir est
environ 0,714 29.

E10n pose U = [ ; ),avecx+y=1.

41
AxU=U S Y B T
11 y y
x+y=1 5 5
x+y=1
Lx+ly=x
5 Zy 1 1
—x—-=y=0
1 1 & 45 2
XtJy=y
5 2 X+y=
x+y=1

< X
N———
Il
- | =

R |
N =
X

VR

- O

N——

Il

[ Les coefficients de la matrice A sont strictement posi-
tifs, dont la somme par colonne est égale a 1.
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Donc la suite (U,) converge vers la matrice U =

NN N w;

On en déduit que la suite (p,) converge vers ;

Ona:{gnﬂzfn-ﬂ

Cpig =20, + 00 +1
En utilisant la définition du produit et de la somme de
matrices, on obtient :

Chia (0 1] Ly (Oj
= X + .
£n+2 21 £n+1 1
DoncU,,, =AxU, +C.

n+1 —
Pour tout entiern = 0, on pose P(n) :

(27 -¢9") g 22
3 3

) Initialisation : A°= , et % X A+ ? x I, = L.

Donc P(0) est vraie.
D Hérédité : soit un entier n = 0 tel que P(n) est vraie.

) am e
A"+1=A><A"=A><[( 3 )><A+2 +§( ) xlzj,

d'aprés I'hypothése de récurrence.

n _(— n
Donc Antl = 7(2 L) ) 20 +2(0"
3 3

OrA2=21 =01+21O_
23 21 01

Donc A2 = A+21,.
=)
3

AN = X I, ».

X A2 + X A.

n _n
2+2(1)><

Ainsi An+1l = X(A+21,)+ A.

Donc

on — (=" n —_\" 22”—(—1)"
04204200 2 ),
3 3
n+1 —_N\" ntl — (="
:2 +(=0) ><A+2 2(=7)
3
n+1 _ (— n+1 n+1 _ n+1
2 ), 220
3 3
Donc P(n + 1) est vraie.
b Conclusion : pour tout entiern =0,
2" —(=1)" 20 +2(=1)"
( )><A+ 3( ) xI-.
V=AxV+CsV-AxV=C
&L, -AxV=CoV=(I,-A"xC.
Ala calculatrice :

An+l = [2

X1,

L.

An =

CI[1l.8]1[8,111-[1
B.11[2.1112%[[A
10111
[[-.5]
[-.3]]
1
Donc V =
1
2

1 2
a-Vo=Uo—V=(2J— -

b. Pour tout entiern =0,

Uy =AxU,+CetV=AxV+C.

En soustrayant les deux égalités, on obtient :

Un+1 _V:AX(Un _V)'

clest-a-dire V,,, = AxV,.

Donc par récurrence, pour tout entier n = 0,
V, = A" xV,.

c.Orv, =V, +V.DoncU, = A" xV, +V.

En utilisant le résultat de la question [24,

2" —(=1)" 20 +2(=1)"
U, = (7)><A++7()></2 X Vg + V.
3 3
Donc:
2" — (=" 20 +2(=1)"
Unz(i)xAxV0++7()xVO+V.
2 3 1
orAxVy=| 2 |, Vo=| 2 |etv=| 2
n 2 1
2 2 2
1| 52n =07 +3(20 +2(-9)") - 3
DoncU, = —
6 11027 = (="} +5(2" +2(-)") - 3
8x2n +(-1)" -3
DoncU,,=l =D
16x2n —(-)" -3

Question ouverte
D'apres la question ] c.,

0, = %(8 x2n +(=1)" - 3).

Donc: ‘, 2%(8x2" —4).
D On est certain que ¢, = 1000 dés que :

%(8><2" — 4)=1000.

Or, %(8><2” —4)=1000

&2n =750,5¢n >M’
In(2)
Or M = 9,6 etnestun entier.
In(2)

Donc on est certain que ¢, = 1000 des quen = 10.
D On est certain que ¢, = 10 000 dés que :

%(szn — 4)=10000.

Or,%(SxZ” — 4)=10000

In(7 500,5)
& 2n=7500,59n=—"-—-
In(2)
In(7 500,5) .
—————~ =12,9etnestun entier.
In(2)

Donc on est certain que ¢, = 10 000 dés que n = 13.
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Exercices d'entrainement

I:Ia.Nz[_2 ;]etN2=02.

b. Pour tout entiern = 0,

onpose P(n):« A" =21 X [, +nx 211 X N».

b Initialisation : A0 =7, et 1x/, +0x 0, = I,. Donc
P(0) est vraie.

b Hérédité : soit un entier n = 0 tel que P(n) est vraie.
Alors An+l = Ax An = AX (2" X I, + nx 21=1 X N)
d’aprés I'hypothése de récurrence.

Donc An+1 =2n x A+ nx2n-Tx AxN.

OrA=N+21, et A><N=£_g iJzzN.

Ainsi Ant1 =20 (N +21,)+nx 21 x 2N
=201, + (2" + nx 2M)N.

Ainsi Ant1 =2n1 4 (n+ 1) x 27 X N.

Donc P(n + 1) est vraie.

b Conclusion : pour tout entier n = 0,

Ar =20 x T, +nx 21 x N.

u
ﬂVoz[ OJ:(zjet
U 1
"l 4x1-4%2 -4 )
u
na.vn+1:£ n+1]
Upia
_ Up _ 0 1 % Up
-4u, +4u,, -4 4 Uy

DoncV, ., =AxV,.
b. En raisonnant par récurrence, en utilisant la question
Ela.,ona:V, = An xV,.
c. En utilisant les questions il b. et E1 b. , on obtient :
V, =2 x I, + nx 21 x N)x V,

=27 xVy +nx2r1 X NxV,.

2 -3
OorVv, = etNxV, = .

1 -1
DoncV, = 2mi=3nx2mt
2" —3nx2n
On en déduitque: u,, =21 —3nx 21,

ou encore que u, = (2 - 37’7) X 2n.

Il Pour tout entiern =0,0n a:

1-3n 3n
Uy —U, = 3 x 2n+1 —(2—7)><2".
=2”(1—3n—2+3—n)=2"(—1—3—n).
2 2
Donc u,,; —u, <O0. Ainsi la suite u est strictement

décroissante.

[l Soit un entier n = 1. On a le tableau deffectifs
suivant:

Aube MatinK Midi Soir

Scorpions | X, X,=22, Xpa1=Xp—2Z,

Guépes Yo | Yn=Xo| Yn=X, | Yne1 =V¥n = Xn
Zpy1 =2y _(yn _Xn)
Mygales z, z, z, —x, -y, +2,

En utilisant la définition du produit de matrices, on a:

Xnt1 1 0 =2 Xn
Yo [=| -1 1 0 x|y,
zn+1 1 _1 1 Zn
Xn X
F1 En raisonnant par récurrence, | y, |=Ar1x| y,
Zp Z;
Xg 33023
Donc au bout d'une semaine,| y, |= A7 x| 42836
Zg 12729
Xg 1
En utilisant la calculatrice,| yg |=]| 1
Zg 1

Donc au bout d’'une semaine, il reste un scorpion, une
guépe et une mygale.

0 X
ElOna:| 0 [=A7 x| y,
1 z,
X 0
Donc | y, |=(A7)"x]| 0
z 1
X, 12310
En utilisant la calculatrice, | y, [=| 15968
z, 4745

Initialement, il y avait 12 310 scorpions, 15 968 guépes
et 4 745 mygales.
E1 Question ouverte

Xg X
Il s'agitderésoudre| yg |=A7 x| y,
zg z,

La matrice A est inversible, et a la calculatrice, on a:
4745 15968 12310
(A7)_1 =| 6155 20713 15968
1829 6155 4745

Les coefficients obtenus sont tous positifs.
Alors I'équation admet une unique solution

X4 Xg
v, |=(A7)" x| yg | dontles coefficients sont
Z Zg

positifs.

Donc le probléme admettra toujours une solution.

Livre du professeur - CHAPITRE 15 Matrices et suites 21



©Hachette Livre 2012 - Déclic Tele S

a. La situation peut étre représentée par l'arbre

de probabilité suivant :

0,8

0,4

D’aprés la formule des probabilités totales,

Ins1 = 0,8gn +Ol6pn et Pni1 = 0129n +0,4Pn-

En utilisant la définition du produit de matrices,

gn+1 _ 018 OI6 % gl’l
pn+1 0'2 014 pn
0,8 0,6j

0,2 0,4

b. Donc par récurrence, pour tout entiern = 0,
U, = An xU,.

Donc U, :AxUn,oUAz(

11
a. A la calculatrice, P-1 = 4 :
4 4
Donc:
1 1
ERE DT L I
PxDxP-1= % 1 |x
11 0 - 1 3
5 —_
4 4
s 1) (1 1) (43
5 4 4 55
= X =
R
5 4 4 55
DoncA=PxDx P-1.
b. Comme P-1 x P = [,, par récurrence,
AN =P xDn xP-l.
1 0
La matrice D étant diagonale, D" =
0 02"
11
Donc An = 31 >< 4 4
11 o ozn 13
4 4
11
3 -0,2n 4 4
= X
10,20 13
4 4
3+0,2" 3-3x0,2"
Donc An = 4 4
1-0,2" 1+3x0,2"
4 4

Ainsi, en utilisant la définition de somme de matrices,

33 1.3

an=| 4 %l + 4
11 13
4 4 4 4

D’apres la question (=1,
33 13
U, =AnxU,=| * % |xu,+0,21] *  * |xu,.

11 13
4 4 4 4

Or0<0,2<1.Donc lim 0,2" =0.

N—+oo

~

On en déduit que la suite (U,) converge vers la matrice :

33
U= 44 1 Uy-
11
4 4
3
o Z(go +Py)
Ennotant U, = ,ona:U = 1
Po _(go +Py)
Donc quelle que soit la répartition initiale, la suite (U,)
3
converge vers la matrice U = ‘11
4
E a. On peut 07
représenter O
la situation par A
le graphe
suivant: 0,1
0,15 0,2
0,1
0,75 0,8
B 0,1 C
0,1

Donc a,,, =0,7a, +0,15b, +0,1c, ;

b,., =0,1a, +0,75b, +0,1c,, et

Chy1 =0,2a,+0,1b, +0,8¢,,.

En utilisant la définition du produit de matrices, on a:

an+1 0l7 0115 011 an
b,., |=| 0,1 0,75 0,1 |x]| b,
[ 0,2 0,1 0,8 c,
0,7 0,15 0,1
DoncU,,, =MxU,,ouM=| 0,1 0,75 0,1
0,2 0,1 0,8
b. On en déduit par récurrence que pour tout entier n = 0,
U, = M" xU,.
0,5
Uoz 0,2
0,3

22 Livre du professeur - CHAPITRE 15 Matrices et suites



©Hachette Livre 2012 - Déclic Tele S

0,41

» Auboutd'unmois: U; =M x U, =| 0,23
0,36
0,327
b Au bout de trois mois: U; = M3 x U, =| 0,262
0,411
0,286
b Auboutd'unan:U,, =M'2 xU, =| 0,286
0,429
0,286
b Auboutdedixans: U;,g = M'20 x U, =| 0,286
0,429

a. Comme la somme des coefficients de U est 1,on a:
X+y+z=1.

0,7 0,15 0,1 X X
DeplusMxU=U<| 0,1 0,75 0,1 |X| y |=| ¥y
0,2 0,1 0,8 z z

-0,3x+0,15y+0,1z=0
«40,1x-0,25y +0,1z=0
0,2x+0,1ly—-0,2z=0

Comme la 3¢ ligne est I'opposé de la somme des 1™ et
2¢ lignes, on obtient :
-0,3x+0,15y+0,1z2=0
M X U= U Ly ’
0,1x-0,25y+0,1z=0
6x—-3y—-2z=0
2x -5y +2z=0
en multipliant les deux lignes par 20.
On en déduit que le probléme revient a résoudre le
X+y+z=1
systeme 16x -3y —2z=0.
2x-5y+2z=0
b. Le systéme précédent est équivalent a

11 1 1
6 -3 -2 |xU=|0
2 -5 2 0

2

. 7

11 1 1 .

U=l6-3-2| x| 0|=|3

2 -5 2 0 3

7

c. Lamatrice U est telle que M x U= U et lasomme de ses

coefficients est 1. Les coefficients de la matrice M sont

strictement positifs, et de somme par colonne égale a 1.

Comme la somme des coefficients de la matrice U, est

égale a 1, la suite (U,) converge vers la matrice U.
Question ouverte

En utilisant la matrice U, a long terme :

D le circuit A distribue ; du marché et réalise un bénéfice

de: 1000O><§><SOO:1428571 €

D le circuit B distribue ; du marché et réalise un bénéfice
de: 10000><§><400z1142851 €;
D le circuit C distribue ; du marché et réalise un bénéfice

de: 10000><;><300z1285714 €

C'est le circuit A qui réalisera, a long terme, le plus grand
bénéfice.

5 Problemes

@ A l'aide de la calculatrice, on obtient :

-0,1 -0,7 0,5
M-'=; 0,5 0,5 -0,5
-0,3 -0,1 0,5

Soient quatre réels a, b, c et d.
Une équation du plan (ABC) est : ax + by + cz = d si, et
seulement si, les coordonnées des points A, B et C véri-
fient cette équation, c'est-a-dire :

2a+3b+c=d a d
—a+b+2c=d,soit Mx| b |=| d |,
a+2b+3c=d c d
d
ouencore X=M-1x| d
d
a d
b |=M1x|d
C d
-0,1d-0,7d + 0,5d -0,3d
=| 0,5d+0,5d-0,5d |=| 0,5d
-0,3d-0,1d +0,5d 0,1d

En choisissant d =10, on obtienta=-3,b=5etc=1.
Le plan (ABC) admet pour équation:—-3x+ 5y +z=10.

) A2 = [ cosa —sina jx( cosa —sina J

sina cosa sina cosa

(cosa)? —(sina)® —2cosasina

2cosasina  —(sina)® + (cosa)?

Or (cosa)® — (sina)® = cos2a et 2cosasina = sin2a.

Donc A2 = cos2a -sin2a
sin2a cos2a

pA3 =AX A2
=( cosacos2a - sinasin2a

—cosasin2a - sinacos2a
sinacos2a+ cosasin2a ’

—sinasin2a+ cosacos2a

Donc A cos(a+2a) —sin(@+2a)
onc A3 = .
sin(f@+2a) cos(a+2a)
_| cos3a -sin3a
sin3a cos3a )
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On conjecture que pour tout entiern =0,
An — | cosna —sinna
sinna cosna

Pour tout entiern = 0,

on pose P(n) : « An = ( cosna —sinna ]»_

sinna cosna

D Initialisation: A=/, et ( Cf)sOa —sin0a j :( 10 ]
Donc P(0) est vraie. sin0a cosOa 0 1

D Hérédité : soit un entier n = 0 tel que P(n) est vraie.

Antl = Ax AN Z(COSG —=sina JX( cosna —smna]

sina cosa sinna cosna

en utilisant I'hypothése de récurrence.
Donc:

A+l = cosacosna— sinasinna —cosasinna - sinacosna
sinacosna + cosasinna —sinasinna+ cosacosna

Donc An+1 _( cos(n+Ta —sin(n+1)a ]

sin(n+1)a cos(n+1)a

Donc P(n+1) est vraie.
D Conclusion : par récurrence, pour tout entiern =0,

An —| €osna —sinna
sinna cosna

PartieA
Par définition du produit de matrices,
111
i 3 3 3 R
1= 1 =1 0 [X| G
c _1 _l 1 B
2 2
111
3 3 3
Ainsi AXC=Sou A= 1 -1 0
1
2 2
L
2 3
a. A l'aide de la calculatrice, A-1 = | 1 —% —%
10 2
3
. L c
‘T3
R i ’
b.| G |[=ATx| ¢ |= i-—-<
B C 2 3
. 2c
i+—
3

!/ c 2c

DoncR=i+£—£,G=i————etB=i+—.
2 3 2 3 3

R=200,G=100 et B=60.

PartieB
Par définition du produit de matrices,

Y 0,299 0,587 0,114 R
U |=| -0,147 -0,289 0,463 (x| G
4 0,615 -0,515 -0,1 B
R 0,299 0,587 0,114 14
Donc| G |=| -0,147 -0,289 0,463 x| U
B 0,615 -0,515 -0,1 4
En arrondissant a 0,001 pres, on obtient :
R=Y +1,140V

G=1,01Y-0,374U -0,581V.
B =0,948Y +1,926U

211
@ a.A2=| 121 |et
112
011 100 211
A+2l3={ 101 (+2/ 010 |=|121
110 001 112

Donc A=A+ 215,

b.A3 = Ax A2 = Ax(A+21;)= A2 +2A.
=A+21; +2A.

Donc A3 =3A+21,.

a.A% =0A+ I5.Doncuy=0etv,=1.

A=1A+0/;.Doncu,=Tetv,=0.

b.Antl = AX A" = AX (U,A+Vv,I5)=u,A2 +Vv,A
=u,(A+215)+Vv,A

Donc An*! = (u, +v,)A+2u, ;.

. . . u 1 =u, +v
En identifiant les coefficients, { " noon
Vn+1 = 2un

En utilisant la définition du produit de matrices, on

u u
obtient:| ™! =( 11 Jx "o
Vn+1 20 Vn

Donc M = 11 .
20

c. Pour tout entiern =0,

21
D Initialisation : M0 =/, et

0 1) _
20 (271) G [ -1
3 21 3 -2 2
Donc P(0) est vraie.
D Hérédité : soit un entier n = 0 tel que P(n) est vraie.

n
Mot =pxmn =) P [ 2| 2 +(_1) x| T
20 3 21 3 -2 2

d’apres I'hypothese de récurrence.
Donc:

n
g 2 2 [TV [ 2 B )1 -
3 (20) |21 3 20) (-2 2

en distribuant.

|
N

n
3 3 2

+

|
WIN W=

Wl l— W|—
+
WIN W=

WIN WIN
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DoncM”+1=2—n>< 42 +_—1>< -1 )
3 4 2 3 2 -2
+1 —_q\n+1 _
_2 (21 +( ) o1
3 21 3 -2 2

Donc P(n1) est vraie.
D Conclusion : par récurrence, pour tout entier n = 0,

n
mMn :2_n>< 21 +¢X 1 -1 .
3 21 3 -2 2

d. Par récurrence, pour tout entiern = 0,
u u
"l=Mrx| 0|
v, Vo
u - —
nl (20 2] G 1 ) f0)
v, 3 21 3 -2 2 1
Donc en distribuant :

RGOS0
v, 3 21 1 3 -2 2 1

Donc Mn+1

u N _
Donc| " |=2[1 +—( ) Ll
v, 31 3 (2
20 + (=) 2n +2(=1)"
Ainsi: u,, =% et v, =%.

On en déduit que pour tout entiern=0:

011 100
20 4 (=) 2n +2(=1)"

An =L)X 101 ++7()>< 010
3 110 3 001
20 +2(=)" 20 + (=" 20 4 (=)™

3 3 3
n a n+1 n —a\N n _ n+1

Donc An — 20 +(=1) 20 +2(=0" 2n +(-1)

3 3 3
20 + (=)™ 20 4 (=)™ 20 4 2(=1)"

3 3 3

@ a. D Lagriculture produit 2 000 €, et consomme
400 € dans le secteur A, 300 € dans le secteur I et 200 €
dans le secteurT.

D Lindustrie produit 3 000 €, et consomme 750 € dans
le secteur A, 900 € dans le secteur I et 420 € dans le
secteurT.

D Les transports produisent 1 500 €, et consomme 75 €
dans le secteur A, 405 € dans le secteur I et 210 € dans
le secteurT.

b. Les consommations finales de chaque branche sont
donc:

Dsecteur A:400+750+75=1225€;

D secteur1:300+900+405=1605%€;

b secteurT:200+420+210=830€.

a. La production totale est la somme des consomma-
tions intermédiaires et des consommations finales.
DoncP=AXP+D.
b.P=AXP+D&P-AxP=D& ([3-A)xP=D
SP=(I,-A)"xD.

Ala calculatrice, on calcule (I; — A)™' x D.

4000

On obtient P =| 3500

2000
AxB=BxA=| 7 2|
-16

Les matrices A et Bcommutent.
AxC=CxA=|106]
-3 7
Les matrices A et C commutent.
a. Les matrices A et M commutent o AXM=MxA

o 3 4 % Xy |_| XV % 3 4
-2 1 zt zt -2 1
3x+4z 3y+4t | [ 3x-2y 4x+y

—2x+2z -2y +t 3z-2t 4z+t

=

3x+4z=3x-2y

3y +4t=4x+ =2z 2
= X = =27
Y Y 2t=2x-y .
—2x+z=3z-2t t=x+z
2t =2x+2z

-2y +t=4z+t

b. D En choisissant z=1etx=1, on obtienty=—2 et t=2.
On retrouve la matrice B.

D En choisissant z=1 et x=2, on obtienty=-2 et t =3.
On retrouve la matrice C.

D En choisissant z=2 et x=2, on obtienty=-4 et t =4.

OnaD = 2 -4
2 4

D En choisissant z=—-1 et x=1, on obtienty=2et t=0.

OnakE = 12 .
-10

c.On choisitz=0etx=1, on obtienty=0ett=1.

E Pour tout entier naturel n,
n

on pose P(n) : « (M + N)" = 2( Z ]Mn—ka ».
) Initialisation : (M + N)° =k=10et

0
Z( 2 jMO—ka = MONO = [.Donc P(0) est vraie.
I;:I?Iérédité :soit un entier naturel n tel que P(n) est vraie.
M+ N)"" =M+ N)x M+ N)"

= (M+ N)x [i( Z JM"—ka]

k=0
d'aprés I'hypothése de récurrence.
n

Donc (M + N)"*! = Z[ Z J(/\//nﬂ—k x Nk + NMn-kNk)
k=0
en distribuant.

Comme les matrices M et N commutent, on obtient :
n

M + N)n+1 - 2( Z J(Mnﬂ—k x Nk + Mn—ka+1)_
k=0

n n+1
n n
= Mn+1—ka +
3 o3,

jMnH—k Nk.
k=1 -
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Donc:

M+ N)" = ( g JM”“NO +2{( Z ]

k=1

+( k” : DMnH—ka LN ]MONn-H_

— n
Orn=1=n+1anr n =n+1et
0 0 k k-1 k

n+1
(n-H]'
n+1

On en déduit que (M + N)"*' = 2( ”I'(" 1 )Mnﬂ—ka_
k=0

N
S S
~—
I
I

Donc P(n + 1) est vraie.
b Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel n,

(M+N)" = 2( Z j/\//nka.

k=0

a.B = ,B2 = et B3 =0,.

o - O
o O O

QO = =
o O O
o © o
o = O

b. Comme B3 =0, pour tout entiern = 3,
B"=B3xB"3=0,.

c. Les matrices B et [; commutentet A=1;+B.
D'aprés la formule du bindme de Newton,on a:

O I el N 4 LN Bl
r27 j(la)n_z B2 + 2( Z ](13)n_k X 05.

+(
k=3
DoncAn:13+[’1’JB+(g)Bz
d.Comme | " |=net| " =n(n_1),onobtient:
1 2 2
100 001 n(n—1)000
A"=010+n101+2 001
001 000 000
10 n
2
Ainsi:An =| n 1 2220
2
00 1
< AT . Rn+1=Rn
[ly a équilibre & pour tout entier n,
ne1 =Ly

(1+a)R, —bL,R =R,

& pour tout entier n,
cL,R, +(1-d)L, =L,

R,(a-bL,)=0
L,(cR, —d)=0

Or les suites R et L ne s'annulent pas.
Donc il y a équilibre si, et seulement si, pour tout entier n,
d a
Rn =—et Ln = —.
c b
En utilisant la définition du produit et de la somme de
matrices, on obtient :

&< pour tout entier n, {

p _bd
soitU, ., =AxU, +C,0uA= € et
Ky
ad b
c=| ¢
_ad
b

a.AxU+C= 1702 X 2000 + 120 .
0,03 1 600 —-60

2(1880j+( 120 j:U'

660 —60

U, =AxU, +C
U=AxU+C
En soustrayant les deux lignes, U,,; —U = Ax (U, — U).
On en déduit par récurrence que, pour tout entier naturel n,
U, —U=An(U, —U),

clest-a-dire U, = U + A" (U, — V).

2000 1989 2011
b. Ug = , Upg = , Usg =
’ ( 611 ] 10 ( 610 } % [ 588 J

ot Uy :(1967 J

On a donc pour tout entier naturel n : {

607

1986 1983 2019
. Us = Upg = , Uy =
° ( 603 J 0 ( 601 ] %0 [ 599 J

R [ 1 -0,2 J Ry [ 120 j
a. = + .
L., 003 1 ) L, ~60
Donc RnH _ Rn _0'2Ln _I_[ 120 j
Ly 0,03R, +1L, ~60

P . R,H_] - Rn = _O,2Ln +120
On en déduit que .
L,.,—L, =0,03R, —60

Donc {R,m —-R,=0,2(600-1L,) '

Ly —L, = 0,03(Rn —2000)
b. Si L, < 600, alors R,; - R, = 0. Donc le nombre de
proies augmente lorsque le nombre de prédateurs est
inférieur a 600.
SiL,=600,alorsR,,; - R, < 0.Donc le nombre de proies
diminue lorsque le nombre de prédateurs est supérieur
a 600.
c.Delamémefacon, le nombre de prédateurs augmente
lorsque le nombre de proies est supérieur a 2 000, et le
nombre de prédateurs diminue lorsque le nombre de
proies est inférieur a 2 000.
d. On retrouve graphiquement les résultats obtenus aux
questions i b. et [ c.
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Pour tout entier naturel n,on a:
{Rn+1 - Rn = Rn (G - bLn)
LnH - Ln = Ln (C - an)
On en déduit que :
b le nombre de proies augmente lorsque le nombre de

) o . a .
prédateurs est inférieur a b et le nombre de proies

diminue lorsque le nombre de prédateurs est supérieur

.a
a—;
b
b le nombre de prédateurs augmente lorsque le nombre

. | )
de proies est supérieur a —, et le nombre de prédateurs
C

diminue lorsque le nombre de proies est inférieur a —.

c
m Partie A

La matrice U vérifie : A x U= U et la somme des coeffi-
cients de Uest égalea 1.

X

Onpose U=| y |avecx+y+z=1.

AxU=Us:=-y=0 = 3.

Comme x+y+z=1,0n obtient y =

OIN

4 1
,X=—etz=—.
9 3

Donc U =

wW|l—= VIN Vb

a. Pour tout entiern = 0,

4-(-0,5)"

2+(=0,5" |».
3

onposeP(n):« U, = %

D Initialisation: U, = et

O | =
w w w

W = W|l= wW|=

3
il 2+1 | = il 3 |.Donc P(0) est vraie.
9 9 3

D Hérédité : soit un entier n = 0 tel que P(n) est vraie.

0 0,5 1 4-(-0,5)"
U, =AxU,=]|05 0 0 x% 2+(-0,5"
0,5 0,5 0 3

d'aprés I'hypothése de récurrence.

Donc:

0,5(2+(-0,5")+3
1
Unii =5 0,5(4-(-0,5")
0,5(4 - (-0,5")+0,5(2+(-0,5)")
4+0,5(-0,5)"
1 n
=—| 2-0,5(-0,5
5 (0,5
3
4—(-0,5""
Donc U, = L (=0,5)"" |.Donc P(n1) est vraie.
3

D Conclusion : pour tout entiern = 0,

4—(—0,5)”
U, =% 2+(=0,5)"
3

b. Comme [-0,5| <1, lim (-0,5)" =0, et la suite (U,)
n—>+o0

converge vers la matrice U.

Partie B
0,85Ax U +C
74
0 0,51 171 0,05
~0,85 05 0 0 |x| 22 |4| 0,05
0,5 0,5 0 111 0,05
3
7 7
171 171
17| 37 | 1 40
= —| — [+ — 1 = i,
200 171 | 20| , 171
1 1
3 3

Donc0,85Ax U+ C =U.
. {U,,Jr1 =0,85AxU, +C

a. Pour tout entier naturel n, .

U=0,85AxU+C
En soustrayant, on obtient que :
U,.,—U=0,85A% (U, —U).
b. Par récurrence, on en déduit que pour tout entier
natureln,U, — U = (0,85A)" x (U, — U), C'est-a-dire :
U, =U+(0,85A)" x (U, - U).

La matrice 0,85A a ses coefficients positifs ou nuls,
dont la somme par colonne est 0,85, strictement infé-
rieura 1.

Donc la matrice (0,85A)" converge vers la matrice
nulle 05.
On en déduit que la suite (U,) converge vers la matrice U.

Pour tout entiern=0,

74 —17(~0,425)"
onposeP(n):« U, = 11? 40 +17(-0,425)" |».
57
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1 1

3 74 -17 3

b Initialisation : y, = % et —| 40+17 |= %
57

1 1

3 3

Donc P(0) est vraie.
D Hérédité : soit un entier n = 0 tel que P(n) est vraie.
Uy =0,85AXU, +C

0 05 1 74 -17(-0,425)" 1

=% 05 0 0 x% 40+17(-0,425)" +i0 1
0,5 0,50 57 1

d’apres I'hypothese de récurrence.

Donc 17 17
—(40+17(-0,425)") + = x 57
40 20

] 17 a
Upir =7 4—0(74—17(—0,425) )

%(74 ~17(-0,429)") + %(40 +17(-0,429)")

17
20
171

+—] — |
171 20
1”7
20

74 +17 % 0,425 x (-0,425)"

40-17 x 0,425 x (—0,425)"
57

DoncU,,;, = 71
74 —17(-0,425)"""

40 +17(=0,425)""
57

DoncU, , = —
n+1 171

Donc P(n+1) est vraie.
D Conclusion : pour tout entiern = 0,

74 —17(<0,425)"
40 +17(<0,425)"
57

b1
171

Comme lim (-0,425)" = 0, la suite (U,) converge vers U
N—>+oo

comme montré au

@ a. La situation peut étre représentée par l'arbre
de probabilité suivant :

D'apres la formule des probabilités totales :

p :(an+bn+cn+dn)XO,2X%+bnXO,SX%

+c,,><0,8><l+dn><0,8><l.
3 3

b, ¢, d
Donca,,, = 0,8(—n + 2+ —") + 0,05,
3 3 3

cara, +b, +c,+d, =1
b. De la méme facon :

a, ¢, d
bpi = 0,8(—”+—”+ ”J+0,05;
3 3

3
a, b, d
Cpi1 = 0,8(—”+—”+—”)+0,05
3 3 3
a b, ¢
etd, ., = O,8(—”+—”+—”)+0,05.
3 3 3
En utilisant la définition du produit de matrices, on a:
o1 11
3 33
1o 11| [a] (o0
b 3 33 b
n+1 =0,8 > n + 0:05
Chi l l 0 l (o 0,05
s 33 3 d, 0,05
11 1,
33 3
o1 11
3 33
1o 11 0,05
3 33
On pose M = etk = 0,05
11 1 0,05
33 03 0,05
11 1,
33 3

a.X=08MXX+KeX-0,8MxX=K
< (1, -0,8M)x X =K.
b. A l'aide de la calculatrice, la matrice 7, —0,8M est
inversible.
DoncX =0,8Mx X +K < X =(I, —0,8M)"" xK
0,25
0,25
0,25
0,25
Pour tout entier naturel n,
Uy =0,8MxU, +K
{U=0,8M><U+K '
En soustrayant, U,,, —U = 0,8M x (U, — U).
Donc par récurrence, pour tout entier naturel n,
U,-U=(0,8M)" x (U, — U), cCest-a-dire :
U, =U+(0,8M)" x (U, —U).

n
O<‘—i{<1.Donc lim (—i) =0
15 n—+\ 15
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On en déduit que la suite (U,) converge vers la matrice :
1

=U.

I

1
1

[ La matrice 0,8A a ses coefficients positifs ou nuls,
dont la somme par colonne est égale a 0,85, strictement
inférieura 1.

Donc la matrice (0,8A)" converge vers la matrice nulle 0,.
On en déduit que la suite (U,) converge vers la matrice U.

@ [} Un exemple de chiffrement

c. Soit un entier m.
D On suppose que m admet un inverse modulo 26.
Soit alors k entre 1 et 25 tel que mx k=1 (mod 26).
Il existe donc un entier vtel que mx k=1 + 26v.
Donc:
kxm+(—v)x26=1.
D'apres le théoreme de Bézout, les entiers m et 26 sont
premiers entre eux.
D On suppose que les entiers m et 26 sont premiers entre
eux.
D’aprés le théoreme de Bézout, il existe u et v tels que :
uxm+vx26=1.
Alors uxm=1 (mod 26).
On note k le reste dans la division euclidienne de u par
26.
On a alors k x m=1 (mod 26). Donc k est non nul : k
appartienta{1;2;...;25}
Soit k’un autre entierde{1;2;...;25}tel que
k’'xm=1(mod261}.
Alors, par différence, (k— k) xm=0 (mod 26), c'est-a-dire
que 26 divise (k—k’) x m.
Or 26 et m sont premiers entre eux. D'aprés le théoreme
de Gauss, 26 divise k —k'.
Mais |k — k| < 25, car k et k" sont entre 1 et 25.
On en déduit que k — k’=0, c'est-a-dire k=k’.
L'entier m admet donc un inverse k modulo 26.

d. —% est remplacé par 7 x (-3) (mod 26) , soit 5 (mod 26).
—% est remplacé par 7 x (-5) (mod 26), soit 17 (mod 26).

e est remplacé par 7 x 7 (mod 26), soit 23 (mod 26).

Lettres JIJE/SIU|/ T |S|P|R T
Rang R, 10/ 5(19/21/ 9 19/16/18| 5 |20
Rang chiffré C, | 7 |[12|/14| 3|16 15/10/16/17| 3
Lettres chiffrées G|/ L/ N/C/P O J P Q C
E1 Un exemple de déchiffrement
8 _3 8 _3
41 41 7 3 41 41
a. Ax = X
> 7 58 > 7
41 41 41 41
7><£—3><i —7xi+3><l
41 41 41 41
- 8 5 3 7 |=
5Xx——8X— -5X—+8x—
41 41 41 41
8 _3
Deméme| 41 4 xXA=1,.
2 7
41 41
Donc la matrice A est inversible, d'inverse :
8 _3
| 4aM
2 7
41 41

b. On obtientk = 41-1 =7 (mod 26).

On obtient donc que A-! =( 4> j(mod 26).

17 23
e. On obtient le tableau suivant :
Lettres chiffrées QW P YW F|HH A
Rang chiffré R, 17/23/16/25/23 6 | 8 | 8 1
Rang déchiffréC, | 1|12/ 7 15|18 9|20/ 8 13| 5
Lettres déchiffrées AL G|/O|R| I |T H E
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Outils pour lalgorithmique

Programme

En Seconde, les éléves ont congu et mis en ceuvre quelques
algorithmes. Cette formation se poursuit tout au long du cycle
terminal.

Dans le cadre de cette activité algorithmique, les éleves sont
entrainés a:

- décrire certains algorithmes en langage naturel ou dans un
langage symbolique ;

« enréaliser quelques-unsal’aide d'untableur ou d'un programme
sur calculatrice ou avec un logiciel adapté ;

- interpréter des algorithmes plus complexes.

Aucun langage, aucun logiciel n'est imposé.

L'algorithmique a une place naturelle dans tous les champs des
mathématiques et les problémes posés doivent étre en relation
avec les autres parties du programme (analyse, géométrie, statis-
tiques et probabilités, logique), mais aussi avec les autres disci-
plines ou le traitement de problémes concrets.

A l'occasion de I'écriture d'algorithmes et programmes, il convient
de donner aux éléves de bonnes habitudes de rigueur et de les
entrainer aux pratiques systématiques de vérification et de controle.

5) Activites

[ Définition et utilisations des tableaux

Application directe
BT[1]=23etT[4]=4.
El lindice de 7 dans T est 0.

Instructions élémentaires (affectation, calcul, entrée, sortie).
Les éléves, dans le cadre d'une résolution de problemes, doivent
étre capables:

« d'écrire une formule permettant un calcul ;

- d'écrire un programme calculant et donnant la valeur d'une
fonction ;

ainsi que les instructions d'entrées et sorties nécessaires au trai-
tement.

Boucle et itérateur, instruction conditionnelle

Les éléves, dans le cadre d'une résolution de problemes, doivent
étre capables de:

- programmer un calcul itératif, le nombre d'itérations étant
donné;

- programmer une instruction conditionnelle, un calcul itératif,
avec une fin de boucle conditionnelle.

H a. L'indice i allant de 0 a 4 inclus, la taille du tableau T a l'issue de l'algorithme est 5.
b. A lissue de l'algorithme, quelles sont les valeurs contenues dans le tableau T ?

¢ [

3-A
4-B
5-C
6—-D
7—-E

d. Lintérét du tableau ici est donc double, il permet d'utiliser beaucoup moins de variables et

de pouvoir automatiser leurs affectations.

La planche de Galton

Kl Le nombre de positions d’arrivée possible d’une bille sur un parcours contenant N lignes (et
donc N obstacles sur la derniére ligne) est N + 1, qui correspond donc a la taille du tableau T.

2FALGO
Pour i allant de O jusqu’a N par pas de 1 Faire
0-T[1]
FinPour

Livre du professeur - Qutils pour l'algorithmique 1
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EX Nommons X la variable qui, pour une bille donnée, contient le nombre de fois ou celle-ci a

choisi le chemin de droite durant son parcours.
a. X doit contenir la valeur 0 au départ. 0 — X

b. Lorsque le chemin droit est choisi, il faut incrémenter X: X+ 1 — X.

Lorsque le chemin gauche est choisi, il ny a rien a faire.

C. ']
Si ALEATOIRE() >= 0,5 Alors
X+1-X
FinSi
d. ]
0-X

Pour i allant de 1 jusqu’a N par pas de 1 Faire
Si ALEATOIRE() >= 0,5 Alors
X+1-X
FinSi
FinPour

Oa. '
T[X]+1-7[x]
b. '

Pour i allant de 0 jusqu’a N par pas de 1 Faire
0-T[i]
FinPour
Pour; allant de 1 jusqu’a p par pas de 1 Faire
0-X
Pouriallantde 1 jusqu’a N par pas de 1 Faire
Si ALEATOIRE() >= 0,5 Alors
X+1-X
FinSi
T[X]+1 - T[X]
FinPour
FinPour

Ficelles et tuyaux

A - Premiére méthode
[
Lire(N, L, C)
0-—1i
0—j
TantQue i < taille(C)
L-AIljl]

TantQue A[j| > = C[i]

Aljl—c[i] - Alj]
i+1 -1
FinTantQue
Jt1—J
FinTantQue

2 Livre du professeur - Qutils pour l'algorithmique

D

ClrList 1«

For 1+ To 2 Ster 14
A+List. 1[I14

Hext.d

For 1+J To 188 Ster 1

e

1+xa

For- 1+ To T Ster 14a
If Ran# =A,5«

Then A+1+Ha

I fEnde
biEL 10X¥1+1+List 1LRK]
Hextd

Mextd
[ i=t 1

(“TI

tEFffLiszte L1
iForCIalaGal2
s IR R

tEnd

sForiJ. 1,188,112
i

tForcIsl-valn
I MbrAléatE=@.S

: Then
HELE S I

s End
IR e o o B
t Ericl

: Ernd
=L

Commentaires

taille(C) correspond au nombre de commandes du bon C.
Tant qu'il reste des commandes a honorer il faut
poursuivre.

A[j] est la longueur restante du tuyau en cours de
découpage, C[7] est la longueur nécessaire pour honorer la
commande en cours.

Si c'est possible, on 6te une longueur C[i] au tuyau A[j]
pour la commande en cours.

Puis on passe a la commande suivante.

Lorsque le tuyau en cours de découpe est trop petit pour
honorer la commande en cours, on en prend un autre.
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El a. Initialisation du tableau A :
i

taille(C) — p

Pour i allant de O jusqu’a p — 1 par pas de 1 Faire
0—A[i]

FinPour

Stocker la valeur de taille(C) dans une variable évite le recalcul de la taille par I'ordinateur dans la suite.

b. Pour déterminer le nombre de tuyaux neufs restant, il faut retrancher a N le nombre de
tuyaux utilisés, c’'est-a-dire le nombre de tuyaux présents dans l'atelier A.
»

0—1i
TantQue (i < p) ET (A[i ]! = 0) Faire
i+1 -1
FinTantQue
Afficher(« Le nombre de tuyaux neufs restant est : », N — i)

C. ’

0-S
Pour i allant de 0 jusqu’a p — 1 par pas de 1 Faire
S+A[i]-S
FinPour
Afficher(« La somme des tailles des chutes de tuyaux dans I'atelier A est : », S)

El La boucle « TantQue A[jl >= Cl[i] » incrémente la variable i sans repasser par la boucle
« TantQue i < taille(C) ». Il faut donc veiller a ce que la variable i ne dépasse pas taille(C)=p.

B - Deuxiéme méthode

i Commentaires

L|re(N, L.Q i désignera le numéro de la commande en cours de

0— L traitement.

0—j j désignera le nombre actuel de bouts de tuyaux (de taille

éventuellement nulle) dans l'atelier A, comme dans la

< Boucle Pour initialisant a 0 les éléments de A > premiére méthode.

TantQue i < p taille(C)= p correspond au nombre de commandes du
0-k bon C.Tant qu'il reste des commandes a honorer, il faut
TantQue k< ET Ak|<C[i] =——_  poursuivre.
k= k+1 On examine I'un aprés l'autre les tuyaux présents dans
FinTantQue 'atelier jusqu'a en trouver un de longueur Al k]suffisante

o e 8 pour honorer la commande i.

Si k == j Alors \
4 _)I:\ (] Siil n'y en a pas, on améne un nouveau tuyau.
J —
JA1—=j

FinSi

TantQue C|i | <= A[k|ETi<p Le tuyaux en cours étant le k-ieme, tant que sa longueur
Alk]—c[i] - AIK est supérieure a la commande en cours, on poursuit son
i+1 — i découpage.

FinTantQue

FinTantQue

< Instructions de calcul et d'affichage du nombre de
tuyaux neufs restant et de la somme des longueurs
des bouts de tuyaux dans l'atelier A >

Livre du professeur - Qutils pour l'algorithmique
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C - Comparaison

Premiére méthode

tuyvauxl (N, L,C) :={

j :=0;

P = size(C);

C:=append (C,0) ;

pour i de 0 jusque p-1 pas 1 faire

AL] =105

fpour;

i:=0;

tantque (i < plesa(j < p) faire
A[3] :=1L;

tantque (i<p)&&(RA[j] »>= C[i]) faire
A[j] := A[jl-CIi];
< B s 1
ftantque;
3 &= ¥
ftantque;

dn o=k
tantque ( i < p} && ( A[i] !'= 0) faire
- e 2 S
ftantque;
r = N-i;
afficher ("Le nombre de tuyaux neufs restants est : "+ r);

5 := 0;

pour j de 0 jusque i-1 pas 1 faire
8 &= 8% Al

fpour

afficher ("La somme des tailles des chutes de tuyaux dans l'atelier A est :

| =

Deuxiéme méthode

tuyaux2 (N, L,C) :={
3 ==0;
p := size(C);
C:=append{c,0}ﬂ
pour i de 0 jusque p-1 pas 1 faire
A[i] := 0:
fpour;
i::= 0;
tantque (i < p) && (] < p) faire
k = 0;
tantque (k<j) && (A[k] < C[i]) faire
k i—Etle
ftantque;
si (k == j) alors
Al3l = L;
k =07
J r=q+k;
£s3i;
tantque (i < p) et (C[i] <= A[k]) faire
AlxYl == A[k] - c[i]:
1 oz= Akl
ftantque;
ftantgue;

i::=0;
tantque ( i < p} && ( A[i] != 0) faire
e |
ftantque;
r = N-i;
afficher ("Le nombre de tuyaux neufs restants est : "+ r);

5 := 0;

pour j de 0 jusque i-1 pas 1 faire
§ iz= B+ BEEE:

fpour

afficher ("La somme des tailles des chutes de tuyaux dans 1l'atelier A est :

};

e

i

Remarque : Dans les boucles TantQue (i < p) ET (C[i]...), le logiciel Xcas doit évaluer les deux
conditions pour déterminer si les instructions contenues dans la boucles doivent étre exécu-
tées. Dans le cas ou i == p, la premiére condition est fausse mais la seconde ne peut pas étre
évaluée, car C[p] n'existe pas. Pour contourner ce probléme, on augmente artificiellement la
taille du tableau C a la troisieme ligne en lui rajoutant un 0 a l'aide de l'instruction append.

Livre du professeur - Qutils pour l'algorithmique
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uyaux1(10.10.[0.6.2.3.6.2
H tuyaux1(10,10.[5,6.2.3.85

Le nombre de tuyaux neufs restants est : 5
La somme des tailles des chutes de tuyaux dans I'atelier A est - 21

1
tuyaux2{10,10,[5.6.2,3.8,9])
Le nombre de tuyaux neufs restants est - 6
La somme des tailles des chutes de tuyaux dans 'atelier A est - 11
1

ElLa méthode la plus économe en matiére premiére pour l'entreprise est la méthode 2
puisqu'elle utilise moins de tuyaux neufs et qu'elle minimise la longueur totale des chutes.

I La méthode la plus économe en temps pour l'entreprise est la premiére puisqu’elle ne néces-
site pas la recherche parmi les tuyaux déja utilisés.

) Définition et utilisations des fonctions

Applications directes

H Soit fla fonction définie sur R par f(x)=2x*->5.
a. '

DéfinirFonction f(x):
Retourner 2*x*x-5
FinDéfinirFonction

b. !
DéfinirFonction tablvar(a, b, p) :
Afﬁcher(«x| f(X) »)
Pour i allant de g jusqu’a b par pas de p Faire
fli)=v
Afficher(i, « | »V)
FinPour
FinDéfinirFonction

E c. Sous Xcas, on obtient :

F{x) =1

retourne 2*x*x-5;

i

tablvar(a,b,p) :={

afficher("x | £(x)");

pour i de a jusque b pas p faire
v:=f£(i);
affichex(i,"™ | ",v):

fpour;

}:I

d. '

DéfinirFonction punition(txt, k) :
Pour i allant de 1 jusqu’a k par pas de 1 Faire
Afficher(txt)
FinPour
FinDéfinirFonction

Livre du professeur - Qutils pour l'algorithmique
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Algorithme d'Horner

On considére la fonction polyndme définie par : R(x) =3 —5x*+2x2+2x — 11.

Partie A - Algorithme naif

B R(4)=3X4°—5X4%+2X42+2X4—11=1821.

H 3x° = 3 XxXxXxXxXx soit 5 multiplications. En procédant de méme avec chacun des
autres termes on trouve que le calcul nécessite 12 multiplications et 4 additions (ou soustrac-
tions).

El a. taille(T) = deg(R) + 1.

b. '

DéfinirFonction poly(T, a)
taille(T) — 1 — deg
0 — res
Pour i allant de 1 jusqu’a (deg + 1) par pas de 1 Faire
res + T[i]*a(deg + 1 — i) — res
FinPour
Retourner(res)
FinDéfinirFonction

C. 1 |function [res]=poly(T,a)
2 deg = taille(T)-1
3 res = C
4 foxr i=13 (deg 1)
5 res = res + T(i)*a” (deg+l-1)
& end
7 |lendfunction

Partie B - Algorithme d’Horner
Kl Cette derniére expression de R(x) nécessite 5 multiplications et 4 additions.

Ha. N° de ligne Contenudev
1 3a—5
2 (3a—5)a+7
3 ((3a—5)a+7)a+0
4 ((Ba—5)a+7)a+0)a+2

Ainsi S(a)=(((3a—5)a+7)a+0)a+2=(3a*>—5a+7)a*+2 = 3a*—5a° + 7a* + 2.

b.U=[3-5702].
C. '

DéfinirFonction im(a) :
Ul1]*a+ U[2] — v
a*v+U[3] - v
a*v+U[4] - v
a*v+U[5] - v
Retourner v
FinDéfinirFonction

E Soit P un polynéme de degré ntel que P(x) = ¢,x" + ¢, x" "'+ ... + gx + .

a.P(x)= (X" "+ X"+ Lt g)xt o= (((epx o )X+ L )x Fo)x t .

b. T=[c,Ch—1...G )

c. Linstruction T[1]* a + T[2] — v correspond a I'affection de la valeur ¢,a + ¢, alavariable v.
d. La suite d'instructions :

T[1]*a+T[2]-v

v¥a+T[3]-v

correspond a l'affectation de la valeur (c,a + ¢,-1)a + ¢, , alavariable v.

6 Livre du professeur - Qutils pour l'algorithmique
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e. Il faut poursuivre les affectations :
v¥a+T[4]-v;...;v¥a+Tln+1]-v

Ce qui fait un total de n instructions contenant chacune une multiplication et une addition.

f.
'

DéfinirFonction horner(T, a) :
taille(T) =1 - n
T[1]*a+T[2]-v
Pour i allantde 3 a n + 1 par pas de 1 Faire
v¥a+T[i]-v
FinPour
Retourner v
FinDéfinirFonction

Suite définie par récurrence

Sans récursivité

Avec récursivité

DefinirFonction fibo(n)
0-F
1-F
Pour k allant de 2 a n Faire
Fo+ F —res
F—F
res - F
FinPour
Retourner res
FinDéfinirFonction

DéfinirFonction fibo(n)
Sin==0
Retourner 0
Sinon
Sin==1
Retourner 1
Sinon
Retourner fibo(n — 1) + fibo(n — 2)
FinSi
FinSi
FinDéfinirFonction

Flocon de Von Koch

Partie A - Etude d’un exemple

S (A B)

Partie B - Cas général
On considere ici les points A(a) et B(b)
H Calculs préliminaires

S,(A,B)

1 2
c=?(a+b) et e=?(a+b).

El Programmation sous Xcas
a. '

DéfinirFonction segvk(n, a, b) :
Sin==
segment(a, b)
Sinon
c=(*a+b)3
e=(a+2%b)/3
d=exp(i*pi/3)(e—c)+c
segvk(n —1,a,¢)
segvk(n —1,¢,d)
segvk(n —1,d, e)
segvk(n —1,e,b)
FinDéfinirFonction
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b. segvk(n,A,B) :={
local C,D,E;

if(n == 0) {segment(a,B)}
elze{

€ = (2*RtB)/3;

E := (A+2*B)/3;

D := exp(i*pi/3)* (E-C)+C;

segvk(n-1,34,C);
segvk(n-1,C,D);
segvk(n-1,D,E);
segvk(n-1,E,B)
}
}

)

. TC

ci. f=e3(b—a)+a.

ii. Flocon(n,a,B}:={
ClxGraph () ;
segvk(n,RA,B);
segvk(n,B,exp(-i*pi/3) * (B-R)+R);
segvk(n,exp (-i*pi/3) * (B-R)+A,R);
}

r

Flocon(4.0.6)
Voir le tracé ci-contre. K, (A, B)

H Etude mathématique de K|,

Dans cette partie, on utilisera les points A(0) et B(1).
De plus, on définit pour tout entiern :

b P, estle périmétre de K, ;

b C, estle nombre de cété de K|, ;

b 0, estlalongueur d'un c6té de K, ;

b A, estlaire de K,,.

a. P =3,P=4G=3G=1206=10=7, A= ‘f
V3 .1 .3 3
etA1—T+3 ?XT—?.

b. A chaque étape, chaque c6té se transforme en quatre segments. On en déduit que
C,+1 = 4C, et donc que la suite C est géométrique de raison 4, ainsi C, = C;4" = 3 X 4",

1?0.”, donc la suite ¢ est géométrique de raison

d.P, =0 XC, = 3><(%)".

4 . P ,. .
e 3 >1,donc lim P, =+ o :le périmétre des flocons tend vers l'infini.

n—+oo

1
3

—_

n
.l = .On en déduit que: ¢, = QO><<f

Qn+1
5 V3 X0 /3 (4y
5) -

f'An+1:An+Cn><( 2 ):An+cn9%+1T:An+m

g. Par récurrence, on obtient: A, = Ay + 4\1/3 ((%)0 + ( g )1 +...+ (%)n_1>.

0 1 n—1
h. (%) + ( g ) +...+ (%) est la somme des n premiers termes de la suite géométrique

de raison % et de premier terme 1.

4”

1-(4o n

Done A, = ? " 415{ 1_<94> - ? i 209@(1_(%))’
9

4 . 4 \n L v 3 9 6 2v3
or --<1,donc lim () =0.Ainsi lim A, = + = = .
9 nl+w(9> et ™ 4 T /3 T 5/3 5

i. La figure K, lorsque n tend vers + oo tend vers une figure de périmétre infini et d'aire finie.
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> Prepa Bac
Compréhension d'algorithmes

[ a. Cet algorithme détermine le rang a partir
duquel les termes d'une suite géométrique non
constante de raison positive deviennent supérieurs ou
inférieurs a une valeur donnée en fonction de la valeur
de la raison.

b. U, représente le premier terme de la suite géomeé-
trique, Q représente sa raison et S la valeur seuil choisie.
c. Lorsque Q <1, l'information donnée en sortie est le
rang a partir duquel tous les termes de la suite sont infé-
rieurs a S. Lorsque Q > 1 l'information donnée en sortie
est le rang a partir duquel tous les termes de la suite
sont supérieurs a S.

(2
(Casio) (Tl
11} II‘:I F. +.- I—I
QS ane Promet O
||5||df_|_:|_5# Fromrt S
g EH+H

H+H If Q<1
If L1la Then
Then While UXS« While >S5S
FH+1+Ha H+1+H
AN (BE NS
i1l eEpnd« End

Else Wkhile U<Ss NH?TE U< S
H+1':"H'|:J FH+1-H
(LI G
WhileEnd« Ercl

I fEndd Ernd

H Oi=F M
Ea.0=77

=78, 1
S="H. BE1
!
Fait

b.[0?

7

2

57

186EE

2

E [l Pour tout n>0, n!>n, donc lim n! =+ oo,

; —t
donc lim u, = 0. noTe
n—-+oo

F1 Algorithme A : ne convient pas, car il ne compare
jamais les termes de u obtenus a la valeur 107>,
Algorithme C: ne convient pas, car il n'y a pas de boucle.
Le test n'est fait que sur le premier rang.

Algorithme B : convient.

Le but de l'algorithme étant de déterminer un
intervalle d’amplitude au plus p par diminutions
successives, celui-ci doit se terminer lorsque b—a
devient inférieur a p. Or la condition insérée dans
la boucle TantQue ne fait tourner l'algorithme que
lorsque b —a < p, ce qui ne convient pas. Il faut donc
modifier cette condition :

Début
Lire(a, b, p)

atb _c

2

TantQue b — a > p Faire

Si f(a)Xf(b)<0 Alors c — b Sinon ¢ — a

FinSi

FinTantQue

Afficher(« a est dans l'intervalle :]1»,a,«;»,b,«[»)
Fin.

ﬂ [N Lalgorithme proposé, compare les images de
chaque entier de lintervalle [1;4] avec celle de leurs
opposés. Si une telle paire a des images distinctes, la
variable p est mise a 0, sinon elle aura une valeur finale de 1.
a.Puisque f(—=1)=0#4=f(1), lalgorithme affi-
chera « f'n'est pas paire », ce qui est vrai.

b. Lalgorithme affichera « f'est paire », ce qui est vrai.

c. Les points d'abscisses entiéres opposées de la courbe
représentant f* étant symétriques par rapport a I'axe des
ordonnées, l'algorithme affichera « f* est paire », ce qui
est faux.

F1 Pour qu’une fonction soit paire il faut que pour tout réel
de son ensemble de définition symétrique par rapporta 0
on ait: f(x)=1(=x).

Or l'algorithme proposé ne teste cette propriété que sur les
entiers de l'ensemble de définition.

El Lalgorithme proposé ne permet donc pas détre
certain qu’une fonction est paire. En revanche, lorsqu'il
indique qu'elle ne I'est pas, c’est toujours vrai.

E ENSi U et v sontcolinéaires, alors il existeun k € R
a = kx
tel que U =kv, donc {b = ky|, ainsi xb = kxy = ay ;
c=kz
Xc = kxz = az et bz = kyz = cy.
xb = ay
Réciproquement : On suppose que < Xc = az |.
bz =cy
DSi U =0,alors U et Vv sont colinéaires.
b Sinon, l'une des coordonnées de U est non nulle.
X
Supposons a # 0. Posons alors k = - On a alors:

x=ka, y=kb et z=kc,donc Vv =ku.Ainsi U et Vv
sont colinéaires. De méme, en supposant b#0 ou
c#0.

F1Dans chacun des algorithmes, on a au final, dans
le cas ou les vecteurs sont colinéaires : a = Lx,
b=1Lly et c=1Llz, donc U=Lv. Les algorithmes 2
et 3 sont donc a exclure, car ils donnent la mauvaise
relation vectorielle dans le cas de la colinéarité.
Les deux autres algorithmes conviennent mais I'algo-
rithme 1 fait une succession d’affectations inutiles. En
effet, dans le cas de la colinéarité, si x # 0 et y # 0 il est

inutile d'affecter la valeur % a L, puis de lui affecter %

Livre du professeur - Qutils pour l'algorithmique 9
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Ces deux valeurs sont égales et on répete l'opération
d’affectation inutilement.

Dans l'algorithme 4, ceci est évité grace a l'imbrication
des instructions conditionnelles.

Bl Nous savons que 4V =|d x|V |xcos(d, V).
Donc I'angle non orienté cherché vaut :

arccos(ﬂ)
[a 117 ]

= arccos <

ax + by +cz
vh2+b2+c2x¢&2+yl+£>
On constate donc que, dans l'algorithme proposé, les
deux racines carrées ont été omises :

I
Lire (a) ; Lire (b) ; Lire (c) ;
Lire (x) ; Lire (y) ; Lire (2) ;
a*x+b*y+c*z— S
Racine(a*a + b*b +c*c)*Racine(x*x + y*y + z*z) — N
S/IN - C
Afficher (Acos(C))

La variable p est initialisée a 0 et la boucle
TantQue est exécutée dés lors que p > 0, elle le sera
donc au début de 'algorithme lorsque p = 0.

L'utilisateur doit entrer une valeur négative pour p,
correspondant a une valeur x. non prise par la variable
aléatoire X.

a. n p X S E
Initialisation -1 0 0 0 0
P >= 0 premier
passage dans la 0 0 0

boucle TantQue

0,5 -2

P >= 0 deuxiéme
passage dans la 1 05 | —1
boucle TantQue

P >= 0 troisieme
passage dans la 2 07 | —1
boucle TantQue

0,2 3

P >= 0 quatriéme
passage dans la 3 09
boucle TantQue

—-04

0,1 7

P >= 0 cinquiéme
passage dans la 4 1 03
boucle TantQue

—1,24/46546

P <0:sortiedela
boucle TantQue
Puisqu’a I'état final S contient la valeur 1, I'affichage
serait : « L'espérance est: 0,3. »

ﬂ La boucle TantQue réalise des tirages aléatoires
d'entiers entre 1 et 10 jusqu'a ce que les deux entiers
ainsi choisis soient différents.

On peut considérer que les nombres entiers entre 1 et
7 correspondent aux sept jetons blancs du sac et que les

10 Livre du professeur - Outils pour I'algorithmique

nombres entiers entre 8 et 10 correspondent aux trois
jetons noirs du sac. Dans ce cas, la condition de l'instruc-
tion Si simule le tirage de deux jetons blancs.

La variable S est incrémentée a chaque fois que deux
jetons blancs ont été tirés au sort. Celle-ci contiendra
donc en fin d’algorithme le nombre de fois ou I'événe-
ment A s'est réalisé durant les n tirages au sort.

p(A) peut étre approché par la fréquence d'appari-
tion de lI'événement A si le nombre de tirages est suffi-
samment grand. Pour en obtenir une valeur approchée
a l'aide de I'algorithme, il suffit donc d'exécuter celui-ci
pour une grande valeur de n et de diviser la valeur affi-
chée de S par n.

(Caslo] (<71

IIH;?_}H{J EE:DNF"L H

+5 :

or 13K To He SRS
+T2E+ thihile T=U

hile T=U« fentAléatdl. 180+

andInt#C 1. 1B2+Ta
ardInt#ll. 182 +]a

Ientﬂléatﬂi,iﬁh+
hileEnds J
If (TZ7) Amd CU2Tra

: End
;%F (T=72 et (U=

Then S+1+5«
I fEnd« Then
extd S+1+5
Enid
End
OizF S

L'exécution sur T.l. Affiche : 472 ; on en déduit que :

472
p(A) = W =0,472.
7
(A) = nbre de tirages favorablesa A <2>
P = hbre de tirages possibles (10)
2
7!
_ 251 _ 7X6 _ 7
10! 10X9 15~
218!
Ainsi l'erreur relative commise par l'approximation
0,472 — %
précédente est de: 7 =~ 0,0114, soit environ
15

1,1 % d'erreur par rapport a la valeur théorique. Lerreur

absolue est: 0,472 — % =~ 0,005.

Bla.- [ o

b
_ aire dudomaine coloré _ fa f(X)dX _n
aire de la cible m(b—a) m "

Lidée des algorithmes présentés est d'approcher la
valeur de p par la fréquence de réalisation de I'événe-
ment « y < f(x) » lors du tirage au sort de deux réels :
x dans l'intervalle [a, b] et y dans l'intervalle [0, m]. Une
fois cette valeur approchée de p déterminée, on obtient
nw=mXp.
Les algorithmes 2 et 4 ne conviennent pas, car ils déter-
minent la fréquence de I'événement « x < f(y) ».
Lalgorithme 3 ne convient, car le calcul final est
mXpX(b—a)# .
Seul I'algorithme 1 convient.
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p(xelnp—ynp(1 —p),np+ynp(1—p)])~ 0,683.

a. L'algorithme proposé permet de trouver le premier
entier pour lequel I'approximation précédente créé une
erreur inférieure a 1073.

b.

PP fFromet F

1+H« f1xHi13E

1B+ thile abstB-HA.&
Mh1le Abz (B-A.A83241 B33 >18~7 -7

T HEESE
HxP+E TCHxPxe1-Paoaga)  FICHAPRCLI=Faoss

|: EI-Z'K To He EFDP‘L’H:E‘:H.'J

I7 (RaCE-835 And (Ked -EE{':K}EE;S” et
E+52a4 The

L?E? E+E1hnm1halPDtK= ?:ElandeﬁH P,
I fEnde Erdl

MHext.o : Bt

H+1+He fH+1+H

WhileEnda End

H-1 i0isF C(M-12

A I'exécution avec p = 0,6, on obtient n = 104, c'est le
rang a partir duquel l'erreur absolue commise par I'ap-
proximation est inférieure 8 1073,

Rédaction d'algorithmes

Par récurrence surn:

Initialisation : Pour n = 0,0ona:
Up=2%X3°4+4=2+6=6=y,.
Hérédité : Soit k > 0, supposons que uy, = vy, alors on

a:
Vs = 3Vk_8 = 3Uk_8
=3(2x3K+4)-8
=2x3K14+12-38
=2X3k" T+ 4=y,
Conclusion : La propriété étant vraie au rang 0 et héré-
ditaire, elle est vraie pour tout entier n.

Lire(n)
2*3An+4 - u
Afficher(u)

| '
Lire(n)
6 v
Pour k allant de 1 jusqu'an
3*v—-8->v
FinPour
Afficher(v)

Pour le premier algorithme: 2 X 3° + 4 nécessite cinq
multiplications et une addition.
Pour le second algorithme : chaque boucle néces-
site une multiplication et une soustraction. Il y a cinq
boucles, donc un total de cing multiplications et cing
soustractions.

a. v est une suite géométrique de raison positive
1

- <1;donc lim v,=0.
2 n—+oo
b.
1
Lire (k)
1—-n
1-m

TantQue % > 10" Faire n+1 — n FinTantQue

TantQue 1—n> 10 ¥ Faire m — m+1 FinTantQue

Sin<m

Alors
Afficher(« La suite u devient inférieure au égale a
10A(-k) la premiere »)

Sinon
Afficher (« La suite v atteint la précision fournie
la premiére »)

FinSi

Début
Lire(a, b, p)
TantQue b-a< p
Faire 2a+b
Co="m—
? b
a
d——3
Si f(a)Xf(c)<O0Alorsc — b
Sinon
Si f(c)Xf(d)<0 Alors
c—a
d-b
Sinon
d-a
FinSi
FinSi
FinTantQue
Afficher(« a est dans l'intervalle : [»,a, b ,«]» »)
Fin
a 4 d b
a. Premiere 08 11 1.4 17
boucle
b. Deuxiéme 14 15 16 17
boucle

AR

Livre du professeur - Qutils pour l'algorithmique 1
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Lire(a,b)
Si (a*cos(a) + sin(a))*(b*cos(b)+ sin(b)) <0
Alors
Afficher(« Léquation admet au moins une solu-
tion dans l'intervalle »)
Afficher(« A quelle précision souhaitez-vous en
obtenir une ? »)
Lire(p)
a— X
TantQue (a*cos(a) + sin(a))*(x*cos(x) + sin(x)) > = 0
Fairex + p — x
FinTantQue
Afficher(« une solution a », p, « pres est:», p )
Sinon
Afficher(« Il n'est pas certain que léquation
admette une solution dans cet intervalle »)
FinSi

G(xk+1) = G(x) _ GO +h)=G(x) 1

h h ~ Xk ’
- h
Ainsi G(X+1) = G(x¢) + X
| '
Lire(n)
1-x
0—y
10/n — h
Pour k allant de 1 jusqu’a n Faire
y+h/x -y
x+h-x
FinPour

Afficher(« Une valeur approchée de G(11) est», y)

G(x) = Inx.

cDd

1+H4

=4

lhile Hbs Clrm €112=%2
>1E™C-22

1axa

]

1A+H+H«

For 13K To He
YHHE M
HHH»H

Hextd

H+1+Ha

i leEnda

H-1

Le plus petit entier n obtenu est 457.

12 Livre du professeur - Outils pour I'algorithmique

I
Lire(a, b, ¢)
b*b-4*a*c — D
SiD< 0
Alors
-b/2a - R
RACINE(-D) / 2a — |
Afficher(« Le trindbme admet deux racines
complexes :»)
Afficher(«z, =»R, «-i»))
Afficher(«z =»R, «+i»)|)
Sinon
SiD==
Alors — b/(2*a) — x,
Afficher (« Le trinome admet une unique racine
X0 = »’Xo)
Sinon
(= b- RACINE(D))/(2*a) — x,
(= b+ RACINE(D))/(2*a) — x,
Afficher(« Le trinome admet deux racines
distinctes :»)
Afficher(« X, =»X,)
Afficher(« X, =»X,)
FinSi
FinSi

= ,
Lire(a) ;Lire (b) ;Lire (c);
Lire(x) ; Lire(y) ; Lire(2) ;

Afficher((g*x + b*y + c* z))

| 1
Lire(a) ;Lire (b) ;Lire () ;
Lire(x) ; Lire(y) ; Lire(2) ;
Si a*x+b*y+c*z==0
Alors
Afficher(« les vecteurs sont orthogonaux »)
Sinon
Afficher(« Les vecteurs ne sont pas orthogonaux »)
FinSi

Aire du trapéze de la figure 1:

b+B (b f(a)+/(b)
5 .

hX——— —a)X

L'aire sous la courbe de la figure 2 peut étre appro-
chée par la somme des aires des trois trapézes repré-
sentés. Chacun de ces trapezes ayant une hauteur égale
3 b—a

3

b;a(f<a>+f<f;+"§“>

f<a+ b;a>+f<a+2b;a>
2

f<a+2b >+f(b))

. Laire recherchée vaut donc :
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De méme pour la figure 3. Les n trapézes ont la méme

hauteur qui vaut et les abscisses des points
du découpage de lintervalle [a;b] sont de la forme

(a+kb;a>avec0<k<n.La somme des aires des
trapézes vaut alors :
b—a
SR
n-1 f<a+k>< b_a>+f<a+(k+1)>< b;")
2
k=0
'
Lire(a, b, n)
0—-S

Pour k allant de 0 a n-1 Faire

S+ fla + k*(b-a)/n) + fla+ (k+ 1)*(b— a)/n) — S
FinPour
Afficher((b-a)/(2*n)*S)

FinSi
Lamplitude I'encadrement est :
R,—S, = b;a <f<a+n>< b;a )—f<a+o><b;—a>)

=229 (4 (b) - f(a)).

Si L est I'amplitude de l'encadrement souhaité, alors
il faut que:
b—a

ZO(f(6) ()

entier supérieur ou égal a x. On notera « Plafond » la

n= ou [ x| désigne le plus petit

fonction permettant d'obtenir le plus petit entier supé-
rieur ou égal a un réel donné. Ainsi :

[
Lire(a, b, L)
Plafond((b-a)*(f(b)-f(a))/L) — n
0-S
0-R
(b-a)/n — h
Pour k allant de 1 a n-1 Faire
S+ fla+k*h) — S
R+ fla+(k+1)*h) — R
FinPour
S*h - S
R*h — R
Afficher(« L'intégrale est comprise entre », S « et », R)

|
Lire(a, b,a,,b))

GO*G-I _bo*b1 —*Re

by*a, +ay* b, — Im

[
Lire(a,b,a,b,a,b)
ao*a1 - bO*b'I — Re
by*a, +ay*b, — Im
Si (Re + a, == ao) ET(lm + bz == bo)
Alors
Afficher(« z, est solution de (E) »)
Sinon

Afficher(« z, n'est pas solution de (E) »)
FinSi

Livre du professeur - Qutils pour l'algorithmique 13
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Les probabilités
et les statistiques au lycée

m [fa.Onal-e7% =0,6.
k:_ln0,4

Donc: ~0,131.

F1P(X =5)=e-5* =0,52.

ElOnaPy_o (X=4)=P(X=5)=0,52.

P66 =<X<10)=e6* —e-104 =0,19,

[ a. Une loi binomiale %(8 ; 0,52).

b.P(Y =3)=0,20.

c.E(Y)=8x0,52=4.

3 On appelle Z le nombre de cas ou le temps de fonc-
tionnement entre deux pannes est inférieur a 5 heures.
Zsuit une loi binomiale B(120; 0,52). On détermine un
intervalle de fluctuation asymptotique associé a cette
variable : [0,43;0,61].

La fréquence observée est de 120 =0,42.

On peut donc remettre en cause I'hypothése de proba-
bilité : les machines ont sans doute vieilli.

@ Partie A

110,869 ; 0,926].

F1 a. Une loi binomiale &(n; 0,1).
b.E(X)=0,1n.
c.P(X=2)=0,285.
d.OnveutP(X =0)<0,5.

Dot 09" < 0,5 e n > M0 _ g ¢
In(0,9)

Doncn=7.

Partie B

EIP(Y <35)=0,734,
P(Y > 25)=0,734,

P(25 <Y =< 35)=0,468.
F1P(22 <Y =<38)=~0,683.
[E1 On cherche le plus petit

ntelque P(Y < n) = 0,99. 2‘ 0522;3;4
On peut utiliser la calcu- 45 0:969 603 64
latrice ou un tableur pour 46 0,97724987
tabuler les valeurs : 47 0,983 20669
48 0,98777553
49 0,99122552
50 0,99379033
51 0,99566755
52 0,99702024
53 0,99797986
54 0,998650 1
55 0,99911097
56 0,99942297

On peut donc choisir n = 49.

Livre du professeur - SUJETS DE SYNTHESE

@ N a. D'aprés le cours, E(X) = %
D'ou A = 1 = 0,990.
0,9

U

b.P(X<0,5)=1-e05* =(,393.
c. P(X>2)e-2* = 0,135.
Fa.P(X;sT)n(X, =) N..(X, <1)
= (1-e-1)50 = 0.
. (X, <t)

<

b.p=1-P((X, <t)N(X, <
=1-(1-e-t)".
H a.

LALGO 1

Saisir(n)
m:=0;alea:=0
Pouri=1 jusqu’a n Faire
alea := ALEAEXPO(7)
m :=max(m, alea)

FinPour
Afficher (m)
Fin
b.
i 1 2 3 4 5
X; 025 | 1,1 092 | 1,25 | 0,36
m 0 0,25 1,1 1,1 1,25 | 1,25
Cona(Yst)=(X, st)n(X, st)N...(X, <t).
D'ou: PlY=t)=(1T—e"t)n,
On dérive cette expression et on pose :
f(t)=—ne-t(1—e-t)n-1,
Onaalors: joxf(t)dt = (1—e-*)" = P(Y < x).
D'ou le résultat.
[ a.0,64. b.1-0,64=0,36. c.p,=1-0,8"
d.p,>099<1-0,8">099<n> InO_O1
In0,8

D'oun = 21.

F1p=0,25x0,2+0,25%x0,36+0,25x(1-0,83)
+0,25%(1-0,84) = 0,4996.

[E] On détermine un intervalle associé a une loi binomiale

9%(200;0,25) :[0,189;0,311].

On calcule les fréquences associées a chaque face.

Face 1 2 3 4

Fréquence 0,29 0,245 0,26 0,205

Toutes les fréquences sont dans l'intervalle de confiance.
Les résultats sont donc compatibles avec I'hypothese du
dé équilibré.

Les probabilités et les statistiques au lycée 1
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@ Partie A

KX Intervalle de fluctuation : [0,279; 0,387].

La fréquence observée est de 0,167. Valérie doit rejeter
sa premiére hypothése.

Fla.p,,€[0,09; 0,214];1,,€[0,10 ; 0,224].

Les deux ensembles ne sont pas disjoints, on ne peut
pas rejeter I'hypothése.

47 1 50 1 2 3
b.llauraitfallu;: —+ =< — - — & —— < —.
300 Vn 300 <n <n 300
n = 40 000.
Partie B
fp, =0;q9,=1;n=0.
1 a.On al'arbre suivant : X
0 A+l
X =S Yne1 |
0 -
L Zn+1 J
Pn
% { Xn+1 J
Adn 1 )
Yo 5 Yni1
1 )
Z L Zn+1 J
rn
0 Xn+1 J
B Yo+t |
0 -
Zpiq J

On en déduit les formules demandées en appliquant la
formule des probabilités totales.

b. Les suites p et r sont égales, I'hypothése de Valérie est
donc fausse.

Ba'ona:unﬂ =2Pp A =G + Py +1, =Gy +2Dy,
crp, =r,.

bV =4ppq — 4 =0,59, —2p, =-0,5v,.
c.v,=—(-0,5""etu,=1.

U, +v,  —(=0,5"" +1

Pn="1y= 6 - 6 .
4+2x(-0,5)"

B E—

1 1
[1 p, et r, convergent vers P et g, converge vers Pt

BBl m110,71; 0,841,
Hla.p(T))=p(P)=0,5;

pr, (1) =0,3;

pp,(P,) =0,8.
b.p(T,)=0,5x0,3+0,5x0,2 =0,25.

C.

D'ou:

et: qn:un_zpn:

03 T

07 el

02 | Tom

A P

1-u,
P

Upy =0,3u, +0,2(1-u,)=0,1u, +0,2.
d. On peut conjectlirer que la suite converge vers 0,22.
Ha. Vo1 = Upp — 6 ’

Vo =0,1u, +O,2—§;

_, 21,
™10 90 10 " :
Il s'agit donc d’'une suite géométrique de raison 0 etde

v

premier terme v, = g
b.v, = > x 0,1 1etu, = > x 0,101 + E
9 9 9

c. u, converge bien vers % = 0,22

@ [ a. La fomule donne 1 avec une probabilité p, et
— 1 avec une probabilité 1 —p.

b. =C2+B2

F1 a. Il s'agit du bloc :

Si choix==1 Alors h :=h+1 ;
Sinon n :=h-1;

b. Linstruction H:=H+h permet d'accumuler dans la
variable H la somme des hauteurs obtenues a chaque
trajectoire du vaisseau.
Linstruction Hy,, :=H/1 000 permet a lafindes 1000 boucles
d'obtenir la hauteur moyenne.
c. llfaut ajouter une variable N, initialisée a 0 (la premiere
ligne devient H:=0; N :=0).
Apres FinTantQue il faut ajouter l'instruction :

’

Si h<0 Alors N :=N+1

Sinon N :=N

FinSi
Et faire afficher N apres avoir fait afficher H,,,,.
El a. Une loi B(50; 0,6).
b.E(X)=50x0,6 =30.
c¢H=X-(50-X)=2X-50.
E(H)=2E(X)-50=10.
La hauteur moyenne sur un grand nombre de trajec-
toires est donc de 10.

[la.m=4,49;s=0,19.

b.p=0,99.

c. On utilise l'intervalle [d — 2s; d + 2s1=1[4,11 ; 4,871].
F1 a. Une loi %(25 ; 0,05).

b.P(X =1)=0,365.

c.P(X<1)=0,642.

il a.P(M < 955)=0,067.

b. On utilise l'intervalle [m — 26 ; m + 26] = [940;1 060].
1 a. Une loi 93(0,07 ; 100).

b.P(X =3)=0,049.
c.P(X=1)=1-P(X=0)=0,999.

d.E(X)=7.

2 Livre du professeur - SUJETS DE SYNTHESE Les probabilités et les statistiques au lycée



©Hachette Livre 2012 - Déclic Tele S

a. Y suit une loi normale centrée réduite N(0; 1).
b. t=2,326.
c.On déduitdu b. que: P(Y > —t) = 0,99.
Onadonc —ct+m = 955,
D'ou: m=955+ct =1024,78.

a.[0,04;0,21].
712
=— =0,201.
P 8
712
a. X suit une loi %(30 ; 3 ]
b. X=30:les 12 groupes étaient présents tous les jours :
P(X =30)=0.
X=0:tous les jours, au moins un groupe était absent.
P(X =0)=0,001.
712
c. E(X)=30x 3

tous les groupes sont présents.

= 6,04 :ily aen moyenne 6 jours ou

P(S=11)=0,345 et E(5)=12X§:10,5.

13

a.Py =2 =0,176.

b.P(R=2)=P; et P(R=0)=1-P5;

E(R)=-2P; =-0,352.

c. On opere par disjonction de cas, suivant le nombre de
groupes présents. La probabilité que k groupes soient
présents est égal a P(Y = k), ou Y suit une loi binomiale
RB(13;1-p), et la somme recue par l'association est
alors de k—R. D'ou la formule.

d. Application numérique : 11,023

Sans cette décision, le gain moyen par jour était de

12 X g = 10,5 euros. La décision est donc rentable.

El p=0,2+0,8x0,1=0,28.

_008_2
0,28 7
a.p=1-08".
b.Onveut1-0,8">099 < n > In0,01.
Il faut n = 21. In0,8

a. Intervalle de fluctuation : [0,148 86 ; 0,251 14].
La fréquence observée est de 0,1787. Elle est bien
conforme aux données (on a bien n = 30;np > 5;

n{1 = p) > 5)). J02%038

b. Il faudrait que 0,2 — 1,96 >0,1787.
\/HZ
Dou:  n>|(120N0.2X08) 4354
0,0213

E Partie A

P(A)=0,02x0,04=0,0008;
P(B)=P(ELT)=0,02+0,04—-0,0008=0,0592;
P(C)=1-P(B)=0,9408.

Partie B
X suit une loi 93(50; 0,06).
P(X <2)=0,42.

Partie C

f’=0,1.

[0,0134;0,107].

La fréquence est a l'intérieur de l'intervalle de fluc-
tuation, il n'y a pas lieu de considérer que la nouvelle
photocopieuse est de moins bonne qualité.

B fa. p(x = 1) - 10N 100
’ (n+9(n+10))

correspond au tirage d’'une boule rouge suivie d'une
blanche, ou au tirage d’une blanche suivie d'une rouge,
le nombre total de tirages étant (n + 9)(n + 10).

n(n-=1)

carun gain de —1

b.P(X=-6)=————
(n+9(n+10))
et P(X=4)= —10X9
(n+9(n+10))
_ _ 2
. E(X) = 20n—-6n?2 +6n+ 360
(n+9(n+10))
_ —6n2 —14n+ 360
(n+9(n+10))

d. On étudie le trinbme —6n2 — 14n + 360.
Il est positif pour 0 < n < 6.

a. Y suit une loi binomiale 9]3(20 ; n )
n+10

10 \2
b.Onveut:1-— (—) > 0,999
n+10

< 20In10-1n0,001

< In(n+10)
20
25In10-In0,001
Sn>e 20 —10.
D'oun=5.

a.E(Y)=0,75x500=1375
et V(X)=500x0,75x%x0,25=93,75.
b. Il s'agit du théoréme de Moivre-Laplace.
c. P(350 <Y < 375)
-25

=P( sTsOO,495)
J500%0,75% 0,25

= 0,495

a.P(Z=<50)=1-e05 =0,423.
e-05 _ @06

] o5 = 0,147.
— e 0,

b. P y=s0) (Z < 60) =

[0,54;0,65].

a.P(X=0)=0,410 =0,0001.
b.P(X=1)=0,6.
c. P(X=k)=0,6x0,4k1,
d.E(X) = 0,666.

La variable choix prend les valeurs 0 ou 1 avec des
probabilités respectives 0,4 et 0,6.
La variable X prend la valeur k si choix = 1 (cela corres-
pond a Pile). La boucle s'arréte alors et on affiche cette
valeur k. Si choix n'est jamais égal a 1, la boucle s'arréte
et affiche donc X qui est resté a 0.
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